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Die  gegenwärtige  zweite  Auflage  meines  Compendiums  der 
höheren  Analysis  weicht  von  der  ersten  in  materieller  und  for- 
meller Beziehung  So  bedeutend  ab,  dass  sie  wohl  als  ein  ganz 
neues  Werk  gelten  kann..  Was  erstens  den  Inhalt  betrifft,  so 
mochte  ich  mich  nicht  dem  Vorwurfe  aussetzen,  dass  kurze 
Abrisse  einzelner  wichtiger  Theorieen,  wie  z.  B.  der  elliptischen 
Functionen , der  partiellen  Diiferentialgleichungen  etc.  für  ein 
auf  das  Noth wendigste  besch.änictes  Studium  zu  viel,  dagegen 
für  ein  tieferes  Eingehen  zu  wenig  bieten,  und  so  blieb  mir 
nur  die  Wahl,  das  Werk  entweder  auf  ein  Lehrbuch  für  den 
ersten  Unterricht  zu  reduciren  oder  es  zu  einem  ausführlichen 
Handbuche  zu  erweitern.  Da  es  an  Werken  der  ersten  Art 
nicht  fehlt,  während  aus  neuerer  Zeit  fast  keines  der  zweiten 
Art  existirt  (Moigno’s  Le<jons  sind  bekanntlich  unvollendet 
geblieben),  so  entschied  ich  mich  für  das  Letztere;  um  gleich- 
zeitig den  Gebrauch  des  Buches  in  Schule  und  Haus  möglichst 
bequem  zu  machen,  habe  ich  das  ganze  Material  auf  zwei  Bände  _ 
vertheilt.  Der  vorliegende  erste  Band  umfasst  ungefähr  soviel, 
als  an  Universitäten  und  polytechnischen  Instituten  in  einem 
Jahre  vorgetragen  werden  kann ; sein  Inhalt  dürfte  zum  Stu- 
dium der  bekannteren  Werke  über  analytische  Mechanik,  In- 
genieurwissenschaften etc.  ausreichen.  Der  zweite  Band  wird 
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besonders  wichtige  Theorieen,  wie  z.  B;  die  Lehre  von  den 
Functionen  complexer  Variabelen,  die  Reihen  von  Bürmann 
und  Lagrange,  die  halhconvergenten Reihen,  die  periodischen 
ie  elliptischen  Functionen  u.  s.  w.  ausführlicher  be- 

V , 

ie  Begründung  der  einzelnen  und  namentlich  ge- 
mentaler  Sätze’ der  Differential-  sowie  der-Integral- 
__  iSt  schon  von  mehreren  Seiten  bemerkt  worden,  dass 
shT  fast  nirgends  (selbst  bei  *Cauchy  und  Moigno  nicht)  in 
voller  Strenge  zu  finden  sei;  ich  habe  mir  daher  gerade  nach 
dieser  Richtung  hin  die  äusserste  Genauigkeit  zur  Pflicht  ge- 
macht und  hoffe,  auch  den  rigorosesten  Anforderungen  zu  ge- 
nügen. Begreiflicherweise  musste  deswegen  die  Anordnung  des 
Stoffes  sehr  wesentliche  Aenderungen  erleiden  und  zugleich 
manche  neue  Betrachtung  eingeschaltet  werden.  In  letzterer 
Beziehung  verweise  ich  u.  A.  auf  Einleitung  Nro,  IV  und  die 
§§.  11,  42,  45,  47,  49,  67,  82,  98,  102,  wobei  ich  den  Wunsch 
hinzulüge,  dass  es  mir  gelungen  sein  möge,  Einfachheit  mit 
Strenge  zu  vereinigen. 

Dresden,  im  October  1862. 


Dr.  O.  Schlömilch. 
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Einleitung. 


I.  Die  veränderlichen  Grössen  und  die  Functionen. 

' V * 

Aus  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  bekannt,  dass  zwi- 
schen zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  neue  Zahlen  eingeschaltet 
und  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  können ; man 
darf  sich  daher  an  jeder  Stelle  der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  — oo  bis  -)-  oo 
ist  als  eine  ununterbrochene  anzusehen.  Demnach  kann  auch  der 
Uebergang  von  irgend  einer  Zahl  a zu  einer  anderen  i ohne  Unter- 
brechung, d.  h.  so  erfolgen,  dass  alle  zwischen  a und  b denkbaren 
Zahlen  getroffen  worden  sind;  ein  solcher  Uebergang  heisst  ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  lässt  sich  passend  mit  dem  Durch- 
laufen einer  geraden  Linie  ab  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
ebenfalls  alle  zwischen  « und  b liegenden  Punkte  der  Geraden  ge- 
troffen werden.  Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,  sich 
eine  veränderliche  Zahl  x vorzustellen,  welche  erst  den  Worth  « be- 
sass  und  nachher  durch  stetigen  Uebergang  den  Werth  b erhielt; 
eine  solche  Zahl  heisst  eine  continuirliche  Variabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  einen  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnet. Zahlen  dagegen,  denen  man  den  Charakter  stetiger  Aende- 
rung  nicht  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Constanten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes. 

S c h 1 0 m 1 1 c b , Analysis.  \ 
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Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x und  y durch  eine  Gleichung 
verbunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y allein  enthält,  wie  z.  ß. 

. (*  — «)3 

v y—  2b  ’ 


so  entsprirht  jedem  willkührlich  angenommenen  Werthe  des  x ein 
aus  der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkührlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x die  unabhän- 
gige, y die  abhängige  Variabele,  und  um  anzUdeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y abhängt,  nennt  man  y eine  Function  von  X.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y — F(x)  oder  y = f(xj,  y — (p{x)  u.  dgl., 
womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dass  jedem  Werthe  des 
X ein  bestimmter  Werth  von  y zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist. 

Wenn  ferner  drei  veränderliche  Zahlen  x,  y,  z durch  eine  Glei- 
chung verbunden  sind,  die  auf  der  einen  Seite  z allein  enthält,  wie 
z.  B. 


so  hängen  die  verschiedenen  Werthe  des  z gleichzeitig  von  denen  des 
x und  des  y ab;  dann  heisst  z eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Variabelen  X und  y und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 
e = F(x,  y)  oder  e = f(x,  y)  u.  s.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  drei,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Variabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Variabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden ; 
ob  die  abhängige  Variabele  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untersuchung  (s.- Ab- 
schnitt III.). 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  übrigens  sehr  leicht, 
sich  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Function  zu  verschaffen,  voraus- 
gesetzt, dass  letztere  eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Variabele 
enthält;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Variabelen  als  dieCoor- 
dinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  und  die  zwischen  den  Varia- 
belen bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve  oder  Fläche 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durch  die  Gleichung  1)  eine  Parabel  aus- 
gedrückt, und  überhaupt  kann  y = f (.r)  als  Gleichung  irgend  einer 
ebenen  Curve  gelten;  der  Gleichung  2)  entspricht  ferner  ein  hyper- 
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bolisches  Parnboloid,  allgemeiner  ist  ts  — F (x,  y)  die  Gleichung 
irgend  einer  Fläche.  Bei  einer  Function  von  drei  oder  mehr  Varia- 
blen wie  z.  B.  u — <p  (x,  y,  e)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
trischen Darstellung  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 


II.  Die  einfachen 'Functionen. 

Nimmt  man  mit  einer  Variabelen  x die  vier  arithmetischen 
Grundoperationen  vor,  so  entstehen  die  vier  einfachsten  Functionen 

a -j-  x,  a — x,bx,  — , 
x 

die  man  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
gemeinschaftlichen  Form  u -j-  b xm  begriffen  sind.  Ferner  liefert 
die  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  variabel  angesehen  wird;  die  erste  dieser  Functio- 
nen, nämlich  x P,  führt  in  der  Analysis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  ax,  Exponentialgrösse  genannt  wird. 
Denkt  man  sich  ferner  die  Logarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
so  hat  man  noch  die  Function  alogx,  worin  das  oben  angesetzte  a 
die  Basis  des  logarithmischen  Systemes  bezeichnen  soll. 

Man  weiss  ferner  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1 beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
Halbmessers,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
kann  daher  auch  jode  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
sehen  und  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
sem Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  z.  B. 

sin  (1,570796  . ) = sin  ~ — sin  90°  = 1, 
cos  (1,047197  . .)  = cos  ^ = cos  60°  = 0,5, 

«5 

tan  3 = tan  171°  53'  14"  4 = — 0,1425467, 
und  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
«,  nämlich  sin  u,  cos  u,  tan  w,  cot  u,  sec  u,  esc  u. 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Variabele  x als  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
suchen;  hierdurch  entstehen  die  sogenannten  cyclometrischen 
Functionen.  Sehen  wir  z.  B.  x als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
entspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 
der Bogen,  welcher  mit  arcsin  x bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 
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genommen  werden  möge,  je  nachdem  x positiv  oder  negativ  ist. 
Nach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

arcsin  (+  ])  = + arcsin  (—  ~ ~J' 

Ebenso  bedeutet  arccossx  den  kleinsten  Bogen,  welcher  x zum 
Cosinus  hat,  z.  B.  « 


Ferner  ist  unter  arctan  x derjenige  im  ersten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x zur  Tangente  hat,  und  zwar 
mit  demselben  Vorzeichen,  wie  x genommen,  z.  B. 

arctan  (V^ 3 ) = — - , arctan  ( — 1)  = — — i 

■ ~ u *1 


arctan 


Dem  Vorigen  analog  kann  man  noch  die  Functionen  arccot  x, 
arcsecx  etc.  bilden,  doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Rücksicht  auf 
die  cyclometrischen  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelatiouen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  = x 
ist , hat  V 1 — x‘2  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Gleichung  : 

1)  arcsin  x = arccos  Vl  — a;2.. 

Das  Complement  des  Bogens  arcsin x hat  x zum  Cosjnus,  mit- 
hin ist 

2)  arcsin  x -)-  arccos  x = \ 7i. 

Wenn  X den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 

x 

eine  Tangente  — . , diess  giebt 

V 1 — x- 

X 

3)  arcsin  x = arctan  — 

V 1 — x1 


Einer  Tangente  — e entspricht  umgekehrt  ein  Sinus  = 

yi  + *2 

d.  h. 

4)  arctan  e = arcsin  y.e = arccos  —p.-— =. , 

Vl+*2  Vl  + *‘! 


wie  man  auch  aus  Nr.  4)  durch  Substitution  von  — =====  = e er- 

K 1—  x* 
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hält.  Derselbe  Bogen,  welcher  z zur  Tangente  hat,  besitzt  eine  Co- 
taugente  = i , mithin  ist 


5)  arctan  z = arccot  — ; 

z 

(las  Complement  dieses  Bogens  hat  z zur  Cotangente,  folglich 

6)  r arctan z -f-  arccot z — ]rt. 

Aehnliche  Formeln  für  arcsccx  und  arccscx  sind  leicht  zu  ent- 
wickeln. ' 

Für  zwei  im  ersten  Quadranten  liegende  Bögen  u und  v sei 
sinu  = x,  mithin  u = arcsin  x, 
sinv  = y,  > > v = arcsin  y, 


man  hat  dann 

sin  («  v)  = sin  u cos  v + sin  v cos  u 

= x Vi  — y3  4-  lt  V l — %3, 
und  auf  ganz  ähnliche  Weise 


cos  («  +o)  = V (1  — x-)  (1 


xy  = 


V"(T 


i - (*'-  4-  y1) 

— **)0  - yi)  -\-xv 


An  dom  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  erkennt  man  , ob  die 
Bögen  u und  r zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten,  oder 
des  zweiten  Quadranten  geben;  im  ersten  Falle  ist 

. u -f-  v — arcsin  (xV  1 — y-  -Y  y \ — x3) 
oder  vermöge  der  WertHe  von  u und  v 

7)  arcsin x + arcsin y = arcsin  {x\f  1 — y*  -|-  y l "l  — x3), 

**  -f  y3  < 1. 

Liegt  dagegen  u + v im  zweiten  Quadranten,  so  folgt 
u -f-  v — rt  — arcsin  (x\  1 — y3  -11  V 1 — x ) 

oder 

8)  arcsin  x -J-  arcsin  y — n — arcsin  (xV~  1 — y3  -Y  yV  1 — x‘) , 

x3  -f  y3  }>  1. 


Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  nfäu  zu  der 
Formel 

9)  arcsin  x — arcsin  y = arcsin  (xV~  1 — y3  — y V~  1 — x3) , 

bei  welcher  es  keiner  Unterscheidung  bedarf,  weil  die  Differenz 
zweier  Bögen  des  ersten  Quadranten  immer  zwischen  — \ n und 
■Y  3 * liegt. 


/ 
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Ist  ferner  bei  zwei  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bögen  u 


und  v 


so  hat  man 


tan  u — x,  mithin  u = arctan  x, 
tan  v — y,  „ v = arctan  y, 


tan  (u  -f-  f)  = 


tan  u -(-  tan  v 


x + y 


1 — tan  u tan  v 1 — x y 
Im  Falle  xy  < 1 ist,  liegt  u v im  ersten -Quadranten,  und 
dann  folgt 

x + y 


u -f-  v — arctan 


1 —xy 


oder  vermöge  der  Werthe  von  u und  v 


10) 


arctan  x -(-  arctan  y = arctan 


x -f-  y 


1 — xy' 

xy  < 1. 

Wenn  dagegen  xy^>  1 ist,  so  fällt  u v in  den  zweiten  Qua- 
dranten, und  man  hat  dann 

x -f-  y 


u -j-  v — 7i  — arctan 


xy—  1’ 


d.  L 

x -f-  ;/ 

11)  arctan  x arctan  y — n — arctan  , 

xy—  1 

xy  > 1. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

x — y 


12) 


arctan  x — arctan  y = arctan 


1 + xy' 

für  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


III.  Continuität  und  Discontinuität  der  Functionen. 

Wie  bereits  in  Nr.  I.  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Variabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich;  ob  diese  Eigenschaft  der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Variabelen  zukomrat,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts- 
punkte und  denken  uns  die  Gleichung 

V — /(*) 

als  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  ebenen 
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Curve;  sollte  letztere  aus  mehreren  Zweigen  bestehen,  so  fassen  wir 
jeden  derselben  einzeln  in’s  Auge. 

0 A — a und  OB  = b a zwei  belie- 
bige Abscissen  und  iC  = /(«) » B B 
= f(p)  die  zugehörigen  Ordinaten,  so 
können  bezüglich  des  Curvenstückes  CB 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Curve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbro- 
chenen Zuge  von  C nach  B,  oder  sie  er- 
leidet. auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f(x)  conti- 
nuirlich,  von  x-=a  bis  x=b,  im  zwei- 
ten Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
sachen eintreten.  Es  ist  erstens  möglich,  dass  f(a)  und  f(b)  reell 
sind,  dass  aber  f(x)  für  gewisse,  zwischen  o und  b liegende  Werthe 
von  x imaginär  wird.  Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

y = V (x  — 1)  (*  — ;;), 

welche  sowohl  für  a!  < 1 als  für  x > 3 reelle  )/,  dagegen  für 
1 <C  # <T  3 imaginäre  y liefert;  von  x = ^ bis  x = 4 verläuft 
also  die  Curve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Cur- 
ven  mit  isolirten  Punkten,  z.  B. 

y = (x  — 2)  V (x  — 1)  (x  — 3); 

diese  Curve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  x = l und  x = 3,  be- 
sitzt aber  in  der  Mitte  des  genannten  Intervalles  einen  reellen  Punkt 
mit  den  Coordinaten  x = 2 und  y = 0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  f(x)  von  x ■=  a bis  x = b reell 
bleibt,  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
Stelle  OM  — % die  Ordinate  sprungweis  von  einem  Werthe  MP 

zu  einem  anderen  M Q übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten, während  ausserdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht; 
die  erste  Ordinate  MP  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die  zweite  M Q bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dass  jedes  x g durch  g — y , 
und  jedes  x > g durch  g -f-  d dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 


Fig.  2, 


Sind  nun  in  Fig.  1 
Hg.  1. 


A MB 
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nur  consequent,  die  Coordinateu  von  2'  mit 

0M  = | — 0,  AI P = / (£  - 0), 
und  die  Coordinaten  von  ()  mit 

OM  — ^ -f-  0,  Jf Q — /{|  + 0) 
zu  bezeichnen.  Demnach  kann  man  sagen,  die  Function  f (V)  bleibt 
an  der  Stelle  X = £ continuirlich,  wenn  /(£  — 0)  = /(|  f-  0),  sie 
wird  dagegen  für  x — £ discontinuirlich,  wenn  /(£  — 0)  von/(|  -f-  0) 
verschieden  ist.  Indem  wir  den  Fall  ausschliessen,  wo  f(x)  zwischen 
X = a und  X = b theilweis  itnnginär  wird,  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz : 


Wenn  die  Differenz 

f(x  + d)  — f(x  — y) 

mit  y und  d gleichzeitig  verschwindet,  und  zwar  bei 
allen  von  x — a bis  x — b gehenden  Werthen  des  X, 
so  ist  die  Function  /(.r)  innerhalb  jenes  InferValles 
continuirlich;  gicbt  es  dagegen  zwischen  a und  b einen 
oder  mehrere  Werthe  des  x,  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annullirt,  so  erleidet  f(x)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Continuitiit. 


lieh 


So  ändert'  sich  z.  B.  die  Fuuction  f[x)  = - - 

beim  Ueberschreiten  der  Stelle  x = 1,  denn  es  ist 


discontinuir- 


/(I  _ y)  = _ I,  /(1_0)  = _oo, 

/(I  + 6)=  +1,  /(1  + 0)  = + qo; 

demnach  findet  hier  ein  Sprung  von  — oo  nach  oo  statt. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 


f(x)  = 2 -(-  arctan 


wobei  der  auf  S.  4 angegebene  Sinn  des  Zeichens  arctan  streng 
festzuhalten  ist.  Man  erhält 

/(I  — y)  — 2 -}~  arctan  ^ =2  — arctan  — , 

/(I  — 0)  — 2 — arctan  oo  = 2 — 5 7t ; 

/(I  + ö)  = 2 -j-  arctan  i-, 

/(I  -f  0)  = 2 + arctan  co  = 2 4-  \n\ 
an  der  Stelle  x — 1 geht  also  die  Curve  sprungweis  von  2 — ’ 7Z 
nach  2 \it.  Ganz  ähnlicher  Art  ist  die  allgemeinere  Function 
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bei  welcher  an  der  Stelle  x = a-  eine  discontinuirliche  Aenderung 
von  f(a  : — 0)  = 6 nach  f(a  -f~  0)  = c eintritt. 

Dass  eine  Function  auch  mehrmalige  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuität- erleiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  f (x)  = tanx ; an  den  Stel- 
len x = ijJT,  i§JT,  + §3t  etc.  geht  nämlich  tan  x von  — oo  nach 
4-  oo  über,  wie  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Functionen  meh- 
rer  Variabelen  übertragen.  Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Va- 
riabelen  ist  die  geometrische  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Verticalebeue  eine  continuirlich  verlau- 
fende Durchschnittslinie  bilden  muss. 


IV.  Die  Grenzwerthe  der  Functionen. 


Wenn  in  der  Function  — die  Variabele  x in’s  Unendliche  wächst, 
x 

so  nimmt  der  Functions werth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  willkührlich  gewählte  Bruch 
werden  kann,  wofern  nur  x gross  genug  genommen  wird.  Kürzer 
drückt  man  diess  durch  die  Worte  aus:  „Bei  unendlich  wachsenden 

X convergirt  — gegen  die  Null“  oder  „für  x — co  ist  derGrenz- 
X 

a . ... 

werth  von  — gleich  Null“;  die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 
x 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „Grenzwerth  von“  irgend- 
wie abkürzt,  entweder  deutsch  durch  Gr.  oder  lateinisch  durch  Lim. 
(von  limcs),  und  man  schreibt  daher 

Lim  — = 0 , für  x = oo . 
x 

In  gleicherweise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 


druck — 
x 


-)-  b gegen  die  Grenze  b,  d.  h. 


für  x = ao  ; 


dem  entsprechend  bedeutet  die  Gleichung 

Lim  f (x)  — X , (r  — co), 

dass  der  Unterschied  zwischen  der  Constanten  A und  der  Function 
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f(x)  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
in’s  Unendliche  wächst.  Geometrisch  heisst  diese,  die  Curve,  deren 
Gleichung  y —f(x)  ist,  hat  eine  in  der  Entfernung  X parallel  zur 
sc -Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eine  unendlich 
wachsende  Zahl  mit  £0,  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  da- 
gegen mit  ö oder  O.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwei  the  unter- 
suchen, die  später  sich  als  wichtig  zeigen  werden. 

A.  In  der  identischen  Gleichung 
am  + 1 — bm  4-  l 
a — 6 

= am  -|-  am  ~ 1 b + am  ~ * 6J  + • • • -f  a b'n  1 ] bm 
möge  a b sein;  die  rechte  Seite  erhält  dann  einen  zu  grossen 

Werth,  wenn  man  überall  a statt  b setzt,  mithin  ist 
am  + 1 — bm  + 1 
a — 6 


■<(»»-[-  1)  a" 


oder  durch  Wegschaffung  des  Bruches  und  Vereinigung  aller  der 
Grössen,  welche  am  enthalten, 

1)  [a  — (m  -f-  1)  ( a — 6J]  am  < bm  + 1- 


Die  Substitutionen  a 
die  Bedingung  a > b und  geben 


1 -1 ,6—1  -(-  — 1 — - erfüllen 

m m -(-  1 


2) 


(>  + =)*<(* 


folglich,  wenn  der  Reihe  nach  m = 1,  2,  3 etc.  gesetzt  wird, 

(1  + t)‘<(1  + t),<(1  + t)'<-: 

/ 1 \“ 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Ausdruck  ! 1 -f-  — 1 fortwäh- 
rend wächst,  wenn  co  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft. 
Die  Formel  1)  giebt  ferner  für  a = 1 + ~ , 6 — 1,  «»  = n 


1 (>  + < 1 ”d“  (l  + h) 


und  durch  Erhebung  auf's  Quadrat 

i y- 
+ Tn) 


(■ 


4. 


Digilized  by  Google 


. Einleitung.  11 

Nach  Nr.  2)  ist  nun  um  so  mehr 

0 + 2~«— -t)  <0  + h)  < 4; ' 

/ i\« 

es  mag  also  m gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfalls  beträgt  II  j-  — ) 

/ i'\<° 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  ( 1 -(-  — ) wird  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthums,  nicht  unendlich  gross,  und  muss 
desshalb  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  2 
aber  < 4 ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  e , wo  nun  e eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  existirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  für  unendlich  wachsende  ganze  positive  ca  die  Gleichuug 

■3)  • *“[(l  + £)']=* 

Ist  <0  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine  positive  Zahl,  so  giebt 
es  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  positive  Zahlen  <5  und  v 
= ff  4"  1,  zwischen  denen  ca  liegt;  man  hat  dann 


1 + 7>l  + 7>->  + 7* 


mithin  auch 


Zugleich  lässt  sich  o unter  der  doppelten  Form  tu  — 6 « 

und  ca  — t — ß darstellen,  wo  a und  ß ächte  Brüche  bezeichnen, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen;  die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zur  folgenden 

/ . i \a  + « / i \"  / i \r  - ? 

(’  + ö)  >(>  + 5-)  >('  + t) 

wofür  man  schreiben  kann 

ra  ft 

\<n  x + 


1 — - 


Bei  unendlich  wachsenden  ca  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  ff 
und  r in’s  Unendliche  zu;  die  Ausdrücke  ^1  -f-  und  (>  + t)' 


convergiren  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  e,  und 

— sowie  — haben  die  Null  zui 
ff  r 

zusammen  folgt  die  Gleichung 


sowie  haben  die  Null  zur  gemeinschaftlichen  Grenze.  Hieraus 
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4)  iAm  R1  +-  k)  J =e- 


welche  nunmehr  auch  für  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsende 
tu  besteht. 

Ist  03  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
03  = — (<3  4"  1)  setzen,  wo  g eine  positive  unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 


Der  Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  e,  der  des 
zweiten  die  Einheit,  mithin  ergiebt  sich  wieder 


5) 


Um  [0  + h)  ] ~ «• 


und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  03  gilt. 

Der  numerische  Betrag  von  c kann  nach  Nr.  5)  näherungsweis 
berechnet  werden,  wenn  man  für  03  eine  grosse  Zahl  setzt,  und  die 
angedeutete  Potenzirung  Ausführt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit.  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§.  7 zur  Sprache  kommen  wird,  findet  man  sehr  leicht 
e = 2,718281828459  ... 

Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

dar,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  — — Ö setzt,  wo  nun  d eine 

gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet ; es  ist  dann 

1 . 

6)  Lim  [(1  + ö)d]  — e. 

B.  Indem  man  die  identische  Gleichung 


log  (1  + ö ) 


= log  [(1  + ö)d] 


beachtet,  gelangt  man  mit  Hülfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 

7) 


. log  (1  -)-  ö) 

Lim t = log  e. 


C.  Wenn  & irgend  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl 
bedeutet,  so  hat  a die  Einheit  und  a — 1 die  Null  zur  Grenze;  man 
kann  daher 

a'*  — 1 = 8,  mithin  tf  = alog  (1  4 ö) 
setzen.  Hieraus  folgt 
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a»-  1 
fr 


“log  (1  -f-  8)  “log  (1  + d) 


und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig  unendlich  abneh- 
mende fr  und  8 

T.  a’*-*U  1 

8)  Lim — = — 

fr  a löge 

D.  Die  Formeln  7)  und  8)  können  noch  zur  Bestimmung  des 

(1  _|_  l)H—  1 ? f ' 

Grenzwerthes  von  g benutzt  werden,  worin  8 eine  irgend- 

wie gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bedeutet.  Es  ist  nämlich 
identisch 

(1  — X _ g/*l°9<. 1 + 0—1  J0g  (1  4.  d) 

8 . ^ ft  log  (1  d)  8 ’ 

wobei  zur  Abkürzung  log.,  statt  “log.  geschrieben  wurde;  setzt  man 
weiter  ft  log(l  4 d)  = fr,  so  hat  man  auch 

(1  4"  8)1*-*-  1 «•’—  1 log  (1  + 8) 

8 ~ F fr  8 

und  hierin  bedeutet  fr  eine  Grösse,  welche  gleichzeitig  mit  8 ver- 
schwindet. Durch  Uebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  Formeln  7)  und  8) 

' r.  (14-ö>"— • 1 

9)  Lim  ■— — ft. 

E.  Wir  wollen  endlich  noch  die  Grenze  aufsuchen,  welcher 

sifi  ^ 

sich  das  Yerhältniss  — — — in  dem  Falle  nähert,  wo  fr  gegen  die  Null 

convergirt.  Denken  wir  uns  unter  fr  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 
sin  fr  <;  fr  <C  tan  fr 

und  umgekehrt 

1 _1_  cos  fr 

sin  fr  fr  sin  ü ’ 

mithin  durch  Multiplication  mit  sind'  ' f 

sin  fr 

1 > — > cos  fr. 

Da  bei  verschwindenden  fr  die  einschliessendeu  Grössen  1 und 
COS  fr  den  gemeinschaftlichen  Werth  1 haben,  so  folgt 

. . sin  fr 

10)  Lim  — — = 1. 

u 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  für  die  späteren  Un- 
tersuchungen. 


V.  Die  Aenderungsgeschwindigkeit  einer  Function. 


Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
mannichfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung;  während  z.  13.  die 
Ordinalen  der  Parabel  fortwährend  zuuehmen,  die  Curve  also  steigt, 
hat  die  Sinuslinie  (y  = sin  x)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum,  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet. 
Ja  selbst  bei  Curven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.  So  z B. 
steigen  die  Parabeln  y — x und  y = x1*  gleichzeitig,  man  wild 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dass  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbe- 
stimmten Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthuras  festzu-tellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y — ax  -(-  b 
sein  möge.  Hier  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;  ihr  Maass  kann  man  einfach  dadurch  aus- 
drücken,  dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Abscisse  um  die  Einheit  zunimmt.  (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)  Nehmen  wir  in 
Fig.  3 0 fff  = x,  fff P — y,  fff  fff  — P 71  = 1,  so  ist  Q B die  ent- 
sprechende Ordinatenzunahme , also  die 
Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 
Q 71  — tan  QPB  — a; 
in  der  That  hängt  dieser  Ausdruck  nicht 
von  x ab  und  bleibt  daher  constant  für 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  ferner  eine  Curve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  während  gleichzeitig  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sich  contiuuirlich 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegungs- 
richtung jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve  dar- 
gestellt. Es  sei  nun  P T (Fig.  4)  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 
J?  und  die  vorige  Construction  auf  diese  Tangente  angewandt,  so  ist 
Q 71  diejenige  Zunahme  der  Ordinate  MP,  welche  der  Abscissenzu- 


Fig.  8 
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nähme  MN  — 1 entsprechen  würde,  wenn  die  Curve  von  P aus 
in  ihre  Tangente  verliefe,  also  in  die  gleichmiissig  steigende  Gerade 

P T üherginge.  Nennen  wir 
wiederum  QR  die  Steigung 
der  Curve  im  Punkte  P,  so 
kommt  es  darauf  an,  den 
Winkel  zu  finden,  welchen 
die  Tangente  P T mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die  trigonometrische  Tan- 
gente dieses  Winkels,  mul- 
tiplicirt  mit  der  Längenein- 
heit, wäre  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Steigung  oder  überhaupt  der  Aenderung. 

Zur  Kenntniss  des  genannten  Winkels  führt  dio  Bemerkung, 
dass  eine  Gerade,  die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine 
Secante,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfallen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Curvenpunkt  P mit  einem  zweiten,  willkührlich  auf  der  Curve 
gewählten  Punkte  P,  und  bestimmen  zunächst  den  Winkel  P,  P Z7=  <J, 
welchen  die  Secante  PP,  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
führung der  Bezeichnungen  OM  = x,  MP  — y — f(x)  und  MM, 
= 5 erhalten  wir 


Fig.  4. 


1) 


, _ IW  M,  P,  — MP  /(*+«)-/(*) 

tan  ö = pF  = MM,—  = 6 


Lassen  wir  jetzt  5 in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 
um  den  festbleibenden  Punkt  P,  und  wird  für  5 = 0 zur  Tangente; 
gleichzeitig  verwandelt  sich  ß in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 
Abscissenachso , welcher  x heissen  möge.  Wollte  man  in  Nr.  1,  ge- 
radezu 5 = 0 setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

und  nichtssagende  Resultat  erhalten;  man  thut  daher  besser  nur 


anzudeuten,  dass  schliesslich  5 = 0 werden  soll,  also  zu  schreiben 
2)  tan  r = [/(*  + ~ /(«)  1 

L d V = o) 


In  jedem  speciellen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausführung 
der  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden.  Für  / (x)  = x-  hat  man  zunächst 


ta  n ß = 


(x  -f-  5)-  — a;2 


= 2 x -f-  5, 
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tan  r = 2 x. 


tan  0 — 


Ferner  ist,  wenn  /(x)  — \/a'2  — x'!  genommen  wird, 

Va3— (x-fd)3- 

Ö 


■Y  a:  — x3 


l-'3 


Y — (x  f d)3  V a3 — x9 


mithin  für  d = 0 


tan  r — — 


Y a*  — x3 

Die  Formel  2)  setzt  stillschweigend  voraus,  dass  Ä den  Werth 
Null  erreichen  könne;  diess  ist  zwar  bei  einer  ganz  willkührlichen 
Grösse  möglich,  würde  jedoch  in  dem  Falle  unthunlich  werden,  wo 
<5  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande- 
ren Grösse  ausmacht.  Dann  bildet  aber  die  Null  wenigstens  die 
Grenze,  welcher  d'  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  r die  Grenze  von  <J,  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung 2)  schreiben 

/(x  + <V)  — /(x) 
o 

Hierunter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  man 
sich  in  den  Fällen,  wo  d = 0 werden  kann,  vorstellt,  dass  S seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe. 


Digitized  by  Google 


DIFFERENTIALRECHNUNG. 


Schlömilch,  Analynls. 


2 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Cap.  I. 

Einfache  Differentiation. 

§•  1 

Differenzen  und  Differentiale. 


Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 
f(x  + *)  - fix) 

Ö 

dessen  Grenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aenderungen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome- 
trische Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung  y = f ix)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curvo  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenzwerthcs  macht  nun  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
desselben  nöthig,  und  man  ist  daher  übercingekommen,  ihn  mit  f'(x) 
zu  bezeichnen,  bo  dass  also  die  Gleichung 

1)  fix)  = Lim  /(”  + *)  ~m 

die  Definition  von  /'  (x)  enthält.  So  ist  z.  B.  nach  Abschn.  V der 
Einleitung 

wenn  f(x)  — ax  -f-  6,  f'ix)  — «, 

» fix)  = x\  f (x)  — 2 x, 


„ fix)  — Va^  — xf  fix)——  =^=; 

V as  — x 3 

überhaupt  nennt  man  fix)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensätze  zu  der  ursprünglichen  Function  fix). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  <$,  welche  einen  Zuwachs  des  x bedeutet,  auch  als  Unter- 

3* 


Digitized  by  Google 


20  Cap.  I.  §.  1.  Differenzen  und  Differentiale. 


Bcliied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x betrachtet  werden  kann, 
nämlich  als  die  Differenz  zwischen  dem  neuen  \Verthe  x A-  und 
dem  früheren  Werthe  x.  Bezeichnet  man  überhaupt  die  Differenz 
zweier  gleichartigen  Grössen  durch  A , so  ist  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  Werthe  des  x mit  Ax  zu  bezeichnen,  wobei  A den 
numerischen  Betrag  der  Differenz  darstellt  und  die  angehangene 
Marke  x anzeigt,  dass  es  verschiedene  x sind,  welche  um  A differi- 
ren.  Consequenter  Weise  bezeichnet  hiernach^/;,  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  y,  von  denen  das  eine  dem  x,  das  andere  dem  X -{-  Ax 
entspricht;  vermöge  der  Gleichung  y=f(x)  ist  dieses  Ay—f(x-\-A^) 
— f(x)  mithin 

4,  /(*  + ^)  -/(*) 

ax  ax 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  pflegt  man  A x und  A y 
statt  A x und  Ay  zu  schreiben , wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat, 
A x und  A y für  Producte  anzusehen.  Die  Grössen  A x und  A y 
heissen  dio  Differenzen  von  x und  y ; der  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung 


4 y f(x  + Ax)  — /(r) 

A x A x 

vorkommende  Quotient  wird  folglich  der  Differenzenquotient 
genannt. 

Wenn  nun  d = A x gegen  dio  Null  convergirt,  so  nähert  sich 
auch  A y der  G:cuzo  Null,  und  daher  wird 
A y , . 

LvnÄ^=f(-x)i 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim.  zu  ersparen, 
Ay  . A y 

schreibt  man  -r—  statt  Lim  - ■ — , also 
dx  A x 


2) 


Hier  bedeuten  dx  und  dy  Differenzen,  an  welchen  dio  Bedingung 
unendlicher  Abnahme  haftet;  derartige  Differenzen  heissen  Diffe- 
rentiale. Jedes  Differential  ist  demnach  nichts  weiter,  als  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Differenz. 

Die  Gleichung  2)  sagt,  dass  der  Differentialquotient  und 
die  derivirte  Function  einander  gleich  sind,  dass  also  die  Verschie- 
denheit allein  in  der  Schreibweise  liegt.  Durch  die  Benutzung  des 
d y 

Zeichens  werden  die  auszuführenden  Rechnungsoporationen  nur 
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angedeutet,  während  /'  (x)  das  fertige  Resultat  angiobt,  z.  B. 
d(x*) 
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dx 


= 2 x-, 


der  Sinn  der  Gleichung  2)  ist  demnach  ein  ganz  ähnlicher,  wie  z.  E. 
bei  3 2 ^ 9,  V 25  = 5 und  dergl. 

Dem  Vorigen  zufolge  sind  der  Differenzenquotient  und  sein 
Grenzwerth,  der  Differentialquotient,  so  lange  von  einander  verschie- 
den als  A x und  Ay  endliche  Werthe  haben,  jedoch  beträgt  dieser 
Unterschied  um  so  weniger,  je  kleiner  A x und  A y genommen  wer- 
den. Setzt  man  daher 

A y dy 

Ax  dx. 


3) 


so  ist  q eine  Grösse,  deren  Grenze  die  Null  wird,  sobald  Ax  und  Ay 
gegen  die  Null  convergiren.  Aus  Nr.  3)  folgt  weiter 


oder  wegen  Nr.  2) 

Ay  =f(x)  Ax  -f  qAx-, 

lasson  wir  Ax  und  Ay  wieder  gegen  die  Null  convergiren,  d.  h.  zu 
Differentialen  werden,  so  verschwindet  Q und  es  bleibt 

4)  dy  =/'(x)  dx 

d.  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  ist,  um  so  genauer  wird 
die  Acnderung  dy  gleich  dem  Producte  f (x)  d x.  Die  geo- 
metrische Interpretation  dieses  Satzes  lautet  (Fig.  4):  Je  näher  der 
Punkt  1\  dem  Punkte  1‘  liegt,  um  so  eher  darf  man  ihn  als  einen 
Punkt  der  Tangente  1‘  T ansehen.  Aus  der  Differentialgleichung  4), 
verglichen  mit  Nr.  2),  geht  noch  hervor,  dass  man  mit  den  verän- 
derlichen, gegen  die  Null  convergirenden  Grössen  dx  und  dy  ebenso 
multiplicirt  und  dividirt,  als  wären  sie  bestimmte  Zahlen;  hierin  be- 
steht ein  nicht  geringer  Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

Nach  diesen  Erörterungen  kommt  es  nun  darauf  an,  die  ver- 
schiedenen einfachen  und  zusammengesetzteren  Functionen  wirklich 
zu  differenziren,  d.  h.  ihre  Differentialquotieuten  aufzusuchen.  Bevor 
wir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geometri- 
sche Bedeutung  der  derivirten  Function  werfen ; namentlich  mögen 
die  Fälle  untersucht  werden,  wo  die  ursprüngliche  Function  eine 
ebene  Fläche  oder  ein  Volumen  bedeutet. 

In  Fig.  5 (a.  f.  S.)  sei  OM  — x,  MF  =f(x),  und  die  über 
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der  Abscis.se  stehende  Fläche  B 0 M P — F (,r) ; ändert  sich  die  Ab- 
scisse  um  M M\  = A x,  so  ist 

F(x  -(-  A x)  — F(x)  — Fläche  M Mt  P\  P. 

Diese  Fläche  kommt  einem  Rechtecke  gleich,  welches  A x zur 


Fig.  5. 


Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
Mi  Pt  liegende,  wenn  auch  sonst  glicht 
näher  bekannte  Ordinate  N Q zur  Höhe 
hat;  demnach  ist MM\  Pt  P = NQ.  Ax 
und 

F(x  - \-  Ax)  — F(x) 


Ax 


NQ. 


X 


Bei  verschwindenden  A x fallen  die 
drei  Ordinoten  M\  I\ , N Q und  MP 
in  die  einzige  MP  — fix)  zusam- 


men und  es  bleibt 


F'(x)  = /(*). 

Die  derivirte  Function  bedeutet  also  im  vorliegenden  Falle  die 


Fig.  6. 


letzte  Ordinate. 

ln  Fig.  6 sei  wieder 
OM  ~ x,  die  Quer- 
schnittsfläche M P Q 
— <p  (x)  und  das  Vo- 
lumen, welches  zwi- 
schen den  Querschnit- 
ten 0 B C und  M P Q 
enthalten  ist,  — 4'  (x) ; 
der  Aenderung  MMt 
= z/x  entspricht  dann 
die  Volumenzunahme 
4>(x  -(-  Ax)  — 4'  (x)  = Vol.  MP  Q Qi  Pt  Mt . 

Das  letztere  Volumen  lässt  sich  einem  Cylinder  vergleichen, 
welcher  A x zur  Höhe  (oder  Dicke)  und  einen  zwischen  .1/  P Q und 
M\  Pi  Q|  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  S die 
Fläche  dieses  mittleren  Querschnittes,  so  ist  das  Volumen  MP  QQiPtMi 
= S . A x,  mithin, 

ip  (x  -f-  A x)  — 4>  (x) 

Ax 

Bei  verschwindenden  A x fallen  die  Querschnitte  M\  Pi  Q, 
=r  cp  (x  -(-  A x) , S und  M P Q = (p  (x)  zusammen,  mithin  bleibt 
4>'(x)  — (p  (x). 


S. 
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Betrachtet  man  die  unabhängige  Yariubele  X immer  als  Ab- 
scisse,  so  hat  man  jetzt  folgende  Sätze: 

Der  Differentialquotient  eines  Volumens  ist  des- 
sen letzter  Querschnitt;  der  Differentialquotient  einer 
ebenen.  Curvenfläche  ist  deren  letzte  Ordinate;  der 
Differentialquotient  einer  Curvenordinate  ist  die 
trigonometrische  Tangente  des  letzten  Berührungs- 
winkels. 


§•  2. 

Differentiation  der  einfachen  algebraischen  Functionen. 


I.  Differentiation  einer  Constanten.  Wenn  f(x ) für 

jedes  x denselben  Werth  a behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
f(x  -f  /Ix)  = a,  mithin  f(x  /I  x)  — f(x)  = 0.  Hier  findet 

bei  abnehmenden  z/  x weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist 

1)  - — = 0 und  da  = 0. 

dx 

II.  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ton  von  x“  erhält  man  augenblicklich 


/Jjx^ 

/J  x 


(x  + /i  x)-u  — x>u  _ V ' X ) 
z/  X 


/Ix 

X 


-xP- 


z Ix 


oder,  wenn  zur  Abkürzung  — — = 8 gesetzt  wird, 

X 

_ (i  + d)‘“ — i i . 
z/a:  ä 

Wenn  nun  /Ix  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  8 die 
Null  zur  Grenze,  und  der  rechter  Hand  stehende  Bruch  nähert  sich 
der  Grenze  /i  (s.  Einl.  IV,  Nr.  9);  daher  ist 

d(Xlx ) 


2) 


dx 


= (ixt*  1 


uud  d(xf)  = \ix 


u — 1 


dx. 


III.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  DifFe- 
renzenquotienten  von  fl1  erhält  man 


4M 

J X 


1*+-**  — a* 

z Ix 


— 1 


/I  X 
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und  daraus  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  IV  der  Einleitung 

3)  fiü2=«*JL. 

dx  " luge 

Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  unter  etwas  anderer  Ge- 
stalt dar.  Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e als  Basis  eines  Systems 
von  Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  l,  so 
dass  immer  e1  ~ = s ist;  man  hat  dann  auch 


und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a nimmt 
la  . " löge  — "loga  = 1, 

woraus  folgt 

,11 

4)  "log  c = 


1 a ’ "log  e 


= la. 


Hiernach  lautet  die  Gleichung  3) 


5) 


6) 


d{ax) 

dx 


= axla  und  d ( ax ) — axla  dx. 


Für  a — c wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

f~— ^ = cx  und  d(ex)  = ex dx\ 
dx 


man  nennt  desswegen  cx  die  natürliche  Exponent ialgn'isse. 

IV.  Differentiation  des  Logarithmus.  Der  Differential- 
quotient von  log  x ist 

A log  x log  (x  -)-  A r)  — log  :c  ^ ^ x ) 1 

Ax  Ax  Ax  X 


oder,  wenn  zur  Abkürzung  — — mit  Ö bezeichnet  wird 

x 

A log  x l»g(\  -f  ü)  1 
A x d x 

Wenn  nun  Ax  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
<5  der  Fall,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  log  e (Einl.  IV,  Formel  7) ; diess  giebt 

. dlogx löge 

dx  x 

Bezeichnen  wir  mit  a die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen  Systems,  so  können  wir  nach  Nr.  4)  log  c durch 

8>  h = J/“ 
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ersetzen;  die  Grösse  JUa  heisst  dann  der  Modulus  des  logarithmi- 
schen  Systems  der  Basis  « ; statt  Nr.  7)  haben  wir  jetzt 


9) 


10) 


d (ßlogx) 
dx 


und  d(aJogx)  = dx. 
x x 


Am  einfachsten  werden  diese  Formeln  für  a 

dlx  1 1 

-z — ■ = — und  dlx  = — dx‘, 

dx  x x 


e nämlich 


die  Logarithmen  , deren  Basis  e ist,  nennt  man  desswegen  natür- 
liche Logarithmen. 


§.  3. 

Differentiation  der  goniometrisehen  Functionen. 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrisehen  Formel  ' ' 
sin  a — sin  ß — 2 cos  |(a  + ß)  sin  1 (a  — ß) 
erhält  man  für  den  Differenzenquotienten  von  sin  u folgenden  Aus- 
druck 

d sin  u sin  (u  -)-  z/  u)  — sin  u 2 cos  (u  \d  u)  sin  j d u 

du  du  z/m 

oder,  wenn  ] z/  u kurz  mit  ff  bezeichnet  wird, 

z/ sin  u , , sin  ff 

-^r  = r0S(«  + ff)—  • 

Die  Grössen  z/  u und  ff  convcrgiren  gleichzeitig  gegen  die  Null, 


smff 

ff 

1) 


hat  die  Einheit  zur  Grenze  (Einl.  IV,  Nr.  10),  mithin  ist 


dsinu 

du 


= cos u und  dsinu  = cosu  du. 


Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus.  Unter 
Benutzung  der  Formel 

cosu  — cos ß = — 2 sin  * (a  -j~  ß)  sin  J (a  — ß) 
erhält  man  nämlich  für  ’ z/  u = ff 

z/ cos u cos  (m  -|-  z/ u)  — cos u 2 sin  u)  sin  * d u 

du  du  d V 

sin  ff 

= — sin  (u  -1-  ff)  — 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 
dcosu 

2)  — ; = — sin  u 

J du 


oder  dcosu  = — sin u du. 
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Für  die  Secante  hat  man  zunächst 

d sec  u sec  (w  + A u)  — sec  u cos  u — ros  Q<  4-  A u ) 

du  di  t cos  (n  du)  cos  u.  Au 

2 sin  (u±]A  u)  sin  \Au sin  (u  -f-  fr)  _ sin  ft 

cos  («  -|—  An)  cosu . A u cos  (tt  + 2 #)  cos  u A 

mithin 


3) 


dsccu  sinn  , 

= oder  dsccu 

du  cos- u 


scc1  u sinu  du. 


Als  Differenzenquotient  der  Cosecanto  ergieht  sich 

A esc  u esc  (u  4-  Au)  — esc  u _ sinn  — sin  (u  4-  Au) 

du  An  sin  (u 4-  Au) sin  u.Au 

2 cos  (m  -f-  ’ An)  sin  ] Au cos  (u  -j-  ft)  _ sin  ft 

sin  («  4 -Au)  sinu . A u sin  (u  4"  2 ft)  sin  u A 


und  daraus  folgt 

d esc  u 


4) 


du 


cos  u 
sin'1  u 


oder  dcscu  = — esc1  u cosu  du. 


Uni  den  Differenzenquotienten  von  tan  u in  eine  passende  Form 

zu  bringen,  machen  wir  Gebrauch  von  der  Relation 

, a sin  (« — ß) 
tan  a tan  ß = C08„  C08J 


und  erhalten 

d tan  u tan  (u  A u)  — tan  u 


A u 


A u 


1 sin  A u 

cos  (u  4"  A u)  cos  u A u 
sin  A u 


sin  n _ 

Wenn  Au  gegen  die  Null  convergirt;  wird  Lim  ~/J~  — 1 
folglich 

5) 


dian±  _ _L_  oder  d tan u = sec 1u  du. 
d u cos 2 u 


Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 


sin  (a  — ft) 

cota  — cot  p = -T- 


erhält  man  auf  ähnliche  Weise 
d cot u cot (w  4"  Au)--cotju 
Au 


sin  a sin  ß 

1 


sin  A u 


Au 


und  durch  Uebergang  zur  Grenze 
dcotu  1 


6) 


du 


sin‘u 


sin  (u  4-  Au)  sin  u Au 
oder  dcotu  — — esc 1 u du. 


Digitized  by  Google 


Cap.  I.  §.4.  Differentiation  der  cyclometrisclien  Functionen.  27 


§•  4. 


Differentiation  der  cyclometrischen  Functionen. 


Zufolge  der  Definition  von  arcsin  x zieht  die  Gleichung 
u = arcsin  x 

die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich: 

St»«  = x\ 

aus  der  geänderten  Gleichung 

u A u = arcsin  (x  -f-  A x) 
erhält  man  analog 

sin(u  -(-  /du)  — x + A x\ 

und  nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  den  Differenzenquotienten 
von  arcsin  x in  folgender  Form  darstellen 

4 arcsin  x arcsin  (x  Ax)  — arcsin  x 

A x ' A x 

Au 1 

sin  (u  4-  A u)  — sin  u sin  (w  -f-  A u)  — sin  n 

Au 

Der  Nenner  des  letzten  Bruches  ist  der  Differenzenquotient  von 
sinu  und  geht  in  den  Differentialquotienten  cosu  über,  wenn  A x 
und  Au  gegen  die  Null  convergiren;  man  hat  daher 

d arcsin  x 1 1 

dx  ~~  cosu  — VT^sinüi 
oder,  weil  sinu  = x ist. 


1) 


d arcsin  x 1 


d arcsin  x = 


dx. 


Da  unter  arcsin  x ein  Bogen  zwischen  — 1 it  und  ver- 

standen wird  und  jeder  Bogen  dieser  Art  einen  positiven  Cosinus 
hat,  so  ist  das  vorkommende  Wurzelzeichen  immer  positiv  zu  nehmen. 

Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differentiation  von  arccos  x 
anwendbar,  man  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 
Relation 

arccos  x — \n  — arcsin  x 
Gebrauch  macht;  es  ergiebt  sich 

A arccos  x arccos  (x  -(-  Ax)  — arccos  x 

Ax  Ax 

arcsin  (x  -j-  Ax)  — arcsin  x A arcsin  x 

Ax  Ax 
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mithin  auch  heim  Uebcrgange  zur  Grenze 

d arccos  x d arcsin  x 


dx 


d.  i. 

2) 


d arccos  x 
dx 


1 


VT—*2’ 


dx 

d arccos  x = — 


vr 


r fl  X. 


Um  ferner  die  Function  u = arctan  x zu  differenziren , gehen 
wir  von  folgenden  vier  Gleichungen  aus 

u = arctan  x , tan  u = x 

u -j-  Au  = arctan  (x  -f-  Ax)  , tan  (tt  + An)  — x + Ax, 
und  stellen  mit  Hülfe  derselben  den  Differenzenquotienten  von  arctan  x 
in  nachstehende  Form 

A arctan  x arctan  (x  4-  Ax)  - arctan  x 

zfx  Ax 


A u 


1 


tan  («  -}-  A u)  — tan  u tan  ( a 4-  At  a)  — tan  a 

Au 

Der  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenquotient  von  tan  u und 
geht  in  den  Differontialquotienten  sec2«  über,  wenn  Ax  und  Au 
gegen  die  Null  convergireu;  diess  giebt 

d arctan  x 1 1 


dx 

oder,  weil  tcinu  = x ist, 
d arctan  x 1 

3) 


sec2«  1 4-  tan1  u 


d arctan  x 


1 


-dx. 


dx  1 4-z2’  1 4-x2 

Die  Differentiation  von  arccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 
arccot  x = 1 7t  — arctan  x 

auf  die  Differentiation  von  arctan  x zurückführen;  man  findet 
d arccotx  1 1 


4) 


d arccot  x = 


■ dx. 


dx  14-Z2'  14-z* 

Setzt  man  u = urcsec  x mithin  sccu  = x,  so  gelaugt  mau  leicht 
zu  der  Gleichung 

A arcscc  x arcsec  (x  A x)  — urcsec  x 


A x 


Ax 

Au 


1 


sec  ( u-\-A  u ) — sec  u 
woraus  durch  Uebergang  zur  Grenze  folgt 


A steil 
Au 
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dareseex 11  1 

8inw  secu  V sec'1  u — 1 


dx 


d secu 

du  cos'1» 

d.  i.  wegen  secu  = x 

d arcsec  x 1 


5) 


dx 


x 


d arcsec  x 


tYx1—  1 


dx. 


Mit  Hülfe  der  Relation 


gelangt  mau  endlich  noch  zu  der  Formel 

d arccsc  x 1 


6) 


d x 


sV  x*  — 1 ’ 


d arccsc  x = 


X V X2  — 1 


■ dx. 


Nachdem  hiermit  die  Differentiation  der  einfachen  Functionen 
erledigt  ist,  haben  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  zusammen- 
gesetzter Functionen  zu  beschäftigen. 


§.  5. 


Differentiation  der  Aggregate,  Producte  und  Quotienten. 


I.  Sind  A und  B Constanten,  u und  v Functionen  der  unab- 
hängigen Vnriabelen  x,  so  bildet  das  Aggregat  Au  -f-  Bo  eine  zu- 
sammengesetzte Function  von  x,  welche  u.  A.  die  Summe  u -}-  v, 
die  Differenz  u — v und  das  Product  Au  als  speciolle  Fälle  in  sich 
enthält.  Die  Aenderung  des  X hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  u 
und  v zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  Differenzenquotient 


xd  (Au  -\-  B v) A (u  -f-  Au)  B (v  -\-  Av)  — (Au  -|-  Br) 


Ax 


Ax 


— A 


Au 

Ax 


Je  kleiner  Ax  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 

//  ^ // 

renzenquotienten  —t—  und  — — von  den  entsprechenden  Differential- 

A»  X X 

quotienten,  und  man  kann  daher 

Au  du  Av  dv 

Ax  dx  ’ Ax  dx 

setzen,  wo  p,  und  p2  nicht  näher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
Ax  gegen  die  Null  convergiren.  Die  vorige  Gloichung  wird  jetzt 
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d (Au-\-Bv)  du  dv  , . . n 

A,  - AJi  + B T*  + '*'■  + Be‘ 

und  hieraus  folgt,  indem  man  zur  Grenze  für  verschwindende  z/  x, 
pi  und  Qn  übergeht 


1) 


d (Au  Bv) A du 

dx 


, „ „ , _ d v 

— A — — -("  B j — 
dx  dx 


oder  auch 

2)  d (Au  -j-  Bf)  — Adu  + Bdv. 

Für  B — 1,  B = — 1 und  B — 0 liefert  die  Formel  drei 

specielle  Gleichungen,  die  man  leicht  in  Worte  fassen  und  als  Regeln 
aussprechen  kann. 

Mittelst  derselben  Schlussweise,  die  zur  Formel  1)  führte,  ge- 
langt man  auch  zu  dem  allgemeineren  Resultate 

d(Au  ±_Bv  + C«  + -)  ^.^^  dv  dw 

dx  dx  dx  dx 

worin  das  Aggregat  Au  -J-  Bv  -f-  etc.  aus  einer  beliebigen  end- 
lichen Menge  von  Summanden  zusammengesetzt  sein  darf;  für  eine 
unendliche  Menge  derselben  gilt  aber  dio  Formel  nicht  ohne  Weite- 
res, weil  es  in  diesem  Falle  fraglich  bleibt,  ob  A (q  -f-  B -f-  C Q3 
-4  • • • in  inf.  die  Null  zur  Grenze  habe,  wenn  plt  p2,  . . . gegen 

dio  Null  convergiren. 

Mittelst  der  Formel  3)  kann  die  Differentiation  jeder  zusammen- 
gesetzten Function  ausgeführt  werden,  die  sich  in  ein  Aggregat  ein- 
facher Functionen  auflösen  lässt.  So  hat  man  z.  B. 

d [(«  -)-  hx)3] d [o3  4-  3 a5 bx  -}-  3 abs£5  + b3xa] 

dx  dx 

+ 3a,b  + 8ai,  m + 

dx  ■ dx  dx  dx 

= 3a»b  -f-  3 ab2  • 2 x 4 b3  . 3x! 

= 3b  (a3  -f-  2 abx  -f  b3z3)  = 3b  (o  + bx)J. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 


dx 


d (1  4-  * 4 xi  4"  #3  4"  • • ■ 4"  ~ *) 

d(xn  ~ ') 


d(l)  ( d(x)  t 


dx 

d(x*) 


dx 


+ •••  + 


dx 

4-  («  — 1)  xn  — 2. 


dx  dx 

= 1 4*  2 x 4" 

II.  Sind  wieder  u und  v Functionen  der  Varinbelen  x,  so  hat 
man  als  Differenzenquotienten  des  Productes  uv 
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4 (uv) (u  -\-  4 «) (v  + d v)  — uv 

z Ix  d x 

• dv  , z ln  , du  4 v 

= U -j h « -3 h -3—  • -TT" 

Z/X  dx  dx 

/f  II  //  1^ 

Die  Grenzwerthe  von  — — , — — und  dx  sind  der  Reihe  nach 
z/x  z/x 

1 -7—  und  Null;  mithin  wird 
dx  dx 


4) 


d(uv)  d v , d w 

= u- p l>  — 

dx  dx  dx 


und 

5)  d(wi>)  = u dv  -f  vdu. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall  u = x“,  v = x^;  man  erhält 
dJX“xß)  = r«flxß-l  +xß  axa- 1_(#  + 0)  *«  + />-! 

wie  sich  auch  direct  ergiebt,  wenn  x“x^  in  zusammengezogen 

wird. 

III.  Behufs  der  Differentiation  des  Quotienten  — bilden  wir 

u 

zunächst  den  Differenzenquotienten 


(-)  - 
\ u / u 


-|-  z/c  v dv  du 

-)-  du  u dx  dx 


dx  dx  ( U 4-  du)  u 

und  erhalten  durch  Uebergang  zur  Grenze 


6) 


,/t>\  dv  du 

dl  — ) u- v — 

\u/  dx  dx 


dx 


«* 

dv  — vdu 


«* 


oder 

7)  d 

Hiornach  ist  z.  B. 

(1  — X»\ 

\ 1 — X / (1  — x)  ( — «X"-1)  — (1  — X")  ( — 1) 

dx  (1  — ’x)* 

_ 1 — MX"  — 1 — 1)  X" 

- (1  - *)’ 

Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Differentialquotienten  mit  einander, 
so  hat  man  die  neue  Summenformel 
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1 4-  2x  -f  3xs  -F  4a:3  -f  • • • -f  (n  — l)x”  ~ 2 
1 — nxH~  1 4-  (n  — 1)jt" 

__  T T - .,  p " 

Ueberhaupt  lässt  sich  aus  jeder  analytischen  Gleichung,  die  eine 
willkührliche  Variabele  enthält,  immer  eine  neue  derartige  Gleichung 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Variabele  ableiten. 


< §•  6. 

Differentiation  der  Functionon  von  Functionen. 


Wenn  z eine  Function  von  y,  und  y wieder  eine  Function  von 
x ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

1)  *=/[>].  y = <p  (•*■). 

welcho  sich  auch  in  die  eine 

2)  Z — f[<p(x)] 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B.  z = log  sin  x in  z — log  y und  y — sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x entsprechen  nun  Aenderungen  von  y und  z , mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

±*_  f[y  + dy]  -/[;/], 

dx  ~ dx 


dafür  kann  man  schreiben 

de  _ f[y  -f  dy\  —/[>/]  _ dy 
dx  d y d x' 


und  hier  ist  der  Differenzenquotient  von  /[?/]  ebenso  gebildet,  als 
wenn  »/  eine  unabhängige  Variabele,  mithin  dy  eine  willkührliche 
Zunahme  des  y wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

dz  dz  d y 

dx  d y dx 

zur  Grenze  über,  so  gelangen  wir  zu  der  Formel 

2^  Az  de  dy 

dx  dy  dx' 

oder 


3) 


dz 


dz 

dy 


dy  , 
—■  • dx. 
dx 
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ff  % 

Demnach  erhält  man  den  Differentialquotienten  — — , wenn  man 

1 de  . 

erst  den  Differentialquotienten  — - so  bildet,  als  wäre  y eine  unab- 

„•  dy 

hängige  Variabele,  und  ihn  nachher  mit  multiplicirt;  die  Werthe 

(v  X 

von  -7—  und  -p-  leitet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1)  ab. 

dy  dx 

In  der  Anwendung  auf  das  Beispiel 

e — (a  4-  bxn)P 

gestaltet  sich  die  Sache  folgendermaassen.  Statt  der  vorstehenden 
Gleichung  schreibt  m vn  die  beiden  Gleichungen 
z = yP,  y — a - 1-  bx” 

und  erhält  daraus 

de  , d y 

- — — p i/P—  * — : - = bnxn~ 1 

dy  dx 

mithin  durch  Multiplication  dieser  Differentialquotienten 

de  . , 

— — bnpyP  ~ 1xn  ~ 1 

oder  endlich,  wenn  man  für  y und  e ihre  Werthe  setzt, 
d [(«  bxn)’’] 


dx 


bnp  (a  bxn)P  ~ lxn  — 1 


Bei  melirfaclier  Uebung  in  diesem  Verfahren  wird  man  finden, 
dass  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Variabclen  y und  e in  Rechnung 
zu  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden;  viel- 
mehr kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeiführen.  Auch  ist  es  be- 
quemer, nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialquotienten 
auszugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
Function  zu  suchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
gen: analog  d ( yP ) = pyP  ~ 1 dy  ist 

d[(a  4-  bxn)P]  — p (a  4-  bxH)P  ~ 1 d(a  4-  bx") 

— P (a  4"  b x.n)P  — 1 bd  (xn) 

= p (a  4-  bxn)P  ~~  1 bn  xn  ~~  1 dx, 
was  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Differentiation  von  xx.  In  der 
Form  einer  Exponentialgrösse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 
xx  = ( elx)x  = e* 

Sch  10 milch  , Analyxis.  8 
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nach  der  Regel  d (e>)  — e*  d y erhält  man  daraus 
d(xx)  = ex  ,x  d{xtx) 

= e T ,T  (x  d 1 x -(-  ? x dx ) 


= e*  ,x  ^x  — dx  4-  1 x dx'j 


= x*(l  4-  ?*)  dx. 

Auf  demselben  Wege  gelangt  man  zu  der  folgenden  kleinen 
Formelsammlung,  welche  später  von  Nutzen  sein  wird: 

d x 


d|J-?(a  4-  &*)] 

^ [ 6 (a  4" 

r 1 ßx~[ 

d — 3 arctan  — 1 

- 

i[äL,(o  + (,*.)] 
d 2 V a 4-  b x j _ 

J 4-  o'2  4-  ß'2  *’)J  = 

,ri  . ßxi 

d [T  arcsin  — J 

d “ 4-  bx'2j  __ 

^ fa  V a 4"  bx 


J 


b V a 4-  6 x2 

d [x  Ix  — x] 
d [ — l cosw] 
l sin  w] 

1 . (ß  tan  uX\ 

Lap  \ a /J 


ß 

\—l(~ 

[2  riß  \a 


«4  ß tan  u 
ß tarnt. 


a 4-  bx’ 
dx 

(a  4 bxy  ’ 

dx 

a2  4-  ß2x'2' 
dx 

«2  — /32x2’ 
xdx 

a 4-  hx2’ 
dx 

Ya  4-  bx' 
d x 


V«2  + /****• 

dx 

V cc*  — ß-x~!' 

xdx 


dx 

~~  V {fl  4 b X2)3’ 

xdx 

~ V(«4-  bx2)3' 
— Ix  dx, 

= tan  u d u, 

= cotu  du, 

d u 


:)]  = 


a2  cos2  u 4-  ßl sin2  u ' 
d u 

a'2cos2u — ß2sin'2u 
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7. 


Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 


I.  Wenn  m eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  liefert  die 
wirkliche  Ausführung  der  durch  (1  -j-  x)m  angezeigten  m Multiplica- 
tionen ein  Resultat  von  der  Form 

1)  (1  + *)»  = 1 + CiX  + CtX*  + C3x*  + • • • + Cn  X” , 

worin  C( , C*  , C3  , . . . Cm  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zah- 
lencoefficienten  bedeuten.  Um  sie  zu  bestimmen,  differenziren  wir  bei- 
derseits, und  erhalten 


m(l  -(-  x)” 


= IC,  +' 2 C2x  -f-  3 C3  äs2  H + m Cm  x* 


fliese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1 -f-  x,  die  Gleichung  1) 
dagegen  mit  m,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten  Seiten  gleich 
sein,  d.  h. 

1 C\  4-  (2  C%  4~  1 Cy)x  4-  (3  C3  4-  2 C<i)x^  -j-  (4  C4  4“  3 C3)r3  4-  • ■ • 
= m 4-  mCiX  4-  m C3 «-  + m C:i  x}  4-  ■ • • 

Die  vorstehende  Gleichung  kann  aber  für  jedes  beliebige  x nur 
dann  bestehen,  wenn  die  CoeTficienten  gleicher  Potenzen  von  x gleich 
sind;  es  ist  daher  der  Reihe  nach 


C, 


m 

T 


0.  = C, 


C3  = G, 


m — 1 

2 

m — 2 


m 

~T 

m 

T 


m — 1 
2 ' 
m — 1 


m — 2 


3 

U.  8.  W. 

Durch  Substitution  dieser  Coefficientenwerthe  erhält  man  aus 
Nro.  1)  die  Gleichung 

2)(l+»)-  = l+4«  + 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Exponenten  führt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet: 


(w)o  = 

(»0* 


m 


nt  (m  — 1) 


= 1.  (»*)i  = ~r<  H = 

1 X . 

_ j n(m  — 1)(»'  — 2)  . . . (>»  — [k  — 1]) 


1.2.3 


3* 
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Setzt,  man  x = — und  mnltiplicirt  beiderseits  mit  am,  so  ge- 
« 

langt  man  zu  der  Formel 

3)  (n  b)m  — + (»Oi  ~ 1 b + (»Oi  a'n  ~ • 

(»Om  - ] a bm  ~ 1 -f  (»Om  bm, 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
sitive Potenz  erhoben  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  r,  wenn 

X — -i-  genommen  und  tu  als  unendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 

wird.  Man  erhalt  zunächst 

,-JL  (i-±)U  -A) 

P+V)  =1+T+— ■ T + - 


1.2.3 


+ 


(l-  ±)U-  AY-Yl-^) 

\ m / \ »*  / V m / 


1 2 . 3 ...  »i 

wobei  die  rechte  Seite  m 1 Summanden  zählt.  Verstehen  wir 
unter  k eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  tn,  so  können  wir  die 
rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  dören  erster  die  Je  -f-  1 ersten 
Summanden  enthält,  wälirend  der  zweite,  welcher  II  heissen  möge, 
den  noch  übrigen  Rest  von  »i  — Je  Summanden  umfasst;  dies  giebt 


4) 


— i ■+■ 


+ 


+ 


1 . 2 


+ 


1 . 2 


+ 


\ m / \ m / \ m / 


1 . 2 . 3 . . . Je 


B = 


(*- -!)•••(» -i)l  ■ 

10  (h  I lA  > 


B, 

Je  4- 1 


1 • 2 . . . (fc  + 1) 


+ 


Je  + 2 


m 


(Je  4-  2)  . . m 

In  der  zuletzt  eingeklammerten  Summe  sind  die  Zähler  aller 
Summanden  positive  ächte  Brüche;  setzen  wir  statt  derselben  durch- 
weg die  Einheit  und  nehmen  statt  der  Nenner 
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k + 2 , (fc  + 2)  (*  -f  3), . . . (k  + 2)  (fc  + 3)  . . . m 

die  kleineren  Nenner 

* + i,  (Je  + 1)J, Gfc+1)«-*“1, 

so  erhalten  wir  zu  viel,  mithin  ist  die  erwähnte  Summe  kleiner  als 


1 *4-1  1 k + 1 

Andererseits,  beträgt  jene  Summe  mehr  als  Null,  sie  liegt  also 
zwischen 


0 und 


k + l 


1 ' k 


l 


und  kann  folglich  -=  s — gesetzt  werden,  wo  £ einen  nicht  nä- 

> , K * 

her  bestimmten  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  dann 

(i  - — - — )'"(1  — — ) 

\ m / \ ' m / \ m / e 


5) 


R = 


1 . 2 . 3 . . . A: 


Gehen  wir  nun  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
unendlich  wachsende  tu  über,  ohne  die  Zahl  k zu  ändern,  und  be- 
rücksichtigen die  Gleichungen 

, . 1 _ 2 k 

Lim  — — Lim  — = •■••=  Lim  — — 0, 
m m m 


so  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 

' = 1 + — + j 2 + ‘ • + 1.2.3  . . . k ^ B' 

1 £ 

B ~ 1 1 2-.  3 . . k'  ~k' 

worin  k eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist.  Indem  man 
für  £ einmal  die  Null,  das  andere  Jlal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
verschiedene  Summen,  zwischen  denen  e liegt;  weil  aber  R beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  k gross  genug  wählt,  so  las- 
sen sich  jene  Summen  einander  beliebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
Werth  von  e so  genau,  als  man  es  verlangt.  So  ist  z.  B.  für  l;  - 10 
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1 + t + rh  + • • • + 1 . 2 !. . io  = 2-,1M8180U 

* = 1.2 ‘..10  • Tö  = »•»“O“00276  ' ■' 

mithin  für  s — 0 und  £ = 1 

2,7182818011  < e < 2,7182818287, 
womit  e auf  sieben  .Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 


11.  Setzt  man  zur  Abkürzung 

cosnu  sinnu 

" cosnu’  *n  cosnu' 

so  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 


P»  + i ~ R»  — Qn  tanu, 
von  den  Werthen  P0  = 1 und  Q0 
Formeln  der  Reihe  nach  für  n - 
erhält 

•Pi  = 1, 

P2  — 1 — tan3u, 

P3  = 1 — 3 tan3u, 

Pt  = 1 — 6 tan3u  -f  tan*u , 


% + i ==  Qn  + Pn  tanu-, 

= 0 ausgehend,  kann  man  diese 
0 , 1 , 2 , 3 . . . . anwenden  und 

= ianu, 

Q.  — 2 tan  u, 

Q,,  = 3 tan  u — tan 3 u , 

Qi  — 4 tanu  — 4 tan:,u , 


Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  dem  allgemeinen 
Schlüsse,  dass  für  jedes  ganze  positive  m sein  werde 

cos  nt  u 


6) 

7) 


Pm  = 

cosm  u 

= 1 — Ci  tan-u  -(-  Ci  tan*u  — Cu  tan':u 

sin  mu 


Qm  - 


cosm  u 

— C\  tanu  — Cg  tan3u  -f-  C5  tan6 u — 

worin  C] , C2 , Cg  etc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien- 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen , differenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  dass 

d Pm  n i Ti  4 

— — — — m Qm  4-  m Pm  tan  u, 

(i  u 

dy'~  = + m Pm  + ni  Qm  tan  u, 

CI  Iv 


d ( tan  *«) 
d u 


= k tan * “ 1 u scc 3 u 
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ist,  wie  sich  bei  wirklicher  Ausführung  der  Differentiation  leicht  fin- 
det; wir  erhalten 

8)  — m Pm  tan  u m Q,„ 

— (2  C2  tan  u — 4 C4  tan3 « -)-  6 Ct  tan 5 u — • • • ) sec2  u , 

9)  . mPm  in  Qm  tan  u 

= (1  Ci  — 3 C3  tan2 u -j-  5C3tanAu  — 7 C2tan3u  + ••*.)  sec2u. 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  tan  u und  ziehen 
das  Product  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  bleibt  linker  Hand 
niPm  (1  -f-  tan2  ui)  = m Pm  sec2u  übrig,  wobei  sich  der  Factor  sec2 u 
hebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  Pm  den  in  Nro.  6)  verzeichneten 
Ausdruck  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung 

10)  * m — m C,  tan2  u -f-  m C4  tan*u  — m C(1  tan6  w 

= 1 Ci  — (2  Ci  -fr  3 G'ä)  tan2  u + (4  C4  + 5 C6)  tan*  u 

’ — (G  C'o  + 7 C7)  tan6}i  + • • • 

Das  Seitenstück  hierzu  ergiebt  sich,  wenn  wir  aus  den  Gleichun- 
gen 8)  und  9)  die  Grösse  Pm  eliminiren  und  statt  des  übrig  bleiben- 
den Qm  den  in  Nro.  7)  verzeichneten  Ausdruck  setzen ; es  wird 

11)  m Ci  tan  u — mC3tan3u  -)-  m C5  tan3  u — ••• 

==  (1  C[  -f-  2 Qt)tanu  — (3  C3  4 Ct)tan3u 

-f-  (5  C5  + 6 Co)  tan 5 u — 


Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Coeiticien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  tan  u,  so  erhalten  wir 

1 m m — 1 

“ — r ' 2 ’ 


r — m n r m ~ 

’-l  — i Ol  


c3  = c2 


m — 2 


■m  in 

~T 


1 m — 2 


, u.  s.  f. 


3 12  3 

woraus  augenblicklich  hervorgeht,  dass  Cj  , C2,  C3  etc.  mit  dem  Bi- 
nomialcoefficienten  (m) , , (»»)?-,  (»n)3  ctc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
ben wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 
COS  t)l  u ^ 

12)  —7^—  = 0»)o  — (»Os  tan2  u -(-  tan*  u 

COS  w 


— (»Oo  tane  u -)- 


Sin  yyi  ^ 

13)  = (m)  1 tan  «« — (*»)3  tan3  u + (m)itaniu  — •••  • 

COS  u 

oder  auch  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  cosm  u 

14)  cos  in  u = (w) 0 cosm  u — (w)2  cosm  ~ 2 u sin2u 

+ (»0«  cös”*  — 4 « sin*  u — • • • • 


Digitized  by  Google 


40  Cap.  I.  §.  8.  Zusammenhang  zwischen  einer  Function 

15)  sin  m u = (»t)i  cos”'  ~ 1 « sin  u — ‘ (i«)i  cosm  ~3u sinzu 

-4  (■*») j cosm  ~ ittsinbu  — • • • 
Diese  Formeln  lassen  noch  einige  Umgestaltungen  zu , die  wir 
kurz  andeuten  wollen.  Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Poten- 
zen von  sinu , d.  h.  ganze  Potenzen  von  8t  n5«  =1  — cos‘u,  man 
kann  daher  den  binomischen  Satz  auwcuden,  indem  man 
sinitu  = (1  — cos2«)* 

— 1 — (A)|  cos5 « -f-  (k)i  cos 4 u — (k), 3 cos6  w 4~  • • 
und  /i  = 1 , 2 , 3 etc.  setzt ; nach  Zusammenfassung  aller  Glieder, 
welche  gleiche  Potenzen  von  cos  u zu  Factoren  haben,  gelangt  man 
zu  einem  Resultate  von  der  Form 

16)  cosmu  — A<,cosm  u 4-  Atcos”  -5#  4 » 

worin  A$,  A%,  At  etc.  gewisse  constante  Coefficienten  bedeuten,  deren 
Werthe  sich  durch  Ausführung  der  angedcuteten  Operationen  von 
Belbst  ergeben.  Schreibt  man  ferner  statt  Nro.  15) 
sinntu  — sinu  [(»»),  cos™  — 1 u — (»»).,  cosm  ~ ausiniu  4*  • • •], 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an- 
wendbar und  führt  zu  einem  Resultate  von  folgender  Form 

1 7)  sin  mu  = sin  u [Bj  cosm  ~ 1 u -|~  Bj  cosm  ~ 3 u -f-  • • • • ]• 

Will  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen , so 

braucht  man  nur  u = \ n — v zu  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  ITand  gerade  und  ungerade  m zu  unterscheiden. 


§•  8. 


Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und  ihrem  DiflTe- 
rentialquotienten. 


I.  Wie  in  §.  1,  Formel  3)  bezeichnen  wir  mit  Q den  Unter- 
schied zwischen  dem  Differenzenquoticnten  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function  / ( x ),  wir  setzen  also 
f{x  4-  Ax)  — f(x)  _ 

wo  Q zwar  nicht  näher  bekannt  ist,  aber  gleichzeitig  mit  <4  x gegen 
die  Null  convergirt.  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  wenn  d x hin- 
reichend klein  genommen  wird,  p so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f(x)  beträgt;  für 
noch  kleinere  z/r  findet  diese  Ungleichung  um  so  mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  p.  Die  rechte  Seite  der  obigen  Glei- 


(x)  -f-  Q, 
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und  ihrem  Differentialquotienten. 

chuug  hat  jetzt  dasselbe  Vorzeichen  wie  fix),  mithin  kommt  das 
nämliche  Vorzeichen  auch  der  linken  Seite  zu.  Ist  nun  fix)  und 
daher /'(x)  -f-  Q positiv,  so  folgt,  Ax  immer  als  positiv  vorausge- 
setzt, dass /(x  -f - d x)^>  fix)  sein  muss;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grösseren  Variabele  ein  grösserer  Functionswerth.  Wenn  da- 
gegen /'  (x),  mithin  auch  f'(x)  + p negativ  ist,  so  ergiebt  sich 
fix  -j-  A x)  <C  fix) , und  hier  gehört  zur  grösseren  -Variabele  ein 
kleinerer  Functions werth.  Man  hat  daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Fun ction  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  besitzt,  ist. die  Function  selber 
im  Wachsen  oder  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt. 

Hieraus  erklärt  sich  z.  B. , warum  der  Differentialquotient  des 
Sinus  positiv,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt. 

II.  Wir  betrachten  ferner  die  Function  cp  (x)  als  endlich  und 
continuirlicli  von  x = a bis  x = b,  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  cp' (x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchläuft  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  cp'  (x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  M',  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  N'  annehmen,  mit- 
hin ist  innerhalb  jenes  Intervalles 

cp' ix)' — M'  negativ,  cp'  ix)' — N'  positiv. 

Andererseits  lässt  sich  cp'  ix)  — M'  als  Differentialquotieut  von 
u = cp.(x)  — cp  (a)  — (x  — a)  M' 
betrachten,  ebenso  cp'  ix)  — N'  als  Differeutialquotient  von 
v = cp  ix)  — cp  (a)  — (x  — tt)  iV', 

Und  nun  folgt  aus  dem  in  Absehn.  I.  bewiesenen  Satze,  dass  u eine 
abnehmende,  dagegen  v eine  zunehmende  Function  ist.  Für  x = a 
verschwinden  diese  Functionen;  demnach  fängt  u seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  u = 0 an  und  muss  folglich  immer  negativ  sein;  v be- 
ginnt sein  Waclisthum  mit  v = 0 und  ist  daher  positiv.  Dies  gilt 
von  x = a bis  x — b,  mithin  ist  auch 

( -cp  (b)  — cp  (cf)  — (b  — a)  M'  negativ, 

’ j cp  (b)  — cp  ia)  — (b  — u)  y positiv. 

Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

w = cp  (b)  — cp  ia)  — (b  — a ) cp'  (x) 
die  Variabele  x das  Intervall  x = a bis  x = b durchlaufen,  so  er- 
reicht cp' ix)  einmal  den  Werth  M',  ein  anderes  Mal  den  Werth  Y'; 
im  ersten  Falle  wird  w negativ,  im  zweiten  positiv.  Dieser  Ueber- 
gang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  Func- 
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tion  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  w = 0 möglich ; 
zwischen  a und  b muss  es  daher  wenigstens  einen  speciellon  Werth 
x = | geben,  für  welchen  xo  = 0 oder 

tp(b)  — <p  (a)  = (b  — ä)  <p'  (£) 

wird.  Dass  fl  f b ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  £ = 
o -(-  ff  (b  — fl)  ausdrücken,  wenn  man  unter  ff  einen  nicht  näher  be- 
kannten positiven  ächten  Bruch  versteht;  die  vorige  Gleichung  lautet 
dann: 

2)  <p(b)  — q>(a)  = (b  — a)<p'(a  + ff  [6  — fl]),  0 < ff  < 1, 

oder  auch,  wenn  b — a -\-  h gesetzt  .wird, 

3)  g)  (fl  -f-  h)  = cp  (a)  4-  h<p'(a  + ff  ft),  0 < ff < 1, 
wobei  jede  der  Functionen  cp  (x)  und  cp'  (x)  endlich  und  stetig  blei- 
ben muss  von  x — a bis  x = b. 


Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wir 
einen  zweiten  Beweis  derselben  mittheilen,  welcher  noch  einfacher  ist 
und  die  Konntniss  des  in  Abschn.  I.  entwickelten  Theoreraes  nicht 
voraussetzt.  Denken  wir  uns  die  Differenz  b — a in  n gleiche  Theile 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  8,  so  ist 

8 = — , b — a = n 8,  b = a -j-  n 8 


und  identisch 


cp(b)  — tjp(fl)  _ cp  (b)  — y (a) 


b — « 

cp(a  -f  8)  — tp(a ) 

6 


+ 


n8 

<p(a  28)  — <p(a  -f- 


«) 


F 


+ 


cp  (a  -f-  n 8)  — cp  (a  4-  n — 1 8) 


In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient 


<p(b)  — cp(a) 


ist  das  arith- 


b — a 

metische  Mittel  aus  den  n Werthen,  welche  der  Differenzenquotient 
<p(x  + 8)  — cp  (x) 

8 

annimmt,  wenn  der  Reihe  nach 

x — a,  fl  4"  fl-)-2d,  ....  a-)-(w  — l)ö 

gesetzt  wird,  oder,  wenn  x das  Intervall  n bis  b — 8 in  Absätzen 
von  8 zu  8 durchläuft.  Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zah- 
len liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben;  be- 
zeichnen wir  daher  mit  M den  grössten  und  mit  N den  kleinsten 
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Werth , welchen  der  genannte  Differenzenquotient  erreicht,  wenn  x 
sich  auf  die  vorgeschriebene  Weise  ändert,  so  ist 

o — a 

Bei'  unendlich  wachsenden  n convergirt  5 gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  x stetig  das  Intervall  a bis  b ; der  Differenzenquo- 
tient wird  zum  Differentialquotienten,  M geht  über  in  M',  N in  N', 
und  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt 

\ M'  > > N>. 

b — a i 

Dies  ist  einerlei  mit  Dem,  was  unter  Nro.  1)  gefunden  wurde; 
die  übrige  Schlussweise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werden,  je  nachdem  man  (p  (x)  als  die. zur  Abscisse  x ge- 
hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
x stehende  Fläche  einer  anderen  Curve,  oder  als  Volumen  betrachtet. 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 


Fig.  7. 


In  Fig.  7 sei  die  ebene  Curve 
CPD  durch  die  Gleichung  y =(p  ( x ) 
bestimmt,  OA  = a,  OB  — b, 
AB  = b — a — h,  AG  = cp (o), 
BD  — <p(b)  — <p(a  h),  end- 
lich CE  parallel  und  gleich  AB\ 
man  hat  dann  einerseits  DE  =BT> 
— AG  — q)(b)  — cp  (a) , ande- 
rerseits DE  = CE  • tan  D CE, 
mithin 


fp{a  -f-  h)  — (p{a)  — h tanDCE. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  C bis  D ununter- 
brochen verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bogen  CD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfalls  eine  zur  Sehne  CD  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rührungspunkt P zwischen  C und  D liegt;  es  ist  dann  EL  D CE 
— Z PTM  — T und 

V qp  (a  -f-  h)  — cp  (a)  — h tan  r. 

Für  OM  = £ ist  weiter  tun r = <p'(£)  = <p'(a  -f-  A M),  und 
da  AM  einen  Bruchtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AM  = -0 h 
gesetzt  werden.  Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch,  dass  es  im  Allge- 
meinen zu  jeder  Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt. 
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Nicht  überflüssig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  überzeugen, 
g_  welche  dieser  Satz  erleidet,  wenn  entweder 

cp  (x)  oder  cp' (x)  oder  beide  Functionen 
/ discontinuirlich  werden,  So  erkennt  man 
® augenblicklich  aus  Fig.  8,  dass  der  Satz 
/ nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  wenn 

\ / die  Curve  von  G bis  1)  durch  imaginäre 

0 \ jj  - Ordinaton  unterbrochen  ist.  Setzen  wir 

ferner  voraus,  dass  cp  (x)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zwischen  x = a und  x = b,  dagegen  cp1  (x)  conti- 
nuirlich  sei,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhängenden 
Bögen  C II  und  KD,  wobei  die  Tangenten  in  II  und  K parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  auch  hier  giebt  es  keine  zu  CD  parallele  Tangente,  de- 
ren Berührungspunkt  zwischen  C und  D fällt.  Im  dritten  Falle,  wenn 
nämlich  <p(x)  coutinuirlieh,  aber  cp' (x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curve  keine  Unterbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihre 
Lage  sprungweise  zwischen  C und  1)  (Fig.  10),  d.  h.  sie  geht  in  einem 
Fig.  9.  Fig.  10. 


Punkte  Cr  plötzlich  von  G H nach  GK  über,  wodurch  die  Curve  eine 
Spitze  erhält.  Wiederum  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
zu  CD  zwischen  GH  und  GK,  etwa  nach  GJ,  fallen  kann  und  dann 
keine  Lage  der  Tangente  darstellt.  Sind  endlich  <p  (x)  und  qp'(x) 
gleichzeitig  discontinuirlich,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Figur  wie 
Nro.  9),  nur  sind  in  diesem  Falle  die  Tangenten  in  II  uud  K nicht 
parallel;  die  Folgerung  bleibt  aber  dieselbe. 

Behufs  einer  zweiten  geometrischen  Deutung  denken  wir  uns 
cp  (x)  als  die  über  der  Abscisse  x stehende  Fläche  einer  Curve ; die 
Gleichung  der  letzteren  ist  dann  y = cp'  (x),  und  die  Formel  2)  ent- 
hält nun  den  unmittelbar  klaren  Satz,  dass  die  über  der  Strecke  A H 
stehende  Fläche  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches 
A B zur  Basis  und  eine  mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat.  Aehnlich 
gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  qp(x)  als  ein  Volumen  be- 
trachtet wird. 
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Trotz  ihrer  Einfachheit  ist  die  Formel  2)  doch  eine  sehr  wich- 
tige, die  viele  Anwendungen  gestattet.  Hier  nur  eine  derselben.  Für 

ip(x)  = logx  wird  <p' (x)  = —^4,  mithin 


log(a  -)-  &)  — loga  = h 


löge 


d -f 

setzt  man  an  die  Stelle  des  lichten  Brüches  O das  eine  Mal  die  Ein- 
heit, das  andere  Mal  die  Null,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Unglei- 
chungen 

hloge.  ■ 
a + h’ 
h log  e .. 


4) 

5) 


log  (a  -|-  h)  > log  a 4- 


log(a  -f  h)  < loga 


Bei  grossen  a und  kleinen  h können  diese  Formeln  zur  Berech- 
nung von'  log  (a  -f-  h)  dienen,  wenn  loga  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  eine  bis  zur  Zahl  100000  gehende  Tafel  der  Brigg’schen  Loga- 
rithmen erweitern  und  etwa  log  100003  berechnen,  so  hätte  man  nach 
dem  Obigeu 


3 . 0,43429448 
100003 

3 . 0,43429448 
100000 


log  100003  < 5,000013029; 


log  100003  > 5 > 
log  100003  < 5 + 

oder 

.log  100003  > 5,000013028, 
beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8’ Dccimalen  überein,  daher  ist,  mit 
Rücksicht  auf  die  neunte  Stelle 

log  100003  = 5;00001303 

zu  setzen,  wie  man  aüch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet. 

III.  Durch  Verallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 
führten,  kann  man  noch  weiter  gehende  Resultate  erreichen.  Sind 
z.  B.  cp  (x),  cp' (x),  cp  (x)  und  ip'  (x)  Functionen,  die  von  x — a bis 
X = b endlich  und  stetig  bleiben,  und  deren  letzte  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Wertbe  be- 


sitzt, so  ändert  sich  der  Quotient 


<p'(*) 

ip'(x) 


continuirlich  von  X—a  bis 


X = Z>;  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  M1,  sein 
kleinster  N',  so  ist 


SP'(*) 

*-'(*) 


— JI’  negativ, 


<?'(*) 
\p'  (x) 


— N'  positiv, 
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ferner  wegen  des  positiven  cp'  (x) 

cp'  ( x ) — M'  ip'  (x)  negativ,  y'  fr)  — N1  cp'  (r)  positiv. 


Der  erste  Ausdruck  kann  als  Differentialquotient  von 
« = cp  (x)  — y (a)  — — !/'(«)] 

angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 
v = cp  £r)  — <p  (o)  — N'  O (r)  — ip  («)], 
und  wie  in  Abseh.  I.  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  u eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

y(l>)  — rp  (a)  — M'  [cp  (b)  — ^(«)]  negativ, 
cp  (b)  — cp  (o)  — N'  [4'  ( b ) ip  («)]  positiv. 


Da  ferner  ip'  (x)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde,  so- ist  ip  (x) 
eine  wachsende  Function,  4‘  (b)  — ip(a)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 


M'  > 


y (6)  — y (fl)  , 

ip  (b)  — ip  (a) 


Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

<p(b)  — cp  (cc)  _ cp' (x) 
xp(b)  — cp  («)  ip'  (r)  • 

x das  Intervall  a bis  b durchlaufen,  sö  ändert  sich  der  Quotient  rech- 
ter Iland  stetig,  erreicht  einmal  den  Werth  M',  ein  ander  Mal  den 
Werth  N'  und  wird  demnach  einmal  grösser  und  einmal  kleiner 
als  der  links  stehende  Quotient;  es  giebt  daher  zwischen  a und  b we- 
nigstens einen  Werth  x = f oder  »•=  a -f-  ff  (b  — fl),  für  welchen 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  emtritt,  nämlich 
y(6)  — y(a)  y'fa  + ■fffö  — fl]) 


6) 


ip(b)  — cp(a)  ip'(a  + &[b  — a])’ 


0 < & < 1, 


oder  für  b — a — h, 

7)  y(«  + h)  — y (fl)  _ y'(a  4-  &h) 

4’  (a  + h)  — 4>  ( a ) 4>'  (a  -f  & h ) * 


0 < & < 1. 


Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tung. Wenn  wie  früher 

d — - , mithin  b = a -f-  n d 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  ferner  y (x)  und  ip  (x)  von  x — a bis  x ==  b 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  continuirlich  bleiben,  so  hat 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 
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_ <jp  (V)  — cp((i)  _ 
ip(b)  — ip(a) 

V (q  J)  — ir(q)-)-<r(q-f:24)  — g(q  - |-tf)  y(<»4-  n'r)  — g(a  4-  n— 14) 

«/'  (a-f-4)  — </'(«)-(-'/'(“+ 34)  — >,"(«-1- 4)  (-  i?  (a-)-«4)  — i/i(a  14)’ 

wobei  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  n Summanden  stehen , wenn 
jede  Differenz- als  ein  Summand  gerechnet  wird.  Hier  lässt  sich  der 
bekannte  Satz  anwenden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

Vj  + n + V:>  + - • • 4-  r„ 

Wi  +-  Wa  + W,  -f  • • + Wn 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  einzelnen  Quotienten 

Jj_  II.  _Ü 

Wi  ’ W3  ’ W3  ’ ' ‘ wn 

liegt,  falls  Wt,  W2,  . . . W„  sämmtlich  positiv  sind*).  Die  letzte 
Bedingung  ist  hier  erfüllt,  wenn  t/i (;r)  eine  wachsende  Function  von 
x bedeutet,  und  unter  dieser  Voraussetzung  liegt  nun  Q zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  der  Quotienten 

q>(a  -f-  ö)  — <p(a)  <p(a  -f-  2 5)  — (p(a  -f-  d) 

rp(a  -)-  ö)  — p(a)’  il>(a  -j-  2ö)  — i)>(a  -f-  ö)’  U’8’  W’ 

d.  h.  Q bildet  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  n Werthen,  welche 
der  Quotient 

+ &)  ~ <P(x) 

q>(x  ö)  — <p(x)  d 

4>(x  + d)  — tp(x)  tp(x  + d)  — ip  (x) 

ö 

annimmt,  sobald  x die  n Werthe  a,  a -(-  Ö,  o -)-*2ö, 

a (n  — ,1)  d erhält.  Bei  upendlich  wachsenden  n wird 
<p(x  -f-  d)  — <p(x) 

TÄm  g _ sp'(*) 

Il>(x  4-  ö.)  — ip(x)  v'  (*) 

ö 


*)  Der  grösste  der  genannten  Quotienten  sei  M,  der  kleinste  N; 
man  hat  dann 


M> 


Wa 


> N, 


M > Wa  > A ' 


und  durch  Multiplication  mit  den  positiven  Factoren  W1 , TF2 , • . W, 
MW1>VJ>NW1,  M W2  > F3  > N W2  u.  s.  w. 

Indem  man  diese  Ungleichungen  addirt  und  nachher  mit  Wx  -)-  TFa 
+ Wa  dividirt,  erhält  man 

F,  4-  Fs  4 -4-  F. 


M > 


» i + IFä  -1 + Wa 


> N,  w.  z.  b.  w. 
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und  es  ist  nun  Q eine  Mittelgrösse  zwischen  den  unendlich  vielen 


Werthen,  welche 


nnniramt,  sohald  x das  Intervall  a bis?)  ste- 


tig durahläuft.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Wertbe, 
etwa  der  für  x — f = a -|-  01  (6  — a ) eintretende,  dem  Quotien- 
ten 0 srleichkommen  muss,  wofern  sich  - \ - continuirlich  ändert  von 
v 8 1 P (*) 

X — a bis  X = b.  Uebrigens  kann  hierbei  ip'  («)  oder  tp'  (b)  verschwin- 
den, denn  es  wird  dadurch  die  Continuität  von  — innerhalb  des 

V (x) 

Intervalles  a bis  b nicht  gestört. 

Den  für  tp  (x)  und  tp'  (x)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z.  B. 
die  Function 

ip  (x)  = bx  — ( b — x)p,  tp1  (x)  = p (b  — x)p  ~ \ 
bei  welcher  in  der  That 

<?'(/)  _ ~ <P’  (x) 

ip‘  (pc)  p (?)  — x)i‘  - 1 

continuirlich  bleibt,  so  lange  x die  Stelle  x =.  b nicht  überschreitet, 
und  <p'(x)  continuirlich  ist;  man  erliält  in  diesorn  Falle  aus  Kro.  6) 

8)  cp  (V)  — ?(«)-  ;(|  <P'  («  + — <»])• 

Für  den  speciellen  Werth  p = 1 geht  diese  Gleichung  in  die 
früher  unter  Nro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


§.  9 

Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

I.  Wenn  z als  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen 
x und  y betrachtet  und 

1)  • *=/(*)  S?) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  unterschei- 
den; es  kann  nämlich  entweder  x allein  geändert  werden,  während  y 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  y bei  constanten  x sich  ändern,  oder 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x und  y gleichzeitige  Aenderuugen  er- 
leiden. Begreiflicherweise  ändert  sich  e iu  jedem  Falle,  da  aber  diese 
Aenderungen  verschieden  sein  können,  so  bedarf  cs  einer  Unterschei- 
dung derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Aende- 
rung  von  s nach  x,  die  zweite  die  partielle  Aenderung  nach  y,  und 
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die  letzte  die  totale  Aenderung  des  z (nach  x und  y).  Diese  drei 

Aenderungen  kann  man 
11-  sich  leicht  veranschauli- 

chen, wenn  man  die  Glei- 
chung  1)  als  Gleichung 
einer  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogenen 
Fläche  betrachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  OM 
= x,  MN—y,NP=z 
ist.  Lässt  man  hier  *• 
allein  um  Ax  = MM\ 
wachsen,  so  rückt  N nach 
Ni , P bewegt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  der  Ebene 
PNNi  und  erhält  die  neue 
Lage  Pi ; der  Aenderung 
A x entspricht  daher  die 
partielle  Aenderung 

4 *<*)  = P\  Qi  = /(*  + <4x,  y)  — f(x,  y). 

Wenn  zweitens  y allein  um  Ay  = NN2  zunimmt,  so  rückt  P 
parallel  zur  Ebene  y z auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  P-2,  und  es  ist 
die  zugehörige  partielle  Aenderung 

Azw  = Pi  Qi  = /(x,  y •+-  Ay)  — f(x,  y). 

Im  Fall  endlich  x um  Ax,  und  gleichzeitig  y um  A y zunimmt, 
gelangt  N nach  N3,  P nach  P3  und  es  entsteht  die  totale  Aenderung 
V)  = Pa  Qa  =f(x+Ax,y  + Ay)  — f(x , y). 

Was  nun  die  partiellen  Aenderungen  betrifft,  so  sind  dieselben 
sehr  leicht  zu  behandeln.  Der  Differenzenquotient 

4x(x)  f(x  + Ax , y)  — f(x,  y) 


Ax 


Ax 


ist  nämlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y eine  Constante,  und  es  be- 
darf daher  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  Ax  nur 
eines  Zeichens,  dass  x hier  als  alleinige  Variabele  angesehen  wurde. 
Für  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  für  den  partiell  nach  x ge- 
nommenen Differentialquotienten,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 
dz(x)  /d*\  dz 

dx  ' \ da;/  öx  ' 

von  denen  das  letzte  am  bequemsten  ist;  den  Grenzwerth  rechter 

S c bl  Om  i leb,  Analysis.  4 
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Hand,  d.  h.  die  partiell  nach  x derivirte  Function,  bezeichnet  man  mit 
fx  (x , y),  und  hat  nun 


'de 

dx 


= fr{x,y) 


oder 

2)  dxe  =f'x{x,  y)  . dx. 

Dem  entsprechend  ist  für  das  zweite  partielle  Differential 

3)  dye  =/;(*,  y)  . dy. 

So  erhält  man  z.  B.  aus 

e = arctan  — 
i X 

nach  den  gewöhnlichen  Regeln  die  beiden  partiellen  Differentiale 


dze  = — 


9 


-dx  , dyz  = 4- 


-fiy- 


X*  + y*  ’ ' 1 x*  + y1 

Was  endlich  die  totale  Aenderung  betrifft,  die  man  schlechthin 
mit  Az  zu  bezeichnen  pflegt,  so  kann  mau  dieselbe  in  folgender 
Form  darstellen 


4) 


Ae  — /(*  + dx,  y -f  Ay)  — f(x,y  + ^ J _ 


A x 


-f 


fix,  y -f  Ay) 


4y 


und  es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkommen- 
den Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  Ax  und  A y nä- 
hern. Beachtet  man,  dass  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  ebenso 
gebildet  ist,  als  wenn  y -)-  Ay  constant  und  nur  x um  Ax  geändert 
wäre,  so  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  der  Formel  2) 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  für  a — x,  h — A x 
fix  + Ax,y  + Ay)  =f(x,y-\-Ay)  -f  Axf'x\x  -f  »Ax,y- f-  Ay), 
mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 
5)  Az  =/x(x  + »Ax,  y + Ay)  . Ax 

i fix,  y + ^y)  — f jx,y)  j 
Ay  J ' 

Bei  verschwindenden  A x und  A y wird  nun 

Lim  f!c  (x  + »Ax,  y -(-  Ay)  = /j(x,  y), 


Lim 


fjx,y  + 4y)  —fjx,y) 
Ay 


= ttix,U), 


mithin  aus  der  vorigen  Gleichung 

t>)  de  = /*(x,  y)  . dx  -f  /,'(x,  y)  . dy 
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oder 

7)  de  = ^~dx  -f-  dy . • 

öx  dy  3 

Statt  der  Gleichung  6)  kann,  den  Formeln  2)  und  3)  zufolge, 
auch  geschrieben  werden 

8)  . dz  = dxz  dye, 

und  es  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Differential  einer  Func- 
tion gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Resultates  erhellt  aus  folgender 

Betrachtung.  Denkt  man  sich 
in  der  Gleichung  e = f(x,  y) 
vorerst  y als  constant,  so  hat 
man  die  Gleichung  der  Curve 
P P\,  in  welcher  die  Fläche 
von  der  Ebene  PNNi  ||  xe 

0 ß 

geschnitten  wird,  daher  ist 

ox 

die  Tangente  des  Winkels 
QiPTi  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  P an  die  Curve  P Px  ge- 
' legte  berührende  Gerade  mit 
der  x- Achse  einschliesst.  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt, 

dass  tc—  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  Q:1  P T2  dar- 

v y 

stellt,  welchen  die  Tangente  am  Schnitte  P Pt  mit  der  y -Achse  bil- 
det. Es  gelten  daher  die  Gleichungen 

Durch  die  Tangenten  PT\  und  P T.,  kann  man  eine  Ebene  le- 
gen, welche  von  P3  Q}  in  einem  Punkte  2’,  geschnitten  wird;  das 
Viereck  P Tt  T-  Tt  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  man  noch 
T>  CT  j | P Qi  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  Tt  U T3 
und  P Q\  2j,  mithin  T3  U = Tx  Q{.  Dies  giebt 

& T3  = T,  U + Ü Q3  = QlTl  4-  Ql  T» 

Je  kleiner  nun  P Q}  und  P Qt  genommen  werden,  um  so  näher 
rückt  P,  an  Tt , P,  au  T-2 , P3  an  T3 , um  so  genauer  gelten  daher 
auch  die  Beziehungen 

4* 


Fig.  12. 

B. 
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7)  p ? p 

QlPl=-PQi,  Q.P^-PQ,, 

Q i Pi  = öi  -Pi  + Qt  Pi ; 

diese  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  2),  3)  und  8),  weil  ein  ge- 
gen die  Null  convergirendes  P Qt  mit  dx,  ebenso  P Qi  mit  dy  be- 
zeichnet werden  muss  und  P,  , Q,  I‘t , QtP:,  die  entsprechenden 
Zunahmen  dTz,  dyz,(lz  darstellen.  Mit  einem  Worte:  je  näher  die 
Punkte  P, , Pj , p.  dem  Punkte  P liegen,  um  so  eher  ist  es  erlaubt, 
Pj  und  P3  als  Punkte  der  Tangenten  P Ti , PTt,  und  P3  als  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  1\  P Tt  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Cap.  III.  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berührt. 

II.  , Bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  gestaltet  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich.  Aus 

« = F{x,  y,z) 

erhält  man  für  die  totale  Differenz 

du  = F(x  -f  dx,  y 4 dy,  z 4 dz)  — F(x,  y,  z), 
wofür  geschrieben  werden  kann 

d u = F(X  ’ ■'  S ~ F(-X'  y ‘1,J' S j . 

d x . 

F(x,y  4-  dy,z  f dz ) '—  F(x,y,z  -f  dz) 

JV  . y 

, F(x,  y,  z + dz)  — F(r,  y,  z)  A 

4 > zi  z. 

dz 

Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8 wird  hieraus,  wenn  ff 
und  Tj  positive  ächte  Brüche  bezeichnen, 

du  = Fj(x  4 ff  dx,  y 4"  dy,z  -|-  dz)  . dx 
-f  Fy(x,  y 4 11  dy,  z -f  dz)  . dy 

i F (x<  y< e + -7-~)  — F(r'  y-  j. 
de 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

9)  du  = Fx(x,y,z)  . dx  4 Fy(x,y,z)  . dy  4 K[x,y,z)  . dz 
oder 

. 0«  . , du  , du  . 

10)  du  — T—dx  4 — dy  4 — dz 

cx  dy  dz 

— 0*«  4 Üyu  4 0r  U . 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Variabele  aus- 
zudehnen und  führen  zu  dem  allgemeinen  Theoreme:  Das  totale 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Variabelen  ist 
die  Summe  der  partiellen  Differentiale  jener  Function. 
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§•  10. 

Differentiation  unentwickelter  Functionen. 


I.  Besteht  zwischen  zwei  Variabelen  x und  y eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

1)  /(z>2/)  = 0 

bringen  kann,  so  sind  nicht  beide  Variabele  willkührlich ; denn  durch 
Auflösung  der  Gleichung  nach  y würde  man  ein  Resultat  von  der 
Form 

y = <p(x) 

erhalten,  wo  mm  y von  x abhängig  ist.  Lässt  sich  diese  Reduc- 
tion  ausführen,  so  kann  auch 

£ = ' 

nach  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden;  dies  geht  jedoch  nicht 
mehr,  wenn-  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  y eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  x ist.  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgendo  Weise. 

Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  für  alle  x 
und  die  zugehörigen  y bestehen  soll, 

2)  f(x  + dx,  y -f  dy)  — 0; 

Die  Differenz  der  Gleichungen  2)  und  1),  dividirt  durch  d x, 
liefert  weiter 

f(x  4-  dx,  y -f  /Sy)  — f(x,  y) 


dx 


— 0. 


Auf  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
men, die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 
f(p-\-dx,y-\-dy)—f(x,y  + dy)  , f(x,y-\-dy)  — f(x,y)  dy  __  Q 

dx 


dx  dy 

und  hier  gelten  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 
beim  Grenzübergange 


3) 


/*(•*>  y)  + fite,  y)  ^ f = 0 


Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Parapraphen  x = 0 setzt  und  die  entstehende 
Gleichung  durch  dx  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  für  die  Unter- 
suchungen des  §.  9 vollkommen  gleichgültig,  ob  man  x,  y,  e etc.  als 
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willkührlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet.  Aus  Nro.  3) 
folgt  nun 


dy  __  ' fi(x,  y) 

dx  " fl(x,  y) 


oder,  wie  man  häufig  kürzer  schreibt, 


5) 


0/ 

d i)  d x 

dx  “ _ df_  ' 
dy 


• . »4.  dy 

Die  hiermit  für  —■  — (p'(x)  gewonnene  Formel  enthält  zwar 
* dx 


noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen  Werth 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x einen  speciellen  Zahlwerth  be- 
kommt; dann  wird  nämlich  die  Gleichung  f(x , y)  — 0 zu  einer  nu- 
merischen Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  y,  und  jede  solche 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 


Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

/(*.  y)  — ybx3  — 2yix‘!  3 y — 6 x = 0, 

die  in  Beziehung  auf  y nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 

?/(*’.?)  — Syixt  _ 4 yiX  — G 

ox 

d/fo  i ?/)  — 5 y\  xa  — 8 yn  x"1  -)-  3 
dy  ■ 

und  mithin  ist 

dy  3 ysx* — 4{/4a:  — 6 

dx  ^ ^ 5 y*x*  — 8y3x-  -f-  3 

Für  x — 1 z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

yb  — 2if  -j-  3y  — 6 = 0, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y — 2 ist;  dem  Werthe  x — 1 ent- 
spricht also  <p  (1)  = 2 und 

, 3 . 25  — 4.2*  — 6 _ 26 

^ ^ 5 . 2»  — 8 . 2:i  -(-  3 ~ 19 


Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
X die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  cp(x)  und  cp'(x)  aufsuchen  können. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4j/3  — 3 y f-  sinx  — 0. 
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Hier  ist 


8/(*.  y) 


dx 


mithin 


-.  = eosx, 


dy 


d/(*.  V) 

dy 


= 12  tß 


3, 


cosx 


dx  3 (1  — 4 y'!) 

Der  vorliegende  Fall  gestattet  eine  Probe.  Die  Wurzel  der 
obigen  Gleichung  ist  nämlich  y — sin  1 x,  wie  man  mittelst  der 
goniometrisclien  Formel: 

±sin3A  — SsinA  + sin3A  = 0 
leicht  finden  wird.  Es  müsste  also 

« 

cosx  d(sin}tx) 

3(1  — 4 sin 3 \x)  dx 

sein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 
cos  3 A = cosA  (1  — 4 sin-  A) 

für  A = j x anwendet  und  andererseits  sin  J * auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 

II.  Bei  Functionen  von  drei  und  mehr  Variabelen  gestaltet  sich  die 
Sache  ganz  ähnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Variahelen  x, 
y , b die  Bedingungsgleichung 

6)  Fix  , y,  z)  = 0 oder  kürzer  F = 0, 

so  würde  durch  Reduction  auf  z ein  Resultat  von  der  Form 

7)  e—i l>(x,y) 

zum  Vorschein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

dz  , dz 

partiellen  Differei)tialquotienten  77—  und  — direct  zu  entwickeln. 

Ohne  jene  Reduction  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 
maassen  verfahren.  Nach  Nro.  9)  des  vorigen  Paragraphen  ist  für 
u — 0 

0 = Fi  . dx  + Fl  . dy  -f  F't  . dz 

oder 

„ 0F.  , 8 F,  . 8 F , 

0 = 5—  dx  4-  -5-dy  4-  —dz; 

dx  oy  dz 

weil  ferner  z von  x und  y ahhängt,  so  hut  man  auch  nach  Nro.  7) 
in  §.  9 

dz  8* 

dz  = ^dx  + g ~dy, 

mithin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  und 
mit  d x dividirt  wird, 
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.1 


o — l l£\  i (*E 

\8«  ce  dx)  Vdy  dz  dy) 


dji 

dx 


Da  x und  y von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  auch  dy 
nicht  von  dx  ab,  folglich  ist  ein  Quotient,  dessen  Zähler  und 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 
sind,  und  der  ebendesshalb  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann;  in 
der  That  würde  es  frei  stehen,  dy  — qdx  zu  setzen,  wo  q irgend 
eine  willkührliche  Grösse  bezeichnet.  Unter  diesen  Umständen  ist 
die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jeder 
Parenthese  für  sich  = 0 ist;  dies  giebt 

dF  d_F 

. de  dx  de  dy 

dx  ~ dF  ' d~y  dF  ' 

de  de 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  viel  kürzer  durch  fol- 

dz 


gende  Ueberlegung. 


Wenn  ^ — gesucht  wird,  so  gilt  y als  Constante 

d x 


und  daher  kann  für  diesen  Zweck  die  Gleichung  F — 0 so  ange- 
sehen werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Variabele  x und 
die  abhängige  Yariabelo  Z\  es  ist  folglich 

dF dF„  ■ 

■~-dx  + — Os  = 0, 

dx  de 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formeln  in  Nro.  8).  Die  zweite 
Formel  findet  sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  dass  bei  der  Ent- 
'dz 

Wickelung  von  keine  Rücksicht  auf  x zu  nehmen  ist, 
dy  ■ 
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§•  U 

Grundbegriffe  und  Bezeichnungen. 


Da  im  Allgemeinen  der  Differentialquotient  einer  Function 
V =>/(*) 

•wiederum  eine  Function  von  x ist,  so  kann  die  Operation  des  Diffe- 
renzirens  auch  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entsteht  der  Differentialquotient  des  Differentialquotienten,  der  sogen, 
zweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
gelangt  man  zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienten.  So 
erhält  man  z.  ß.  von  jx\^z  als  ersten  Differentialquotienten : 


d (***)  » ■./— 

v ■ = X * — v X, 
dx 


als  zweiten: 


d (rJ) 
dx 


als  dritten : 


d ({*"*) 
dx 

Wie  man  sieht, 


— ix 


2 V~x' 


— — - 77=  u.  s.  w. 

ixv  x 

hat  eine  solche  successive  Entwickelung  der 
Differentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit, und  es  bedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  über  die  rich- 
tige Bezeichnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  derivirte  Func- 
tion yon/(x)  mit  /'(/)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  für  die 
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weiteren  Differentialquotienten  oder  derivirten  Functionen  von  /(x) 
die  Symbole  /"(x),  /'"  (x)  etc.  zu  benutzen;  hiernach  ist 


1) 


V®  =/'(*),  w 


/"(*)  , = /"'(*)  U.  8.W. 


dx  —J  dx  v'/’  dx 

überhaupt  allgemein,  wenn  » eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 


2) 


d /<”  ~ 1J  (x) 
dx 


=/(n)(*). 


wobei /(o)  (x)  für  /(x)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  Beziehung  auf  y 
gebraucht;  man  setzt  dann 


3) 

mithin  ist 


dy 


dy ' 


dx==y'd^  = y 


dy" 

dx 


— y u.  s.  w. 


y(«)  ==/(»)(*) 

das  symbolisch  ausgedrückte  Resultat  einer  n maligen  Differentiation 
der  Gleichung  1).‘ 

Nicht  selten  bezeichnet  man  einen  Differentialquotienten  durch  • 
ein  vorgesetztes  Dz.  B. 

D (x3)  = 3x2,  I)  sin  x = cosx\ 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y müssen  dann  folgender- 
maassen  geschrieben  werden: 

Dy  , DDy  , DDDy  u.  s.  w. 

Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  D weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholungsindices  eingeführt 
und  schreibt 


also  allgemein 


Dy,  D2y,  D3y  u.  s.  w. , 
Dny  = Dnf(x). 


Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  hier  n keinen  Po- 
tenzexponenten von  D,  sondern  nur  die  «malige  Anwendung  der 
Operation  D (der  Differentiation)  bedeuten  soll. 

Die  zwar  umständlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  er» 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende 
substituirt.  So  ist  zuvörderst 


doch  lässt  sich  dies  noch  abkürzen.  Unter  der  Voraussetzung  näm- 
lich, dass  x die  unabhängige  Variabele  ist,  bedeutet  dx  einen  gegen 
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die  Null  convergirenden , im  Uebrigen  aber  willkührlichen  Zuwachs 

des  x,  den  man  z.  B.  dadurch  bilden  kann,  dass  man  zJ  x — — 

a 

setzt  und  a das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchlaufen  lässt. 
Ebendesswegen  ist  dx  nicht  von  x abhängig,  sondern  constant  in 
Beziehung  auf  x,  wie  es  sich  sonst  auch  ändern  möge.  Dagegen  ist 
dy  kein  willkührlicher  Zuwachs  des  y,  sondern  von  x abhängig 

(ly 

[dy  = /'(x)  . dar],  mithin  besitzt  der  Bruch  -7—  einen  variabelen 

dx 

Zähler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  constanten  Nenner  und  folglich 
ist  nun 

u»=.  ddy  . 

dx  . dx 

Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkürzung  den  Wiederholungsindex, 
im  Nenner  ist  dx  . dx  das  Quadrat  von  dx,  wofür  man  (dx)2  oder 
kürzer  dx2  zu  schreiben  pflegt;  demnach  hat  man 

y"  = *V. 

y dx1 
Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 


d d2y 


d3y 


— u.  s.  w. 


dx  dx  . dx2  dx3 
Für  den  nten  Differentialquotienten  von  y =/(x)  gelten  also 
folgende  Bezeichnungen 


dny 
dx" 
dnf  (x) 
dx" 


= ?/(»> 


= Dny 
= Z>"/(x)  =/<">(x). 


wovon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  dem  Vorigen  gilt  der  n te  Differentialquotient  immer  als  das 
Resultat  von  n nach  einander  ausgeführten  Differentiationen,  und  dem 
entsprechend  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 
als 

J>"i/=D(D"-Jy)oder/(")(x)=iJm  /("  ~ 11  (x  + ^ ~fin  ~ l)  W . 

man  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f(n> (x)  mit  der 
ursprünglichen  Function  /(x)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera- 
tionen mit  /(x)  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  man  daraus 
sofort  /<">(x)  herleiten  will , ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
/'  (x)  ,/"(x)  , . . ./<"  -1)  (x)  zu  berechnen.  Da/'(x)  der  Grenz- 
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werth  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  lässt  sich  vermuthen, 
dass  fM(x)  der  Grenzwerth  des  n ten  Differenzenquotienten  sein 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  A x kurz  mit  7t,  so  ist  der  erste  Differenzen- 
quotient von  f(x) 

d fix)  _ fix  + 7t)  — fix) 

' Ax  ~ h 

daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wir 
rechter  Hand  x um  7t  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Aus- 
drucke den  ungeänderten  Brüch  abziehen  und  den  Rest  durch  A x 
— h dividiren ; es  ist  also 

. A fix)  fix  -f  2 7t)  — fix  + 7t)  f(x  -f  7t)  — fix) 


Ax  h 


A x h 


oder  kürzer 


A'-f(x)  _ fjx  + 2 7t)  - 2 / (r  -I-  7Q  -f-  f(r) 

> Ax*  h‘ 

Durch  die  nämlichen  Operationen  gelangt  man  zu  dem  dritten 
Differenzenquotienten 

„V  ^fif)  _fix+3h)-3f(x  + 2h)  + 3f(x+h)- f(x) 

’ Ax*  W ’ 

und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,  bemerkt  man  leicht,  dass 
der  nte  Difierenzenquotient  unter  folgender  Form  enthalten  ist 

71  4nfjx) 

’ Axn 

fix±nh)  — Oxfix-\-n—\h)  -f  G2f(x-\-n  — ‘2h) ±/(*) 


worin  C\ , Co , 63  etc.  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten.  Diese 
hängen  zwar  von  « , nicht  aber  von  der  speciellen  Natur  der  Func- 
tion fix)  ab,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  man  fix)  so 
wählt,  dass  der  nte  Differenzenquotient  von  f (x)  unmittelbar,  d.  h. 
ohne  Anwendung  der  Formel  7)  entwickelt  werden  kann.  Die  pas- 
sendste Wahl  dieser  Art  ist  / (x)  = ax;  man  hat  dann 
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A ax  ah  — 1 
= aZ~~h  ’ 


, . ah  — 1 ah  — 1 

a*  + » — 5 a- 

A- ax  h 


Ax* 


h 


’-=^y 


A_ 

A 


1nax  . fah  — 1\" 
dxn~~a  \ h ) 


mithin  aus  Formel  7)  nachdem  man  A xn  gegen  hn,  und  beiderseits 
ax  gestrichen  hat, 

( ah  — 1)"  = anh  — Cx  a<n  ~ -f-  C2  o<"  ~ — • • • + 1. 

Diese  Gleichung  zeigt , dass  die  Coefficienten  Ci,  C2,  C$  etc. 
mit  den  Binomialcoefficienten  (n)i , (w)2,  (w)3  etc.  identisch  sind;  die 
allgemeine  Formel  7)  lautet  daher 

Q-i  A«f{x) 

Ax” 


f(x  -f  n h)  — (»)t  f(x  -f-  n — 1 h)  -f  (n)2  /(. r 4-  « — 2 h) 

hn 

Um  nun  zu  entscheiden,  welchen  Grenzen  sich  die  in  5),  6)  und 
8)  verzeichncten  Ausdrücke  nähern,  falls  Ax  = h gegen  die  Null 
cdnvergirt,  setzen  wir  für  den  Augenblick 
f(x  + h)  — f{x) 


<p(x) 


und  erhalten 

<P(*  - f ä)  — <p(x) 


— tp'(x)  + q, 


Ax*  h 

wo  q gleichzeitig  mit  h die  Null  zur  Grenze  hat.  Aus  der  vorher- 
gehenden Gleichung  ergiebt  sich 

mithin  ist  nun 

= + *)-/•(*) 

Ax*  h 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 


9)  Lim  — . , 

' Ax * 

Setzen  wir  ferner 


_ uw  - 


dx 


/"(*)• 


/(«  + 3 ft)  - 2 f(x  + h)  +f(x)  _ 
h* 
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so  haben  wir 

s1:>  f(x)  ip(x  -|-  h)  il>(r) 


xJ  x3 


= + Q 

n 

fix  +2/0  — 2 f'(x  + h)  + f(x) 


h * 


+ Q 


xlx1 


+ p; 


durch  Uebergang  zur  Grenze  wird  hieraus,  wenn  man  von  der  Gle" 
chung  9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  dass  man  f für  f schreibt, 


10) 


Jx3  dx 


Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsso  ist  leicht  zu  übersehen 
und  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

11)  Lim  = /«(*), 

womit  die  aufgestellte  Vermuthung  ihre  Bestätigung  findet.  . 

Auch  in  diesen  successiven  Differentiationen  kann , wenigstens 
bis  zu  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Denken 
wir  uns  z.  B.  /(#)  als  die  über  der  Abscisse  x stehende  Fläche  einer 
ebenen  Curve,  so  ist  f'(x)  die  zur  Abscisse  x gehörende  Ordinate, 
und  f"(x)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungswinkels. Hiernach  lässt  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispiel 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  für 
eine  Parabel,  deren  Parameter  = 1 ist. 


§.  12. 

Höhere  Differentialquotienten  der  einfachsten  Functionen. 

I.  Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  gelten- 
den Differentiationsregel  findet  man  sehr  leicht 

D (xf)  = (i  xP~\ 

D3(xP)  = (u  — 1)  xu~~ 2, 

D3(xP)  — ft  (fi  — 1)  (u  — 2)  xP~s, 
und  überhaupt,  wenn  n eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 

1)  Dn  (xP)  = n (n  — 1)  C“  — 2)  . . • (/i  — [n  — l])  xP~n- 
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Auf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation  der  allgemeineren 
Potenz  («•-(-  bx)t*  ansgeführt  werden;  das  Resultat  lautet 
2)  D"  (a  + &x)^=fi(ft— 1)  (ft— 2)...(n— [n—  l])6"(a-f6z)iu-n. 

Ist  ft  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  fite  Differentialquo- 
tient constant,  mithin  haben  alle  folgenden  Differeötialquotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  Null. 

Für  ft  = — 1 und  für  ft  = — | ergeben  sich  aus  Nr.  2)  die 
häufig  vorkommenden  specielleren  Formeln 

1 (—  l)n  1 ..2  . 3 . . . n.  b" 

a -f-  b x (a  4-  bx)"  + 1 ’ 

1 (—  1)"  1.3.5. ..(2m  — 1)6» 


3) 

4) 


D» 


I)n 


V a + bi 


2”  (a  bx)n  V^a  -\-bx 


II.  Bezeichnet  M den  Modulus  des  Systems,  worin  log x ge- 
nommen wird,  bo  hat  man 

' 7 M 

D logx  = - — , 
x 

mithin  durch  beiderseitige  (n — 1)  malige  Differentiation 


Dn  logx 


MBn  - 1 — • 
x 


Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienten  lässt  sich 
aus  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  a = 0 , b = 1 und  « — 1 für  n 
setzt;  man  erhält 

_ „.(-P”-1  1.2  1) 

xn 


5) 


h"  logx  = M ■ 


6) 


Auf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 

Dn  log  (o  + bx)  = M (~  1)"  ~ 1 1 • 2 • (”  ~ *)  6" . 

. («  + bx)n 


III.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differentiation 
der  Exponentialgrösse ; es  ist  nämlich 

Da*  = a*  la  , D*  a*  = a*  (la)3  , D3  a*  — a * (la)3,... 
daher  allgemein 

7)  J)n  a*  = a*  (lä)n. 

Für  a = eß,  woraus  la  — ß folgt,  hat  man 

8)  D"  e?x  = ßn  eßx. 

IV.  In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar 
verständliche  Gleichungen 
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D sinx  — -}-  cosx  = sin  (£  n -f-  x), 

I)2  sin  x — — sinx  — sin  (J  ic  x), 

B3sinx  = — cosx  — sin  (5  ar  -{- 

Dk sin x = -f-  sinx  — sin  (J  a -(-  x), 

u.  s.  w. 

die  allgemeine  Formel  lautet  demgemäss 

9)  Bn  sinx  — sin  7t  -f  • 

V.  Für  den  Cosinus  gilt  eine  sehr  ähnliche  Rechnung,  aus  der 
man  findet 

10)  D * cosx  — cos  71  + 

Weit  verwickelter  gestalten  Bich  die  höheren  Differentialquotieu- 
ten  von  secx,  tanx,  cscx,  cotx,  arcsin  x und  arctan  x ; bevor  wir 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 


§.  13. 


Die  höheren  Differentialquotienten  zusammengesetzter 
Functionen. 


I.  Sind  w und  v Functionen  der  unabhängigen  Variabelen  x, 
ferner  a und  b constante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 
D(au  -j-  bv)  = a Du  -(-  b Dvy 
hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  differenzirt  wird, 

D2 (a u + bv)  = a D2u  4-  b DH’, 

D3(au  4-  bv)  = a D3u  4-  b D3 v, 
und  allgemein 

1)  D”(au  4-  br)  — a Bnu  4-  b Dnv. 


Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck  sehr  leicht 

• 1 — x2 


zu  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

_L_  = 1 j_i_  + _J_ 

1 — X2  Ml  — x n 14-1 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  nämlich 


2.3.4  . . 


?(1  — ar)"  + 1 


4 £ — Ü! — ( . 

(1 +*)•  + »! 


Digitized  by  Google 


V 


zusammengesetzter  Functionen.  G5 

II.  Die  Regel  für  die' Differentiation  eines  Productes  aus  zwei 
veränderlichen  Factoren  liefert,  mehrmals  nach  einander  angewendet, 
folgende  Gleichungen 
D (uv)  - — w . 0^4  Du  . i?  v 

D2(uv)  = u . D'!v  4 2 Z>«  . l)v  4 D2u  . v 

Dz  (u  v)  = u . D3v  4 3 Du  . TPv  4 3D2«  . Dv  4 D3u  . v. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  der  »etc  Differentialquotient  folgende 

Gestalt  besitzen  muss 

2)  D*  (uv)—  Aau.Dnr  4 At  Du.Dn  — 1 v 4 AtD2  u.  Dx  ~ -v-\ 

4 An  — i D " ~ 1 u . D v 4 An  Dnu  . v, 

worin  Aq , A\ , A^ , . . . An  gewisse  noch  unbekannte  Zahlencoeffi- 
cienten  bedeuten,  die  nicht  von  der  Natur  der  Functionen  n und  v,  r 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  h. 
von  n abhängen.  Wählt  man  demnach  u und  v im  speciellen  Falle 
so,  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlichem  Wege  ausführbar  sind,  so  erhält  man  eine  Bedingungs- 
gleichung für  jene  Coefficienten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be- 
stimmung von  Ac , Ai , . . . yl„.  Wir  setzen  nämlich 

M = e^x,  v = ex,  mithin  uv  — e ^ "4  & x , 
woraus  für  ganze  positive  p,~q  und  n folgt 
D^u  = ßPe?*,  D9 v = ex,  Dn(uv)  = (l  4 ß)neV  + «*; 
indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 
den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Factor  e&xCx  — elI4?)J!  weg- 
lassen, gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(l  4 ß)n 

= 4 + Axß  4 Aiß*  4 4 An  - iß*  ~ 1 4 A„ß\ 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  Coefficienten  A0,  Ax , A3 
etc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n sind; 
demzufolge  gilt  für  die  w- malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va- 
riablen Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 

3)  DH(u  v)  = («)0M  . Dnv  4 (»)i  Du  . Dn  ~ 1 v 

4 (>l)i  D'2u  . Dn  ~ 2 v 4 

Man  kann  dafür  auch  schreiben 

4)  D " (u  v)  = (n)d  v(n>  4 (»)i  u'  v<n  — 12  4 (>*)■?  u"  v(n  ~ 4 i 

wobei  w<0)  für  u zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
binomischen  Satzes  und  man  könnte  daher  symbolisch  schreiben, 

Dn(uv)  = (u  4 , 

nur  muss  Inan  sich  in  diesem  Falle  erinnern,  dass  nach  geschehener 

Schiftmilch,  Analysis.  5 
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binomischer  Entwickelung  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzexponent 
durch  einen  gleiehhohen  WiederholungsCxponeuten  zu  ersetzen  ist. 


Beispielweis  sei  u — Ix,  v = . — ; die  Formel  3)  giebt  dann 


nach  gehöriger  Reduction 

(—  11"  1 . 5> 

J)n  1 • - I v ' 


*(t) 


r»  + 


§•  H. 

Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln. 

I.  Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  v,  so  ist  identisch 

1)  cosx  . v = 1 , 

mithin  durch  «-malige  Differentiation,  wobei  die  Formel  4)  für 
u = cos  X in  Anspruch  genommen  wird , 

(«) 0 cos x . i><»)  — z.  («)._,  cos x . v — *1  -f-  («)4  cosx  . — — • • • 

— (m)i  sin  x . v(n  ~~  I}  -f-  (n)3  sinx.vt*  3)  — (»)s  sinx  . i-(n  — M . 

= 0; 

hieraus  folgt,  indem  man  tAB)  als  Unbekannte  anSieht, 

2)  «<*>  = [(n)i  v("  ~ 1J  — (n)3  t><"  — s)  -)-  («)5  «(»  — *)  — • • •]  tan  x 

-f-  (»)2  «<B  ~ 2)  — («)4  «<B  — 4)  -f-  (n)6  v(n  ~ — 

Da  man  v(o)  — secx  und  v'  = sccx  . tanx  kennt,  so  dient  diese 
Gleichung,  wenn  der  Reihe  nach  n = 2,  3,  4 etc.  genommen  wird, 
zur  successiven  Berechnung  von  v",  v'"  etc.  Doch  würde  es  nicht 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgesetz  von 
zu  entdecken. 

II.  Dasselbe  Verfahren  passt  auf  die  Tangente.  Aus  v — tanx 
folgt  nämlich 

3)  cosx  . v = sinx 
und  nach  der  obigen  Methode 

4)  v(n)  = - ” n 1— ^ -(-  [(«)[  «<»— » — («)3  »("—*)  -)_ ] tanx 

cosx 

+ («) 2 v(n~~3)  — (»)4 *>  -f- 

Die  Cosecante  und  die  Cotangente  liefern  ähnliche  Formeln,  de- 
ren Entwickelung  dem  Leser  überlassen  bleiben  möge. 

III.  Setzt  man 

5)  U = arcsin  x, 
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so  wird 


U'  ■= 


1 


Vi  — **’. 

leichuug  ka 
(1  — x»)  U"  — x 


U"  — 


* V(i  — x2)*  ’ 

statt  der  letzten  Gleichung  kann  man  schreiben 


1 


1 — x 


= 0, 


oder 


= 0, 


(1  — x2)  V"  — x U'  = 0. 

Durch  «-malige  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 
(m)o  (1  — x2)  U<»  + » — («)j  2 x + i)  — (n)j  2 . 1 fjw  j 
— («)0x  U<n  + u — («)!  . 1 ÜM 
oder,  wenn  U<n  + 2)  als  Unbekannte  angesehen  wird, 

Uin  + 2)  __  (2«  + lj  X U("  »>  4-  n2G<«>  _ 

1 — XJ 

Von  U'  und  D"  ausgehend,  erhält  man  jetzt  U"',  Ulv  etc., 
indem  man  der  Reihe  nach  n — 1,  2,  3 etc.  setzt. 

Uebrigens  kann  man  irgend  einen  höheren  Differentialquotienten 
von  U = arcsin  x auch  direct  vollständig  entwickeln,  nur  ist  dann 
die  Formel  weniger  einfach.  Man  hat  nämlich 

1 1 1 


6) 


J)  arcsin  x = 


Vl  — x2  V^l+x  V 1 — x 

Hier  lässt  sich,  wenn  beiderseits  «-mal  differenzirt  wird,  rechter 
Hand  zuerst  die  Formel  4)  in  §.  13  anwenden  und  nachher  jeder 
Differentialquotient  von  Moder  v nach  Formel 4)  in  §.  12  entwickeln. 
Nach  einigen,  von  selbst  sich  darbietenden  Iteductionen  gelangt  man 
zu  folgender  Formel 

7)  Dn  + 1 arcsin  x 


1 . 3 . 5 . . . (2  « — 1) 

2"(1— x)"V  i — x2 


1 — 


1 (»)i  1— x 1_.  3 («)2 

2»— 1 l+x  + (2n- 


1 + 

1.3.5  (»)3 


(2  n — 1)(2 n — 3)  \1  \-xJ 


/l— x\2 

\1  j”X, 


(2  n — 1)(2  n — 3)  (2n  — 5)  \1  +■ 


-(!=*)'+ 

5)  \l+x/  1 


l 


IV.  Setzen  wir 


8) 

so  ist 


V = 


V — arctan  x, 


oder  (1  + x2)  V — 0; 


1 + X3 

durch  n-maligc  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 
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(n)0(l  + x1)  F<"  + » -f  («),  2x  F(n)  4-  (»)a  2 . 1 F("  ~ » = 0, 
oder 

9)  rr.  + = _ *«x.7™+«(n  - D F<- - » 

l+*! 

Für  n = 1 , 2,3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  Dif- 
ferentialquotienten V",  V'"  u.  s.  w. 

Auch  hier  kann  F(n)  = D*  arctan  x noch  auf  andere  Weise 
direct  entwickelt  werden.  Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

x = tan  V,  - — J ; — cos*  F 

1 -f  i1 

folgt,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquotient  in  der  Form 

10)  D V = cos*  V 
darstellen ; der  Differentialquotient  hiervon  ist 

])i  v — 2 cos  V . Deos  V = — 2 cos  V sin  V . DV 
oder,  wenn  statt  DV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 
D‘1V=  — 2 cos3  V sin  V = — cos*  V sin  2 V. 

Eine  fernere  Differentiation  gielit 

D3V  = — 2 (cos*  V cos  2 V — cos  V sin  V sin  2 V)  DV 

— — 2 cos8  V ( cos  V cos  2 V — sin  V sin  2 V) 

— — 2 cos8  V cos  3 V; 
differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

D*  V = 4-  2 . 3 (cos8  V sin  3V-\-  cos*  V sin  V cos 3 V)  DV 
= 4-2.3  cos4  V ( cos  V sin  3 V 4-  sin  V cos  3 V) 

= 4*  2 . 3 cos4  V sin  4 F, 

D3  V — 2 . 3 . 4 (cos4  V cos 4 F — cos8  F siw  F si»4  V)DV 

= 4-2.3.  4 cos5  F(cos  F cos  4 F — st»Fsm4F) 

= 4-  2 . 3 . 4 cos5  F cos  5 F. 

Den  -weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieht 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  2>**F=  (—  1)*  1.2.3...  (2  A;  — l)cos**  F sin  2 kV, 

12)  ü*  *+ 1 F = ( — 1)*  1.2.3 (2  k)coslt~1  V cos  (2  k 4-1)  F. 

Beide  Formeln  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenziehon , und 

man  vermeidet  damit  die  Unbequemlichkeit,  bei  der  Angabe  von 
Dn  V die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  n unterscheiden 
zu  müssen.  Setzt  man  nämlich 

W = arctan  — , 
x 
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so  ist  V = \n  — W,  mithin 

sin  2k  V — sin  (kn  — 2k  W)  = (—  1)*  + 1 sin  2 k W, 

cos (2 k + 1)  V —cos(^p-n— (2Ä+1)  F^=(- l)*sm(2k-fl)  W, 


und  die  Formeln  11)  und  12)  werden  jetzt 

D'2t  V = — 1 . 2 ...  (2  k — 1)  sin*  * W sin  2 k W, 

B3*  + ' V = 4-  1.2 (2  k)  sin3*  + 1 W sin  (2  k + 1)  W, 

d.  i.  überhaupt 

Dn  V = ( — 1)*  ~ 1 1 . 2 . 3 . . . (n  — 1)  sin”  W sinnW. 
Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  V und  W wieder  ein,  indem 
man  berücksichtigt,  dass 


sin  W — cos  V ■ 


vrr 


ist,  so  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

(—  1)"  ~ 1 1 . 2 . . . (w 


13)  D"  arctan  x~  - 


1) 


V(1  + X*)n 


sin  (n  arctan  — J- 


Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  Differentialquo- 
tienten zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werdeü  wir  im  zweiten  Bande  mittheilen. 


§.  15. 

Successive  Differentiation  der  Functionen  mehrerer 
Variabelen. 


Die  wiederholte  Differentiation  einer  FunctioH  mehrerer  unabhän- 
giger Variabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere  Variabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
Variabelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
(§.  9)  in  zwei  Theile. 


I.  Wird  eine  Function 

1)  *=/(*.</) 

zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  x , und  der  entstandene  Differential- 
quotient partiell  nach  y differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differen- 
tialquotient 


8J 

dy 


Vf(x , y) 

dx 
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welchen  man  kürzer  mit 

3»* 


dy  dx 


d 2f(x,  //) 
dy  dx 


oder  auch  mit 


DvDxe  = DyDxf(x,  y) 


bezeichnet;  durch  die  Stellung  von  dy  und  dx  oder  von  Dy  und  Dx 
giebt  man  gleichzeitig  die  Reihenfolge  der  Differentiationen  zu  er- 
kennen, wobei  immer  von  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  ent- 
sprechend bedeutet 

dTdy  ~ dx  cy~  oder  D*D>e  = D*  T)vf(x'  9>  >• 
dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  y,  und  das 
erhaltene  Resultat  partiell  nach  X differenzirt  worden  ist. 

Zuerst  entsteht  nun  die  Frage,  ob  DyDxe  und  DxDye  von 
einander  verschieden  sind  oder  nicht;  hierüber  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  entscheiden.  Aus  der  Formel  2)  in  §.  8 oder 
2)  F(u  -f-  p)  — F(tt ) -(-  pF' (u  -f  ftp) 

erhalten  wir  zunächst,  wenn  wir  in  fix,  y)  nur  x um  h ändern, 
fix  + h,  y)  = /(*,  y)  + h f'x  (x  -(-  ft.h,  y), 
wobei  der  Differentialquotient  partiell  in  Beziehung  auf  X genommen 
werden  muss,  weil  y constant  geblieben  ist;  aus  demselben  Grunde 
hängt  & nicht  von  y ab.  Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  f'x  mit  <p( 
so  ist 


<p(x  4-  ®i‘,y)  — 


fix  4-  h , y)  — fix,  y) 
h 


Daraus  folgt  weiter  durch  Aenderung  des  y um  k 
<P(x  4-  i>h,y  4-  /■•)  — <pjx  4-  &h,  y) 
k 

fix  + h,y  + k)  —fix,  y + k)  _ fjx  4-  h,y)  — fjx , y) 
h h 

k 


fjx  4-  h,  y 4 k)  — fjx , y + k)  — fjx  h,  y)  4-  fjx,  y) 

kh 


Linker  Hand  kann  wieder  die  Formel  2)  für  F = tp,  u = y, 
p = k angewendet  werdon  und  es  ist  dann 

q>yix  4-  &h,  y 4-  T]k) 

__  fix  4*  A.  V 4~  &)  — fix,  y 4-  k)  — fix  4-  h , y)  -f  fix,  y) 

kh 
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Geben  wir  nun  zur  Grenze  für  gleichzeitig  verschwindende  h 
und  k über,  so  erhalten  wir  linker  Hand  den -Ausdruck  q^  (x , y),  und 
dieser  ist  identisch  mit 

g 8/(s.  y) 

dq>(x,  y) dx  d-fjx,  y) 

dy  dy  dy  dx  ’ 

rechter  Hand  schreiben  wir  Ax  und  A y für  h und  k,  und  haben 
zusammen 

3)  8V  (x,  y) 

dy  dx 

_ + f(x,y-\-^y)— /(£  + Ax,y)+fix,y) 

Ay  Ax 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  gleichzeitige  Verschwinden  von 
A x und  A y bezieht. 

Andererseits  ist,  wenn  in  fix,  y)  zuerst  y allein  um  Je  geändert 
wird,  und  X einen  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet, 
f(x,  y + Je)  — fix,  y)  -f  &/*(*.  V + 
zur  Abkürzung  setzen  wir  ip  für  /„'  und  haben 

♦c, , + u>  =/(».r+j-/<^.."). 

Hieraus  ziehen  wir  ferner  durch  Aenderung  des  x 

ip(x  + Ji,  y + XJc)  — ip(x,y  + llc) 
h 

_ f (x  + h , y -f  fc)  — fjx  -|-  h , y)  — fjx , y + Je)  + fjx,  y) 
~ hk 

oder,  unter  y einen  positiven  ächten  Bruch  verstanden, 

'l’zfr  + ph,  y + Xk) 

fjx  + h,y  -f  k)  — fjx  + h,  y)  — fjx,  y + k)  -f  fjx , y) 
~~  hk 

Beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h = A x und 
k = Ay  erscheint  linker  Hand  der  Ausdruck 

g ’dfjx,y) 

s _dtjx,y)  _ dl,  _ 82/(yy) 

— dx  — dx  — dxdy 

mithin  ist  jetzt 

4) 


dx 

d*fix,  y) 


dxdy 

T-  fix  f-  AJx,yV  Ay)  —fix  -f  Ax,  y)  — fix,  y -(-  Ay)  -\-f(x,  y) 

_ Jjl  )n * 

dxdy 
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Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  unterscheiden 
sich  nur  durch  die  Anordnung  der  Summanden  in»-  Zähler  und  der 
Factoren  im  Nenner,  sie  sind  daher  von  gleichem  Wertho;  (Jarnos 
folgt  die  Gleichung 

r.  8V(x,  y)  _ gy  (a,  y)  , d*z  _ d%e 

dy  dx  ~ d x d y < < r dy  dx  d x d y' 


welche  sagt,  dass  es  für  das  Endresultat  gleichgültig  ist,  in  welcher 
Ordnung  die  beiden  partiellen  Differentiationen  nach  x und  y ausge- 
führt werden.  Bei  diesem  Satze  darf  man  aber  nicht  übersehen, 
dass  die  Formel  2),  auf  der  hier  Alles  beruht,  nur  so  lange  richtig 
ist,  als  die  Functionen  F und  F'  innerhalb  des  Intervalles  w bis 
u -}-  p keine  Unterbrechung  der  Continuität  erloiden;  auf  den  vor- 
liegenden Fall  angewendet,  heisst  dies,  die  Variabelen  dürfen  keine 
solchen  Wcrthe  erhalten,  wodurch  eine  der  Functionen 


/(*>  V)  i 


df(x,  y) ' 8 f(x,  y) 

dx  ’ dy 


gy  (*  ■ y) 

dx  dy 


discontinuirlich  werden  könnte. 
Fig.  13. 

Z\ 


dz 

dx 

d3z 
dy  dx 


Man  kann  diesem  Theoreme 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab- 
gewinnen, wenn  man  sich  e als 
das  Volumen  denkt,  welches 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seiten 
O/y— »und  OM— y (Fig.  13), 
seitwärts  von  den  vier  auf  OL, 
LN,  NM,  MO  errichteten 
Vorticalcbenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  be- 
grenzt wird;  es  ist  dann  in 
der  That  z eine  Function  von 
x und  y,  und  man  hat  nach 
§•  1: 


— Fläche  L N W V 
d(LNWU) 


’ty 


— NW, 
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andererseits 


* dz 
dy 
d*z 


— Fläche  MN  WV 
_ ö(MNWV) 


— N W, 


dx  dy  dx 

was  mit  ’jiem  Vorigen  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differentiationen ' in  Beziehung  auf  irgend 
wieviele  Variabele  uuszüführen,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeiführen, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

II.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst 
bei  zwei  Variabelen 


6) 


dz  . de  , 
de  = -dx  + -dy 


und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 


dlz  — 


+ 


0 (!i  •“) . . 8 Qi J*) 


dx 


dx  -j- 


dy 


d (§j dy) , , 8 (U  *») 


dx 


dx  -f 


dy 


dy 


dy, 


dies  ist  soviel  als 


d*z 


d2z  = t-~2dxi  + 

dx 2 dy  dx 


dy  dx 


dx  dy 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  5) 


02  v 02  SS 

+ «**  dy  4-  ~ dy 


dy * 


7)  f-ga'  + i,.,, 


02  g 0*2  g 

dx  dy  + dy\ 


Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findot  sich 
09 z 03 z 

*0  d*z=—dx>  + 3 ——dx'dy 


03  g 03 Z 

+ 3d7d?dxdyi+d?dy9 

und  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommendeu  Zahlencoeffi- 
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cienten  durch  dieselbe  successive  Addition  wie  in  §.  13,  II.  entstehen, 
so  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

9)  d-t  = (»),  |-f  d *•  + („),  8l,8-*i8g  dg-  - ' dg 

Kürzer  schreibt  mail  dafür  in  symbolischer  Form 

10)  dnz  — (5—  dx  dy)  0".er. 

1 VS*  dy  -J 

Bei  drei  Vnriabelen,  wenn  z.  B.  u eine  Function  von  x,  y und  z 
bedeutet,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 


,ou  = (i 


dx  + 5—  dy  -f- 
dx  dy 


1 \n 

07  dz)  0"M’ 


und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Variabelen  gestaltet. 


Höhere  Differentialquotienten  unentwickelter  Functionen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.  10,  wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  f(x,  y)  = 0 oder / = 0 
durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

2)  K + 2L.  0 

’ dx  ^ cy  dx  ~ ’ 

wobei  x die  unabhängige  Variabelo  bedeutet  und  y als  unentwickelte 
Function  von  x angesehen  wird.  Um  nun  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  fi(x,  y)  oder  noch  kürzer  mit 
fl ; es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 
3/i  , 3/i  dy_ 

3)  07+  07' 77  -0’ 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  fi 

dA  _ , 3/  <Py  , dV  _ dy_ 

’dx  dx * ' dy  dx s dx  dy  dx 


3/i  _ 3V  df_ 
dy  dy  dx  dy 


3 */  dy 
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Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y nur  von  x abhängt,  dass  also  auch 
dy 

nur  X enthält,  mithin  eine  Function  von  x allein  [nach  der  frü- 
heren Bezeichnung  <$’  (a;)]  und  constänt  in  Beziehung  auf  y ist;  man 
hat  daher 


dy 


— 0 


und  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einführt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

4^  I 2 JLL  . j_  &1.  (W,  V . ^ = 0 

dx 1 dxdy  dx  ' dy 2 \dx/  dy  dx 1 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn  /2  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet : 


5) 


dx 


■ 9/a  . dy 
' dy  dx 


0. 


Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten findet  sich  : 

Ih.  = 0V  . 2 d*f  . i»  4_  2 gV  . 

dx  dx3  dx 2 dy  dx  dx  dy  dx'1 


+ 


93/ 

dx  d yi 


( dy  V 

\dxJ 


0V. 

dy 1 dx 
d'2f  d-  y 


d*y 

dx1 


■ 9/  d3y 

dy  dx3  . dxdy  dx 1 


dy 


c3f 

dx1  dy 


+ 2 


daf 

dx  d.y1 


dy 

dx 


+ 


03/ 


f (dy_ V , 

3 \dxj 


d*f  d1  y 


dy 3 \dx/  dy1  dx 1 
Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

0V  J_  3 03/  . i£  , o 8»/  (dy)*  Vf  (dy)3 

dx 3 dx1  dy  dx  dx  dy 2 \dx)  dy 3 \dxj 

d°-y  0V  dy  d3y 

+ 3d? 


6) 


+ 3 


dxdy  dx 1 


dx  dx 1 


+ 


df  d3y 


= 0. 


dy  dx 3 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
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freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Differen- 
tialgleichungen der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen  ; aus  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  dio  Differentialquotienten  der  Function 
y von  x'  herleitcn;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 


0/ 

7t  d?/  _ dx 

J dx  — 0/  ’ 

Vy 

wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro.  4): 

W , 2 ay  dy  dV  (dy\* 
d2y  dx'2  dx  dy  dx  dy * ' dxy 

8)  dx * — ~df_ 

0 y 


dy  . 

und  hier  kann  man  den  vorhergefundenen  Werth  von  — einsetzen; 

d3y 

die  Gleichung  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  - — - u.  s.  f. 


Auch  bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stelleu,  weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Fallo  die  nöthige  specielle 
Rechnung  auszulühren. 

> 

§•  17. 


Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen. 


Bezeichnet  x dio  unabhängige  Variabele,  in  -Beziehung  auf  welche 
ein-  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differentialrechnung  dx  ein  dem  x willkürlich  erthcilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  gegen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  es  ist 
mithin  dx  unabhängig  von  x\  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Diffe- 
rentiale dy  der  abhängigen  Variabele  y,  denn  für  y = f(x)  ist 
dy  =f(x)  . dx,  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  x,  weil  es 
aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  erster  x enthält.  Nach  dieser  Be- 
merkung folgt  bei  zweiter  Differentiation,  indem  dx  als  constanter 
Factor  gilt,  d2y  — df(x)  . dx  — f"  (x)  dx  .dx  = f"  (x)  d x'2  über- 
einstimmend mit  den  Früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren 
Differentiationen  d x3,  dx3  etc.  als  Constanten  anzusehen  sein.  Es  kann 
nun  im  Verlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem 


Digitized  by  Google 


unabhängigen  Variabelen.  77 

X den  Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehraen  und 
ihn  auf  eine  andere,  'entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
zuführende Variabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tersuchung einer  Curve,  deren  Abscissen  x und  deren  Ordinaten  ;/ 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Variabele  anzusehen,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Diffcrentialquotienten 

dy  d2y  d2y 

dx  ’ dx2'  dx3’ 


zu  setzen  habe,  wenn  x nicht  mehr  als  unabhängige  Variabele,  son- 
dern.als  Function  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderlichen  t 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y in  letzter  Instanz  eine  Function 
von  t geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y von  x und  x von  t abbängt,  also  y eine 
zusammengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 
§•  6.:‘ 

dy  dy  dx 

dt  dx  dt 

und  man  erhält  hieraus 


1) 


dy 

dx 


dy 

U 

dx 
d t 


Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Varia- 
bele t differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
t abhängen,  findet  man  links 


d(dJL)  d(d-A  ,,  „ 

\dx/  _ \dx / dx  d2y  dx 

dt  dx  dt  dx 2 dt 


und  rechter  Hand  nach  der  Regel  für  die  Differentiation  der  Quo- 
tienten 

dx  d2  y dy  d2x 

dt  dt 2 dt  dt2 

/dx\2 
\dtj 
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Stellt  man  beido  Ausdrücke  in  eine  Gleichung , so  ergiebt'  sich 

...  d*»/  4 * 

durch  Reduction  auf  ~- 
t Ix 2 


2) 


d.r  d3y  dy  d1» 

d3y dt  dt'1  dt  dt 1 

dx 1 /dx\3 

\dt) 


Durch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t fin- 
det mau  auf  gleiche  Weise 


3> 

/dx\3d3y  dx  d2z 
Ydt ) Jl3~3  ~dt  "dt1 


d3y 

dx3 


d2y  dy  fd*x\3  dx 

~dt1  ' 3 ~dt  VdF/  _ ~dt 


dy  d3x 
~dt  ' dJ3 


Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klar; 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Complication  der  Aus- 
drücke von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t = y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y als  unabhängige  Variabele  gelten  oder  die  Gleichung  y~f  (x) 
umgekehrt  werden  soll  [ x = F (y)],  so  ist 


/d2a;\2  dx  d3x 

d3y  \dyv  dy  d y3 

dx3  (dxY° 

Xdy) 


u.  s.  w. 


Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speciellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
dies  später  sehen  wird. 
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Zusammenhang  zwischen  einer  Function  und  ihren  succes- 
siven  Differentialquotienten. 

Sowie  in  §.  8 Gleichungen  zwischen  einer  Function  und  ihrem 
ersten  Differentialquotienten  abgeleitet  wurden,  so  lassen  sich  auch  all- 
gemeinere Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func- 
tion noch  beliebig  viele  ihrer  Differentialquotienten  Vorkommen.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Analog  der  Gleichung.  , , 

1)  /(*>)  =/(«)  + (b  - «)/'(<*  -}_«•[>_  «])',  0 < & < 1, 

ist  auch  unter  den  gehörigen  Bedingungen 

f'(c)  =f’(a ) + (c  — a)f"(a  -|-  e [c  — o]),  0 < s < 1 ; 
nimmt  man  c = a -{-  & (b — a),  substituirt  nachher  den  Werth  von 
f'(c)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  bezeichnet  ffs  kurz  mit 
so  erhält  man  die  neue  Formel 

2)  /(b)  =/(«)  + (b  - a)f'(a)  + &(b- a )’/"(«  + Mb- «])• 

Im  letzten  Summanden  kommen  zwei  positive  ächte  Brüche  ff 
und  ff,  vor,  deren  Werthe  man  nicht  näher  kennt;  um  diesen  Uebel- 
stand  zu  vermeiden,  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 
/(«)  + (b  - «)/'(«) 

auf  anderem  Wege  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  sei 

3)  <p{x)  — fix)  rf  (b  — 
es  ist  dann  einerseits 

4)  <p(a)  = f(a)  + (b  — a)f'(a),  <p(b)  = /(b), 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  3) 

5)  = (b  — *)/"(*)• 

Hier  lässt  sich  die  bekannte  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

9>(b)  = <p(a)  + ~ 9>'(«  + ö[b  - «]) 

an  wenden,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  cp  (b)  und  <p(a) 
und  nach  Nro.  5) 

<p'(a  + Ö[b  — a])  = (1  — 0)(b  - a)f"(a  + 6 [b  - a]) 
substituirt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 

6)  f{b)  =/(o)  f (b-  «)/'(«)  + Ö [b  - «]), 
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welche  genauer  als  die  frühere  (2)  ist,  insofern  sie  nur  dtgi  einen  po- 
sitiven ächten  ISruch  0 enthält.  Etwas  einfacher  wird  die  Formel  6) 
für  p = 2,  nämlich  * 

7)  /(&)  =m  + (6  — a)/'(a)  +.J  (b  - o)*/"<«  + Ö t&  — «])•  t 

Uebrigens  gelten  diese  Resultate  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  <p(x)  und  cp' ix),  mithin  auch  f(x),  f'(x)  und  f"  ix)  stetig  und 
endlich  bleiben  von  x = a bis  x — b. 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Formel 

7)  anwenden ; man  hat  nämlich 

/"(c)  —f’{d)  -f  (c  — a)f"  (a  + £ [c  — «]),  . 
mithin  wenn 

c — a 0(b  — a) , • 0 e = Ö, 

genommen  und  substituirt  wird, 

8)  fib)  = /(«)  + (b  - «)/'(«)  + l(b—  «)V» 

+ -f  fl,  [b - <,]). 

Auch  hier  kommen  zwei  unbekannte  Brüche  fl  und  0,  vor,  und 
daher  verbessern  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.  Es  sei 

9)  tp(x)  —f(x)  -(-  (b  — x)f'(x)  -f  (b  — xy/"(x) , 
so  haben  wir  einerseits 

10)  ipia)  =/(«)  + ib~  — «)’/"(«).  •l’(b)=fib ), 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  9) 

t'ix)  = \ib-xy/"'ix), 

«>'(«  -t-  #[h  — «])  = ä(l  - »yib  — «)»/"'(»  -F  ff  [6  — a]). 
Substituiren  wir  diese  Werthe  in  die  Formel 

11)  ip (b)  = Via)  + b__  , rp'(fi  + &lb  — «]), 

so  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung 

12)  fib)  —f(a)  + ib  - a)fia)  + i(b~  aff"{a) 

die  sich  für  p — 3 noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 

13)  fib)  =/(«)  +(b~  «)/'(o)  4 »)’/"(«) 

+ | 

Dabei  müssen  ip (x)  und  tp'(x) , mithin  auch  /(x),  f'ix),  f"(x) 
und  f'"ix)  endlich  und  stetig  bleiben  von  x = a bis  x = b. 

Um  die  bisherige  Schlussweise  ganz  allgemein  auszuführen, 
setzen  wir 
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U)  *(*)  *=/(*)  + h-=^f'{x)  + f . 

(b  — a:) " ~ 1 


81 


+ 


1 . 2 . . . (»  — 1)  ' 

^'oria  / (a:)  eine  gegebene  Function , t/i  (x)  dagegen  die  unbekannte 
Summe  der  rechts  stehenden  Summanden  bezeichnet.  Einerseits 
ist 


*(«)  =/(«)  + 


+ 


/"(«)  + 

(6  — a)»-1 


1 . 2 ...(»  — I)1 

n,(b)=f(b), 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  14),  wobei  sich  alle  ne- 
gativen Ausdrücke  heben, 

(b  — «)"  - 1 


15) 


t'(x) 


1 . 2 — 1) 


f(n)(x), 


t>(a  -H>[b-a])  = (\  l)^0  + & P“‘ «». 

und  wenn  man  diese  Wertho  in  die  Gleichung  11)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

16)  /(b)  =/(«)  + ^/'(«)  + + • ■ • 


+ 


fl 


(fi  — «)"  ~ 1 
1 .2  1) 
0)"  _*(b  — a)B 


/("-»(a) 


1.2.  ..(«-!).  ,/<'>(«  + »[>-«))• 
Zur  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuität  der  Functionen  ip(x)  und  tp'  (x) ; dazu 
ist  hier,  wo  ip(x)  und  ip'(x)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
bestimmt  werden,  erforderlich,  dass  f(x),  /'  (x) , /"( x),  . . . (x) 

endlich  und  stetig  bleiben  von  x = a bis  x = b. 

Für  b — a = h nimmt  die  Formel  16)  folgende  Gestalt  an. 

17)  /(«  + h)  =/(«)  + -f /»  + J~~2  f"  (a)  + • * ’ * 

+ 1 . 2 fr 

(1  — 0)"  “Pb" 


+ 


1 . 2 . . . («  — 1)  . p 


f(n)(a  + # ä)i 


dcblömlleh,  Analysis. 
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und  daboi  müssen  f (x)  , f (x) , f"  (x) , . . • (x)  endlich  und  conti- 

nuirlich  bleiben  von  x — a bis  x = a + fc. 

Als  Specialisirungen  der  Zahl  p empfehlen  sich  die  Werthe  p = n 
und  p — 1 ; im  ersten  Falle  erhält  man 

18)  /(«  + h)  — f(a)  + -£-/'(«)  + ^ /"(« ) + • • * * 

• • • + ./—’w  + r-rrnr^"'*  + »*>■ 

dagegen  im  zweiten  Falle 

19)  /(«  + h)  =/(«)  + ±.f'(a)  4-  ^ /"(a)  4-  • • • • 

/(» — i d — ö-V'-'/i" 

• • • + 1.2*'.(n-i)^  ~ 

Hier  bedeutet  d immer  einen  positiven  ächten  Bruch,  dessen 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  letz- 
ten Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Beispie- 
len zu  Formel  17)  sehr  leicht,  dass  t>  gleichzeitig  von  a,  h,  n und 
p abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  p im  Allgemeinen  verschie- 
dene Werthe  erhält. 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  vou  Formel  18)  gewährt  die 
Specialisirung 

f(x)  = log  x, 

wobei  M den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  möge; 
es  ist  dann 

20)  log  («4-*)  = log  a + Jf[{  | + j (j)* 

. . (-  *)• (hx  ~ 1 . (-  1)B  + 1 / ft  yi 
' n — 1 V «/  ' n \a4»Ht/  J 

und  zwar  gilt  diese  Formel  für  alle  positiven  a und  h.  Setzt  man 
für  11  das  eine  Mal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit,  so  wird 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  gross, 
im  zweiten  zu  klein,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen-,  zwischen 
denen  log  (a  -f-  h)  enthalten  ist. 

Auch  für  Functionen  mehrerer  Variabel en  können  ähnliche  Glei- 
chungen wie  Nro.  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter- 
lassen wir  dies,  da  wir  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 
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Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  19. 

Der  Lauf  ebener  Curven. 

I.  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krummen 
Linie  wird  sich  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
ist.  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächstfolgende  Ordinate 
grösser  als  die  vorhergehende  sein,  heim  Herabsteigen  dagegen  ent- 
spricht der  grösseren  Ahscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betrachten 
wir  daher 

x und  y = fix), 

x + * V-  + 4y  Ax) 

als  Coordinaten  zweier  benachbarten  Punkte,  so  steigt  die  Curve, 
wenn  bei  hinreichend  kleinen  A x die  Differenz 
4y  =f(x  + Äx)  —f{x) 

positiv  ist  und  es  bleibt,  falls  A x noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
die  Null  convergirt;  dagegen  fällt  die  Curve  bei  negativ  bleibenden 
/ly.  Zufolge  der  Voraussetzung  eines  positiven  Ax  kann  man  auch 
sagen , dass  die  Curve  steigt  oder  fällt , je  nachdem  der  Differenzen- 
quotient 

Ay_  _ f{x  -f  Ax)  —fjx) 

Ax  Ax 

das  positive  oder  negative  Vorzeichen  behält.  Wie  in  §.  8 nachge- 
wiesen wurde,  hat  aber  der  Differenz enquotient  bei  hinreichend  klei- 

C* 
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Der  Lauf  ebener  Curven. 


neu  dx  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  Differentialquotient;  es  gilt 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y — /(.r)  ist,  steigt 
so  lange  als/'(x)  positiv  bleibt,  sie  füllt  dagegen  so 
lange^' (x)  das  negative  Zeichen  behält. 

Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  inan 
sich  an  die  Gleichung 

y'  = /'  (x)  = tan  t 

erinnert.  Bei  positiven  f'(x)  ist  nämlich  r positiv  und  die  Tangente 
TP  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  x-Achse  den  spitzen 


Fig.  14. 


und  zwar  positiven 
Winkel  X TP,  wobei 
die  Drehung  von  der 
Rechten  zur  Linken 
als  die  Drehung  im 
positiven  Sinne  be- 
trachtet wird ; un- 
ter diesen  Umständen 
steigt  die  Curve.  Dem 

negativen /'  (x)  entspricht  ein  negativer  Winkel  z—^_XTi  U,  wel- 
cher durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist;  die  Curve 
fallt  dann. 

Wenn  die  derivirte  Function  /'(x)  ihr  Vorzeichen  auf  die  Weise 
ändert,  dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  in’s 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  hindurch 
in’s  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  /' (x)  = 0 wird, 
entweder  der  Uebergang  von  Steigen  zu  Fullen  oder  von  Fallen  zu 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culminations- 
punkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  obere, 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  z = 0, 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse , wie  in  Fig.  14  an 
dem  oberen  Culminationspunkto  C. 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipsengleichung 
b 

y = 


V 2 ax  — x 2 


benutzen;  der  Differentialquotient 

b a — x 


V — — 
a 


V 2 ax  — xJ 

hat  für  x a das  positive,  für  x a das  negative  Vorzeichen  und 
geht  an  der  Stelle  x = a aus  dem  Positiven  in’s  Negative  über. 
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Die  Curve  besitzt  daher  an  der  Stelle  x — a ,y  = & einen  oberen 
Culminationspunkt,  wie  auch  geometrisch  bekannt  ist.  . 

II.  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefunden,  dass 
eine  Curve  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  steigt  oder  füllt,  so 
bleibt  noch  die  zweite  Frage,  wie  jdnes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
schieht. Eine  Curve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  die  erha- 
bene oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehren  (s.  Fig. 
1 5 und  1 6).  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die  Curve  fallt,  und  es  bedarf 
daher  eines  Unterscheidungszeichens  für  diese  verschiedenen  Lagen. 
Ist  nun  der  Bogen  PP2  convex  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

so  heisst  dies  nichts  An- 
deres,  als  dass  er  zwi- 
schen seiner  Sehne  und 
der  x- Achse  liegt ; dage- 
gen ist  der  Bogen  P Pi 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehrt  die  Sehne  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durch- 
geht. Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt  Q ein  und  be- 
zeichnen mit  Pi  denjeni- 
gen Curvenpunlct , wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scisse  wie  Q besitzt,  so 
haben  wir  bei  convexer 
Krümmung 

MiQ  > Jf,P„ 

bei  concaver  Krümmung 
Mx  Q < Mi  Pu 
und  es  ist  also  die  Curve 
convex  oder  concav  gegen  die  Abscissenachse,  je  nachdem  Mi  Q — AfjPi 
das  positive  oder  negative  Vorzeichen  hat.  Für  OM  = x,  MM\ 
= Mi  M2  — Pix  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  M\  Q das  arithme- 
tische Mittel  zwischen  MP  und  M3  P>  darstellt,  findet  sich 


Mi  Q - MiPi 

f (x-\- 2 Mx) -\-f (x)  j ^^_f(x+2Jx)-2f(x-\~Jx)-\rf(x)' 

2 2 

dieser  Ausdruck  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie 
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fix  + 2z/a)  — 2 f{x  + Jx)  + fix)  _ 4*f(x) 
d X1  xJ  X* 

und  letzterer  ist  wieder  einerlei  mit 

/"(•<•)  + Pi 

wo  q eine  gleichzeitig  mit  /J  x gegen  die  Null  convergirende  Grösse 
bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dass  bei  hinreichend  kleinen  /I $ der 
zweite  Differenzenquotient  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Diffe- 
rentialquotient besitzt,  dass  mithin  die  Curve  convex  oder  concav 
ist,  je  nachdem  f"  (x)  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat.  Diese 
Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Curve 
unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  mithin  f(x),  f (x  -)-  xJx),  f(x  -|-  2 xJx) 
negativ  sind;  man  findet,  dass  umgekehrt  ein  negatives /'' (r)  die 
convexe,  ein  positives  f"  (x)  die  concave  Krümmung  anzeigt.  Mit 
dem  Vorigen  zusammen  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  Curve  convex 
oder  concav  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt  ist,  je  nachdem  f(x) 
und  /"  (x)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  andere  Bemerkung. 
Bei  einer  convex  steigenden  Curve  wachsen  nämlich  die  Taiigenten- 
winkel,  bei  einer  concav  steigenden  nehmen  sic  ab,  wie  man  unmit- 
telbar aus  Fig.  17  und  18  ersieht,  worin  PT  und  i’,  Tl  die  Tan- 
Fig.  17.  Fig.  18. 

TI 


O 1 


genten  an  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  sind.  Die  gleiche 
Bemerkung  gilt  auch  für  fallende  Curven,  und  daher  deutet  jederzeit 
ein  wachsendes  r auf  convexe,  ein  abnehmendes  t auf  concavo  Krüm- 
mung. • Die  Zunahme  oder  Abnahme  von  r erkennt  man  an  dem 
Vorzeichen  des  Differentialquotienten 

dt  d arctan  y' 1 n 

d x ~ ~dx  ~ 1 + y'i  V ’ 
dieses  Vorzeichen  hängt  lediglich  von  y"  ab,  und  damit  gelangt  man 
wieder  zu  dem  vorigen  Satze.  Um  letzteren  etwas  einfacher  und 
für  Anwendungen  bequemer  aussprechen  zu  können,  denken  wir  uns 
die  Abscissenachse  so  weit  abwärts  parallel  zu  sich  selbst  verscho- 
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ben,  dass  alle  in  Frage  kommenden  Ordinateu  positiv  ansfallen;  mit 
anderen  Worten,  wir  vergrössern  alle  innerhalb  des  betrachteten 
Intervalles  liegenden  Ordinaten  um  eine  constante  Strecke,  welche 
mehr  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  y'  und  y"  hat  diese 
Operation  keinen  Einfluss;  der  vorige  Satz  aber  lautet  dann: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y —f(x)  ist,  kehrt 
die  convexe  oder  die  concave  Seite  nach  unten,  je 
nachdem  f"(x ) positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert  f"  (x)  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  den 
Werth  f"  (x)  — 0,  so  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
statt;  ein  derartiger  Punkt  heisst  ein  Inflexionspunkt  oder  Wen- 
depunkt. 

III.  Nach  diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chung gegebenen  Curve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.  Man 
ermittelt  zunächst  die  Intervalle,  innerhalb  deren  y sein  Vorzeichen 
behält,  sowie  die  Stellen  wo  y = 0 wird;  man  erhält  dadurch  die 
Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  der x-Achse.  Nach- 
her entscheidet  mau,  wie  weit  y'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
wo  y'  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  Null  wechselt; 
dies  giebt  die  Culminationspunkte.  Endlich  untersucht  man, 
innerhalb  welcher  Intervalle  y"  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ , und  an  welchen  Stellen  y"  sein  Vorzeichen  mittelst 
Durchganges  durch  Null  wechselt,  d.  h.  wo  Inflexionspunkte  Vor- 
kommen. Dieso  sogenannten  ausgezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
um  die  Gestalt  der  Curve  kennen  zu  lernen. 

Als  Beispiel  diene  eine  Curve  von  folgender  Entstehungsweise.  In 
einem  über  dem  Durchmesser  A 7?  = 2 a,  Fig.  1 9 (a.  f.  S.),  construirten 
Kreise  sind  parallel  zu  AB  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qt  Qj 
irgend  eine  darstellen  möge;  sie  schneidet  den  zu  AB  senkrechten 
Durchmesser  in  einem  Punkte  N.  Man  legt  ferner  ilf,  Qi  ||  CD  ||  M;  Qi 
und  zieht  die  Gerade  A N\  letztere  trifft  Jlf,  Q,  in  I\ , M,  Qt  in  P2, 
und  nun  sollen  Pi,P2  Punkte  der  neuen  Curve  sein.  Bezeichnet  man 
AM i oder  AMt  mit  x,  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  y,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  krummen  Linie 


xY 2 ax  — x* 


und  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus- 
gesetzt, dass  zu  jedem  negativen  x ein  imaginäres  y gehört,  dass 
ferner  für  x — 0 auch  y = 0 wird,  dass  jedem  zwischen  0 und  2 a 
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liegenden*  ein  positives  y entspricht,  dass  für  x = 2a  wieder y~0, 
und  für  a:  > 2«  jedes  y imaginär  ist.  Die  Curve  geht  demnach  von 
A aus  über  die  x-Achse  hinauf  und  steigt  am  Ende  in  li  wieder  zu 

Fig.  19. 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Wurzelzeichen  negativ,  so'  erhält  man 
gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  besteht  die 
Curve  aus  zwei  congruenten,  über  und  unter  der  Abscissenachse  lie- 
genden Zweigen,  dio  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein  soge- 
nanntes Blatt  bilden. 

Man  erhält  weiter  als  ersten  Differentialquotienten 

, x(3a  — 2x) 

y — Vr  ~ ••  — * 

a v 2 ax  — *2 

wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  genommen  werden  kann,  weil  man 
nur  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zu  untersuchen  braucht. 
Für  * = 0 wird  y'  = 0;  so  lange  x<^ja  bleibt,  ist  y'  positiv,  für 
x — ?u  wird  y'  = 0,  bei  grösseren  x wird  y'  negativ  und  zuletzt, 
d.  h.  für  x — 2 a,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die  Curve 
in  A die  Abscissenachse  zur  Tangente;  von  A aus  steigt  sie  bis  zu 
dem  oberen  Culminationspunkte  Cf,  dessen  Coordinaten  AF  3 ija, 

3 fg 

FG  — a sind,  und  fallt  dann  bis  Z? , wo  sie  die  Abscissen- 

4 

achse  rechtwinklig  schneidet. 

Was  ferner  den  zweiten  Differentiabjuotienten 

„ .r  (3  a2  — 6 a x *-  2 .r-’)  2 x [(*  — | a )2  — \ a2] 

a V (2  ax  — *2)3  a V (2  ax  — x2)8 

anbetrifft,  so  übersiebt  man  leicht,  dass  derselbe  positiv  bleibt  von 
x — 0 bis  zudem  kleineren  der  beiden  Werlhe,  welche  (x — ja)2=j«2 
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machen,  d.  h.  bis  zu  x = 


3-yi 


a = j a — a cos  30°.  Beim  Ueber- 


schreiten  dieses  Werthes  geht  y"  aus  dem  Positiven  in’s  Negative 
"über  und  bleibt  negativ  bis  x = '2  a.  Es  würde  zwar,  später  für 
3 -f  VT  . . r. 

x = a wieder  ein  Zeichenwechsel  eintreten;  dieser  kommt 

£4  * , , 

aber  nicht  in  Frage,  weil  2 a ist  und  die  zugehörigen 


?/,  y\  y"  imaginär  sind.  Die  Curve  ist  demnach  convex  gegen  die 
Abscissenachse  von  A bis  zu  dem  .Inflexionspunkte  I,  dessen  Coordi- 
nateu  AH=  j«  — cicos 30°  und  HI  leicht  construirt  werden  kön- 
nen; darüber  hinaus  bleibt  die  Linie  concav. 


§.  20. 

Bogendifferential , Tangenten,  Asymptoten  und  Normalen 
ebener  Curven. 


I.  Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung 
1)  tam  = y'=^L 

bildet  die  Grundlage  für  alle  Formeln  und  Constructionen , welche 
mit  dem  Probleme  des  Tangenteuziehens  in  irgend  einem  Zusammen- 
hänge stehen.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  aus  Nr.  1)  die  folgenden 
Gleichungen  entspringen. 

dy 

1 . dx 


2) 


COST 


- — sin  t — - — t=====, 


denen  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

dx  . dy 

3)  COST  = = , Stil  T = ~7 -— «=  • 

V d x2  -|-  d y*  . y dx*  d iß 

liier  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
nämlich  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
zwischen  den  Punkten  x,  y und  x -f-  dx,  y dy  liegende  Curven- 
stück  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
dx,  dy  und  dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  ge- 
bildete Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.  Dass  diese 
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Vorstellung  richtig  ist,  beweist  die  daraus  folgende  Gleichung  tanz 

= — , welche  mit  Nr.  1)  übereinstimmt.  Dann  darf  man  aber  wei- 
dx 

ter  schliesscn,  dass  für  das  Bogendifferential  ds  dio  Gleichung 
4)  tfs2  = dx*  + dy* 


gelten  muss.  Dies  kann  auch  direct  auf  folgende  Weise  gezeigt 
werden. 

In  Fig.  20  sei  OM  = x,  MP  - y,  31  Mi  — P Q = Mx,  P\Q 

= Mi /,  M.  PTX  — v,  der  von 
einem  festen  Punkte  C an  gerech- 
nete Bogen  CP  = S,  mithin 
Are  PP,  = Ms, 
endlich  li  der  Punkt,  in  welchem 
die  ' Tangente  TP  die  Ordinate 
M,  P,  schneidet ; wählt  man  M x 
so  klein,  dass  der  Bogen  PP, 
keinen  Inflexionspunkt  enthält, 
also  entweder  nur  convex  oder 
nur  concav  ist,  so  hat  man  folgende  Ungleichungen 

Are  PP,  > PPU  d.  h.  Ms  > VMx*  + My\ 

ArcPP,  < PI 2 -|-  -R-Pit  d.h .Ms<^Mx  sec z -\-.My  — Mx  tanz. 
Durch  beiderseitige  Division  mit  Mx  ergiebt  sich 


Fig.  20. 


My\* 
M x) 


_ Ms  , My 

<T  — i-  <A  sec x A — tanz: 

Mx  Mx 


beim  Uebergange  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  Mx,  M y. 
Ms  erhält  man  auf  der  linken  Seite  als  Grenzwerth 

y«  + (£)*=vr+7i.  . 

und  auf  der  rechten  Seite 


sec  x -f-  ■ — tan  r — sec  t = V 1 + tan2  r = V 1 -(-  i/'2. 

CI  X 

Beide  Seiten  convergiren  also  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze, 
daraus  folgt 


rfx  ~ ^ + GB)’ 

was  mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.  Auch  ist  nun 
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5) 


COS  X — 


VT+- 


dx 

Ts' 


sin  z — 


y'- 

Vl  + y'3 


dy 

ds 


Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  der  expliciten  Gestalt 
y = f(x),  sondern  hnplicite  unter  der  Form- 

F(x,  y)  — 0 

gegeben  ist,  so  hat  man 

dF 

. dy  dx 

y.  ~~  dx  ~ dF 
dy 

zu  setzen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist. 

II.  Um  durch  den  Punkt  P eine  Tangente  an  die  Curve  zu 
legen,  kann  man  entweder  den  Berührungswinkel  x aus  der  Formel  1) 
bestimmen  und  sein  Complement  MPT  (Fig.  20)  an  die  Ordinate 
MP  antragen,  oder  eine  der  Geraden  MT,  PT  berechnen  und,  wenn 
möglich,  construiren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  Subtan- 
gente, die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 


6) 


7) 


Sbtg.  = y cot  r = — 1 — 
tunt 


V 


Tang . =- 


V 

sin  x 


yV  l + yn 
y' 


' Bezeichnen  £ und  r]  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Tangente,  so  gilt  die  Gleichung 

n — y — (£  — x)  tan  r, 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  durch  wirkliche  Construction  der 
Differenzen  £ — x und  rj  — y leicht  überzeugt;  demnach  lautet 
die  Gleichung  der  Tangente: 


8) 


y — y = y'  (S  — »)• 


Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  der  Curve  in  dor  unent- 
wickelten Form 

F(x,y)  — 0 

gegeben  ist,  erhalt  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrische 
Gestalt 


9) 


dF  - . dF  . , 

di  « “ x)  + 0F  ^ ~ y) 
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III.  An  die  Gleichung  8)  oder 

n = y'i  + y — *y\ 

knüpft  sich  noch  folgende  Bemerkung.  Wenn  die  Curve  in’s  Unend- 
liche geht,  so  kann  es  geschehen,  dass'  bei  unendlich  wachsenden  x 
die  Ausdrücke 

y'  und  y — xy' 

sich  bestimmten  Grenzen  nähern;  es  giebt  dann  eine  feste  Grenzlage 
der  Tangenten , der  sio  sich  mehr  und  mehr  nähern , je  weiter  der 
Punkt  xy  fortrückt,  d.  h.  eine  sogenannte  Asymptote  der  Curve. 
Setzen  wir 


Limy'  — Lim  f'(x)  = A, 

Lim  (y  — xy')  = Lim[f(: r)  — xf'(x)]  — B, 
so  haben  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 


(r  — oo) 


10)  1 1 = A£  + B. 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Asymptote  parallel  zur  «/-Achse  liegt, 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  A — und  B = oo;  man 
hat  aber  dann  die  vorige  Betrachtung  nicht  nöthig,  weil  sich  eine 


derartige  Asymptote  von  selbst 
einem  endlichen  x ein  unendliches 
Fig.  21. 


dadurch  bemerklich  macht,  dass 
y entspricht. 

. IV.  Errichtet  man  im  Punkte 
P auf  der  Tangente  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Abscissenachse 
in  U schneidet,  so  erhält  man  die 
sogenannte  Normale  der  Curve ; 
MU  heisst  die  Subnormale 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkung, 
dass 

XL  MPU  = xL  MTP  — r 
ist,  findet  man'  leicht 
ytanx  = yy'. 


12)  Norm,  — — — = j/V  1 + y'}i 

COST 


ferner  ist,  wenn  £ und  rj  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Normale 
bezeichnen, 

n — y = (z  — £)  cot  t, 

mithin  die  Gleichung  der  Normale: 


13) 


v — y 


i 

7 


(t  — X). 
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Der  unentwickelten  Form  der  Curvengleichung  entspricht  als 
Gleichung  der  Normale 

14) 


dF  dF 


Anwendungen  dieser  allgemeinen  Vorschriften  giebt  der  nächste 
Paragraph. 


§.  21. 

Beispiele  von  Tangenten-  und  Normalen eon struotionen. 


I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  die  Hauptachse  eines 
Kegelschnittes  zur  x -Achse  und  einen  ihrer  Endpunkte  zum  Coordi- 
natenanfang,  so  ist  bekanntlich 
1)  y"1  = 2 px  -(-  qx* 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  worin  p den  Halbpara- 
meter (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  bedeutet.  Man  findet  hieraus 

P + qx 


2) 


yy'  = p + qx,  y'  = : 


y 


mithin  als  Gleichung  der  Tangente 

p + qx 


3) 


v — y = ' 


y 


(S  — x). 


Für  | = 0 ergiebt  sich  hieraus  ein  specielles  tj,  das  tj0  heissen 
möge,  und  zwar  bedeutet  es  geometrisch  die  Strecke  0 T,  welche  die 
Tangente  von  der  Ordinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafür 


Vo  = V 

oder,  vermöge  des  Werthes  von  j/a, 

4) 


p qx  y‘‘  — px  — qx 2 

x = 

y y 


„ _ px 

Vo~T 


Dies  giebt  folgende  TangeutenconBtruction  (Fig.  22).  Man 


Fig.  22. 


1 

> 

\\ 

xv 

(y\ 

\ 

C MU  Q 

nehme  OC—p,  fälle  von  dem  festen 
Punkte  C auf  den  Radiusvector  OP 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ordina- 
tenachse in  T schneidet,  und  ziehe 
die  Gerade  TP. 

Man  hat  ferner  durch  Substitu- 
tion des  Werthes  von  y 
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/ _ ‘ P + <1* 

2px  -J-  qx'1 


7 + ^ 


V4 


+ 7 


(/  — X7J  — 7]0  — 


px 


V 2 px  + 7XJ 

bei  unendlich  wachsenden  x wird  hieraus 


V4  + '< 


Lim  y'  — y=  — Vq,  Lim  (y  — xy’)  = y=  • 

Diese  Ausdrücke  sind  reell  und  von  endlichem  Werthe,  wenn 
q~>  0,  d.  h.  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  letztere  besitzt 
daher  zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  aus 


5)  T]  = Vq  • $ + -^= 

V q ' 

horvorgehen,  wenn  man  V~q  das  eine  Mal  mit  dem  positiven,  das 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt.. 

Was  endlich  die  Normale  betrifft,  so  bemerko  man,  dass  die 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Ausdruck  y y\  d.  li.  die  Subnormale, 
enthält  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkommt: 

6)  yy'  = — — p. 

x 

Man  kann  daher  die  Normalo  unabhängig  von  der  Tangente 
durch  folgende  Construction  erhalten:  Auf  dem  Eadiusvcctor  OP 
errichtet  man  in  P eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenachse  in  Q 
begegnet,  und  nimmt  QU  — p;  dann  ist  P U die  Normalo. 

II.  Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 

Punkt  eines  Kreises  be- 
schreibt, wenn  letzterer, 
ohne  zu  gleiten,  aufeiner 
Geraden  fortrollt,  wobei 
sich  die  Peripherie  des 
Kreises  auf  jener  Gera- 
den abwickelt.  Nehmen 
wir  die  gegebene  Gerade 
AB,  die  sogenannte  Ba- 
sis, zur  r-Achse,  den  An- 
fangspunkt der  Bewegung  zum  Coordinatenanfang  und  setzen  (Fig. 
P3)  AM  — x,  MP  = y,  LP  = LU  = a,  PLU  = a,  so  gel- 
ten folgende  Gleichungen 


Fig.  23. 
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v) 

a.  i. 

8) 


und  Normalencoiistructionen. 
x = AU  — MU  — Are  UP  — PV, 

x = aco  — a sin  co; 
y = UV  = LU  — LV, 
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y — a — a cos  03. 

Durch  Elimination  von  o aus  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
Gleichung  zwischen  x und  y gelangen,  da  aber  dieselbe  etwas  com- 
plicirt  ausfällt,  so  tliut  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
zubehalten und  darin  den  Wälzungswinkel  co  als  unabhängige  Varia- 
belo  zu  betrachten.  Dann  ist 

dx  = a (1  — cosco)  da , dy  = a sin  a da, 

mithin 

d y s in  co 

dx 


9) 


= C0t\03 


1 — COS  CO 

oder,  zufolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  Differentialquotienten, 
tan x — cot\co  = tan  (90°  — «). 

Da  während  der  ersten  halben  Umwälzung  co  180°,  mithin 
90°  — j co  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  v jedenfalls  90°  ist,  so 
schliesst  man  aus  der  vorigen  Gleichung 

x = 90°  — \co  oder  90°  — x = ico, 
d.  h.  A.  MP  T ■=  dem  Peripheriewinkel  UWP;  es  ist  folglich  WPT 
die  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P U die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  G der  Cycloide 
zum  Coordinatenanfang  und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenachse.  Für 
CN  — xx,  NP  = iji  ist  dann 

Zi  = CD  — D N = 2 a — y = a (1  -f  cos  a) 
yi  = AD  — AM  — xa  — x = a(;t  — co  + sin  co) 


10) 


<1?h 
dx  i 


dx  , » , 

= — — = tan  ‘ 
dy  * 

xx 


<P 


— COSCO 


-f-  cosco' 


V2 a 


Xi 


xp 


oder  wegen  cosco  = 1, 

a 

in  dyx  __  \ f 2 a — x t __ 

; dx  i V x , 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  vorigen  überein.  Die  linke 
Seite  bedeutet  nämlich  geometrisch  den  Winkel  Tj,  den  die  Tangente 
PT  mit  der  neuen  Abscissenachse  einscliliesst,  es  ist  daher 


Xi 
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NQ  , 

tan  Ti  — oder  tan  MP  T 


Cap.  III.  §.  22.  Krümmungskreis, 

NQ 
NC' 

woraus  wieder  folgt,  dass  P IV  ||  C Q die  Tangente  sein  muss. 

III.  Die  Kettenlinie.  Aus  statischen  Gründen  bildet  ein  voll- 
kommen biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  und  nur  der 
Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen , eine  krumme  Linie  von 
folgender  Gleichung 


12) 


y 


==|(c*+e  *)• 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  k unter  dem 


Fig.  24. 


Q\ 


Scheitel  der  Curve  liegt,  und  die 
OrdinatenachSe  vertical  durch  den 
Schoitel  geht  (Eig.  24).  Aus  Nr.  12) 
folgt 


) 


und  es  ist  vermöge  der  Werthe  von 
V und  y' 


y'  = l(e*  - 

ist  vermöge  dei 

’(i)'  -»"  = '• 

= \/Wr' 

oder  zufolge  der  geometrischen  Be- 
deutung von  y' 

V ft*  — W 


Um  hiernach  die  Tangente  am  Punkte  P zu  construiron,  be- 
schreibt man  aus  dem  Scheitel  C mit  MP  als  Halbmesser  einen 
Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  in  W schneidet,  zieht  die  Gerade 
C N,  die  mit  0 C einen  Winkel  = r bildet,  und  legt  P T senkrecht 
zu  CN;  die  Normale  PU  ist  parallel  zu  CN. 


§.  22. 

Krümmungskreis,  Krümmungsmittelpunkt  und  Evolute. 

L An  zwei  Punkte  P und  P\  einer  Curve  CPPi  (Fig.  25) 
denken  wir  uns  die  Tangenten  TP  und  T\  Pi  gelegt,  die  sieh  in  U 
schneiden,  und  die  zugehörigen  Normalen  construirt,  deren  Durch- 
schnitt Q heissen  möge;  in  dem  Sehnenvierecke  PQPi  U ist  dann 
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z:  P QPl  — z-  Tü'T\  — Z Mi 
Fig.  25. 


Z\Pi  — Z.  MTP  = ^ — x, 
der  Winkel  PQPy  giebt 
also  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwinkels r an  und  kann 
daher  mit  Z 1 bezeichnet 
werden.  Ziehen  wir  ferner 
die  Seeaale  Pj  PS  und  setzen 
Z PSM  = ö, 
so  haben  wir  im  Dreiecke 

PPi  Q 


ZPQPi=Zx, 

ZP\PQ  = 90°  — ZP1PU=90,'  — ZSPT  = 90«  — (ff  — r), 
ZPPiij  = 90°  — Z PPiU—  90«  — Z SPi  Ti  = 90«  — (t,  — tf), 
• PPi  = V(PN*  + = V(4xy-  + (z/y)*; 


vermöge  der  Proportionalität  der  Seiten  und  der  Sinus  der  Gegen- 
winkel können  wir  hieraus  die  Strecken  PQ  = r und  Pj  Q = rj 
berechnen  und  finden 


V (Zx)'2  + (Zij)2  . 
r — — 1 : — — sm  PPi  Q 


sin  Zx 


oder 


.1 


1+1 


\Zx/ 


sinZx  Zx 
Zx 


cos(x  -f-  Zx  — ff) 


Zx 


und  dem  entsprechend 


V 


/ 


1 + 


ri 


sin  Zx 

Z x 


(g)’ 

Zx 

Zx 


cos  (ff  — x). 


Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  P\  immer  näher  an  P rücken,  mit- 
hin Zx,  Zx  und  ff  — x gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren,  so 
verändert  der  Durchschnitt  Q seine  Lage,  geht  aber  nicht  in’s  Un- 
endliche hinaus ; vielmehr  nähern  sich  r und  r i der  gemeinschaft- 
lichen Grenze 

Sch  10 milch,  Analysis.  7 
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Cap.  III.  §.  22.  Krümmungskreis, 
IAm  r — Lim  rx  = 


V'+m 


dx 
dx 

m 

welche  wir  p nennen  wollen.  Aus  tan  r = y'  folgt  ferner,  weil  x 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  WinkoJ  bedeutet, 

dt/'  1 


, dx  1 

x = arctan  y,  — = - — r ■ - — — - — : — 

dx  1 + y 1 dx  1 + y 3 


y 


daher  ist  zusammengenommen 


1) 


Q — 


V(1  4- 


Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat,  dass  der 
Durchschnitt  zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letzteren 
nicht  in’s  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Grenz- 
punkte fortrückt,  ist  übrigens  geometrisch  leicht  zu  erklären.  Je 
weniger  nämlich  die  Entfernung  der  Punkto  P und  P,  beträgt,  um 
so  kleiner  ist  auch  die  Differenz  der  Längen  von  P Q und  P\  Q,  mit- 
hin lässt  sich  näherungsweis  P Q = Pj  Q als  Halbmesser  eines  Krei- 
ses ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P und  Pj  als  die  zugehöri- 
gen Tangenten  P T und  Px  1\  mit  der  Curve  gemein  hat.  Eben 
desswegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Curve  an  als 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkülirlich  auf  der  Normale  PQ 
gewählt  wäro  und  der  nur  die  eine  Tangente  P T mit  der  Curve  ge- 
mein hätte,  oder  kurz  ausgedrückt,  jener  Kreis  hat  nahezu  dieselbe 
Krümmung  wie  die  Curve  von  P bis  P,.  Diese  Schlüsse  erhalten 
ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfalleü  der  Punkte  P und  Px ; 
der  Grenzpunkt  des  Normalendurchschnittes  heisst  dann  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt, die  Strecke  p,  als  Radius  eines  Kreises  ge- 
dacht, der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  p aus  jenem 
Punkte  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  schliesst  sich 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P sie  berührende  Kreis 
und  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P. 

Diese  Vorstellungsweise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  1). 
Setzt  man  nämlich  Are  CP  = s,  so  ist  Are P Pj  =.As,  ferner  nähe- 
rungsweis, indem  man  A s wie  einen  mit  dem  Halbmesser  PQ  — Px  Q 
— r beschriebenen  und  zum  Centriwinkel  PQPX  — Ax  gehörigen 
Kreisbogen  berechnet, 

A s = r . Ar  oder  r — 

A x 
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folglich  genau  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  d s 
und  Ax 


2) 


ds 

9= 


Durch  Einführung  der  Werthe 
ds  =V  1 -f-  y'3  . dx,  dx 


y"  dx 


i + y 

geht  die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über. 

Nimmt  man  das  vorkommende  Wurzelzeichen  im  absoluten 
Sinne,  so  hat  Q immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  y" ; d.  h.  geome- 
trisch, der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einarider’ 
entgegengesetzte  Lagen  haben,  je  nachdem  die  Curve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kehrt;  im  ersten  Falle  ist  er  posi- 
tiv, im  zweiten  negativ. 

Für  die  Construction  des  Krümmungshalbmessers  ist  in  man- 
chen Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass 

3)  a = 

y3y" 

gesetzt  werden  kann,  wo  u die  Normale  im  Punkte  P bezeichnet. 

Aus  der  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y = Y 2px  qx 2 

erhält  man  z.  B.  durch  zweimalige  Differentiation 


V = — 


P- 


y3 


Y(2px  -|-  qx'2)3 
und  daher  ist  der  Krümmungshalbmesser 

«*  fu\2 

® p'2  U \p)  ’ 

• ...  * fl 

was  sich  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt,  wenn  man  z.  B.  — 

P 

als  Tangente  eines  Winkels  betrachtet.  Die  eleganteste  Construction 
der  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen. 

Für  die  Cycloide  ist  nach  §.  21 

dx  — 2 a sin 1 \ada,  y'  — cot  | cj, 

mithin 

dy'  — — ■ - ; — da, 

J 2 sin3  J « 

woraus  durch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 


y"  = — 


4 a sin 4 i a 
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Dies  giebt  den  Krümmungshalbmesser 

Q — — 4 a sin),  a = — 2 PU 

oder  gleich  dem  Doppelten  der  Normale;  der  Krümmungsmittelpunkt 
wird  demnach  erhalten,  wenn  man  die  Normale  PU  um  ihre  eigene 
Grösse  verlängert. 

Für  die  Kettenlinie  ist  nach  §.  21 

y* 

, u = y srcr  = — 

ferner 


mithin  nach  Nr.  3) 


Die  Kettenlinie  hat  also  mit  dem  Kreise  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Normale  ist;  die  Lagen 
sind  aber  einander  entgegengesetzt. 

II.  Um  die  Coordinaten  £ und  ij  des  Krümraungsmittelpunktes 
zu  bestimmen,  braucht  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  der  ge- 
suchte Punkt  auf  der  Normale  um  p vom  Punkte  P entfernt  liegt; 
daher  ist  aus  einfachen  geometrischen  Gründen 

x — £ — gsint , r]  — y = qcosz : . 
oder  vermöge  der  Werthe  von  Q,  sin  r und  cost 


4) 


„ 1+»/'*  , 1 +2/'* 
5 X y"  y » *1  V yll  ' 

Für  die  Parabel,  deren  Gleichung 


y = V~2px 

ist,  findot  man  hiernach 

v „ . - l/Üä® 

£=r3a:-fp,  i]  — — \ — • 


Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  entwickelter  Form  ge- 
geben ißt,  so  müssen  y'  und  y"  nach  den  Lehren  des  §.  16  berechnet 
werden. 

III.  Die  Formeln  4)  enthalten  in  letzter  Instanz  nur  die  drei 
Variabelen  {,  tj  und  x,  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichun- 
gen von  der  Form  y =/(x),  sowohl  y als  y'  und  y"  durch  x aus- 
drücken  kann.  Denkt  man  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  x elimi- 
nirt,  so  bleibt  nur  eine  Gleichung  zwischen  £ und  rj  übrig,  d.  h.  die 
Gleichung  derjenigen  Curve,  welche  von  den  stetig  aufeinanderfol- 
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genden  Krümmungsmittelpunkten  gebildet  wird.  Dieser  geometri- 
sche Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  heisst  die  Evolute  der  gege- 
benen Curve,  und  zwar  kommt  diese  Benennung  daher,  dass  man  sich 
die  ursprügliche  Curve  durch  Abwickelung  eines  um  die  Evolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann. 

Als  Gleichiing  der1  Parabelevolute  findet  man  mittelst  der 
angegebenen  Elimination 

* a-p)3 


r = 2? 


p 


also  eine  Curve  dritten  Grades  (die  sogenannte  semicubische  Parabel). 
Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung  unter  der  Form 

© + (!)  = 1 

dargestellt  wird,  erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 


(&  + ©'■  = >■ 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 
«2  — 1)2 

öi  = 


h = 


■1)2 


a ' b 

m 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichung 


- (?)’ 


i; 


daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Evolute 


(&-<£) 


i, 


öi  = 


««■-b  b- 


bi 


a - -f  V 


a b 

Für  die  Cycloide  gilt  der  bemerkenswert!«;  Satz,  dass  die 
Evolute  eine  mit  ihr  congruente  Cycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 
Lage  besitzt. 


§.  23. 

Formeln  für  Polarcoordinaten. 

Bei  dem  Gebrauche  von  Polarcoordinaten  wird  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Radiusvoctor  und  der  Abscissenachse  als  un- 
abhängige Variabele  betrachtet  und  jener  Vector  als  abhängige 
Variabele;  für  ZI  XOP  = 0 und  OP  = r (Fig.  26  a.  f.  S.)  ist  dem- 
nach die  entwickelte  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

1)  r = /(Ö), 
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woraus  sich  die  Differentialquotienten 


Fig.  26. 


u.  s.  w. 

leicht  nbleiten  lassen.  Es 
fragt  sich  nun,  welche  neue 
Formeln  an  die  Stelle  der  frü- 
heren treten,  wenn  man  statt 
der  rechtwinkligen  Co  rdina- 
ten  Polarcoordiuaten  einführt. 

Der  Uebergang  von  dem 
einen  zum  anderen  Coordina- 
tensysteme  geschieht  bekannt- 
lich mittelst  der  Fonnein 


y — rsin  0 ; 


2)  x — rcosd, 

eine  Aenderung  des  6 hat  nun  gleichzeitige  Aenderungen  von  r,  x 

und  y zur  Folge,  mithin  ist 

dx  dr  . .. 

-Tr?  — — c°su  — rsml/,. 


dy_ 

dt) 


= sind  -)-  rcosd, 


• > • . dy 

und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  = tan  z, 

dx 


tanz  — 


S sin  0 r cos  0 
(lö 


dr 

io 


tan  0 4-  r 


dz  a 
düC0S°- 


dr 


r sin  ü — — rtanO 

di)  t 


Hieraus  crgiebt  sich 

dr 1 + tan  r tan  0 1 

dl)  tan  x — tan  0 tan  (t  — 0) 

oder,  wenn  t — 0—<p  gesetzt  wird, 


3) 


dr  r' 

dÜ  ~~  7 ' 


Diese  F ormel , die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geometri- 
sche Betrachtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangentenzie- 
hens, denn  es  ist  (p  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  PT  und  dem 
Radiusvector  OP. 
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Neunen  wir  1 1>  den  Winkel  OPU,  welchen  die  Normale  mit  dem 
Radiusvector  einschliesst,  so  ist  ip  = 90°  -4-  <jP,  folglich 

Y* 

4)  tan  ip  == 

v 

Eine  in*  Coordinatcnanfange  auf  dem  Vector  errichtete  Senk- 
rechte wird  von  der  Tangente  in  einem  Punkte  V,  von  der  Normale 
in  einem  Punkte  W geschnitten;  die  Strecke  OV  heisst  dann  die 
Polarsubtangente,  OW  die  Polarsubnormalo.  Man  findet  OV 
= r tan  <p  oder 

5)  ' Pdlarsubtg.  = -y, 

Y 

6)  Polarsubn.  = r'; 

die  letzte  Gleichung  lässt  die  geometrische  Bedeutung  von  r'  er- 
kennen. 

Die  Formel  für  das  Bogendifferential 
ds2  =■=  dx 2 4"  dyi 

verwandelt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  dx  und  dy  in  die 
folgende 

7)  ’ ds”-  = dr2  4-  (rdö)2 

öder  

8)  ds  = dO  y r2  4-  —JO  V r2  4-  r'2. 


Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  aus- 
zudrücken, halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

9 ~~  dr’ 

worin  ds  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  dr  zu  berech- 
nen ist.  Die  Formel  3)  liefert 

r 1 

t — 0 — arccot  — , 


daher  ist 


rdr’  — r'fir 


dx  — dO  — — 


1 + 

dr’ 

dd 


(fl 


■dr'  — r'  dr 
r24-r'2 


, dr 
V ~dü 


,.2  4-  r'i 


dü  = - 


rr 


r2  4-  r'2 


dß 


Digiiized  by  Google 


i 

» 

r 

104  Cap.  III.  §.  24.  Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 

ri  j_  or' 2 rr"  ■ „ 

oder  ’ dt  = 1 r dl), 

r-  -4-  r- 


und  nun  ergicbt  sich  vermöge  der  Wertho  von  da  und  dt 


9) 


— VA(r*  + r'-):| 

9 r-  -f-  2r,;i  — rr" 


Für  den'Fall,  dass  die  Gleichung  der  Curve  unentwickelt  in 
Polarcoordinaten  gegeben  ist,  hat  man  r'  und  r"  nach  •§.  16  zu  be- 
rechnen. 


$.  24. 


Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 


I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen.  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zum  Pol,  die  Jlauptachse  zur  Abscissenachse  uud 
rechnet  den  Winkel1 0 vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekanntlich 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 


. 1 1 £ COS  ') 

Fig.  27. 


Vector  und  Normale  die  Formel 


und  in  Beziehung  auf 
Fig.  27, 

FP  — r,  ZAFP-Q-, 
dabei  bedeutet  p den 
flalbparaineter  gleich  der 
BrennpuuktsordinateF’G 
und  f die  numerische 
Exentricitiit,  d.  h.  das 
Verhältnisa  von  r zum 
Abstande  PN  des  Punk- 
tes P von  der  Directrix 
DE.  Aus  Nro.  1)  erhält 
man  für  den  Winkel 
FP  V — tl>  zwischen 


tan  tl>  = — 


£ sin  0 

1 scosl) 


uud  für  dessen  Supplement  FPU,  welches  % heissen  möge, 
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cos  x — 


v,  f sin  6 

— i + 

14 - e cos  0 

i / ~—  ■ , sin  x = 

Kl  + 2 s cos  0 + a2 


s sin  d 


V 1 + 2 s cosä  + e3 
Hieraus  kann  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  Hauptachse 
abgeleitet  werden;  es  ist  nämlich  Z FUP  = 0 — % , 
sin  F U P = sin  0 cos%  — cos  0 sinx 
und  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  X und  sin  X 

■ -ri  t*  -n  sin  0 

sin  FUP  = - T--  . 

V 1 + 2 £ cos  ü -f  £2 

In  dem  Dreiecke  FPU  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP  = r 
und  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F U und  P U = u leicht 
zu  berechnen  sind.  Man  hat  zunächst 


FU  = 


mithin 


rsm  x 
sin  F UP 


sr 


FU  — 


r* 

PN' 


dies  giebt  eine  neue  Normalenconstruction  entweder  mit  Hülfe  der  Di- 
rectrix  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Vector  die 
Strecke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
T mit  dem  Mittelpunkte  C verbindet  und  nachher  die  Normale 
PU  j)  TC  legt.  Für  die  Normale  u erhält  man 

rsind  -i/-- — : — 77—; ; 

M r „ Tv  y,  = r V 1 + 2 £ cos  0 + s3 
sin  FUP 

mithin 


« cos  %,  = r (1  -j-  ecosO)  = p; 

hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Projection  der  Nor- 
malo aüf  den  Vector  eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
Halbparameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Vector  die 
Strecke  P S = F G und  errichtet  in  S auf  PS  eine  Senkrechte,  so  be- 
stimmt letztere  auf  der  Achse  den  Punkt  U,  durch  welchen  die  Nor- 
male geht.  Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  ferner  die  geo- 

. metrische  Bedeutung  von  und  hierdurch  wird  die  in  §.  22  für 

den  Krümmungshalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

q — — usec3x< 

deren  Cor.struction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  U aufderNor- 


Digitized  by  Google 


10G  Cap.  III.  §.  24.  Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 

male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vcctor  in  Jl  schneidet,  und 
nachher  durch  R eine  zu  PR  senkrechte  Gerade  legt,  welche  dar 
Normalen  im  Krümmungsmittelpunkte  Q begegnet. 

II.  Die  Lemniscate.  Auf  einer  Geraden  sind  zwei  feste 
Punkte  F und  G im  Abstande  FG  — 2c  gegeben,  und  es  wird  der 
geometrische  Ort  des  beweglichen  Punktes  P für  den  Fall  gesucht, 
dass  das  Rechteck  FP  . GP  von  constautem  Inhalte  und  zwar  gleich 
dem  Quadrate  über  \ F G — c ist.  Auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  x- Achse  die  Gerade  F G (Fig.  28)  und 
dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  F G ist,  lautet  die  Gleichung 
der  Curve 

V(c  — «•)*  -j-  y2  ■ V (c  + x)1  + y'2  = c* 

und  nach  gehöriger  Reduction 

■(**  + »*)*  = 2 — 2/’)-  ■ - 
Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  (x  — r cos  0 , y = r sin  0) 
wird  die  Gleichung  einfacher 

r*  = 2 c2  r2  cos  2 0 
oder,  wenn  c V~2  — a gesetzt  wird, 

r = aV  cos  2 0. 

Hieraus  ergiebt  sich  augenblicklich 

tan  ip  ==.  tan  2 0 ; 

*. 

der  spitze  Winkel  zwischen  Vector  und  Normale  beträgt  also  das 
Doppelte  von  0,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  ist. 
Fig.  28.  Fig.  29. 


III.  Die  K reisevolvente.  Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  glei- 
ten so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  immer 
berührt,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge- 
nannte Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  A jener  Punkt 
und  zugleich  Berührungspunkt,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  sei 
QP,  der  Wälzungswinkel  A 0 Q — <o , /L  A 0 P = 0,  A 0 = <l 
(Fig.  29),  es  ist  dann 
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Q P = arc  QA  — am , 

mithin  in  dem  Dreiecke  0 P Q ‘ 

r = «V  1 -|-  m-  , tan  (ca  — 0)  = ca. 

Durch  Elimination  von  ca  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
eine  Gleichung  zwischen  r und  0 ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
mer, die  obigen  Gleichungen  ungeändert  beizubehalten  und  ö als  un- 
abhängige Variabele  zu  betrachten.  Man  hat  jetzt 


dr  — 


am  dm  dm  — dO 


= dm 


]/  1 ca3  ’ cos 2 (ea  — 0) 

und  aus  der  zweiten  Gleichung 

d 0 = sin'1  ( m — 6)dm  — - d m , 

1 CJ2 


mithin  durch  Division 


dr 

dü 


aVl  -K< 

CO 


Setzt  man  wie  früher  4-OPV=il>,  A.OPQ  = x<  so  er- 
giebt  sich 

tanii>  = — y = JLt  tan  Z — = co((m  — 0), 

es  ist  folglich  % = 90°  — ^ P 0 Q oder  P Q die  Normale , wie  zu 
erwarten  war. 


Man  hat  ferner 


dr'  = = _ 


und  durch  Division  mit  d 0 


e>2V"  1 + ca2 


d m 


a V 1 -|- 


r = — 


m 4 


nach  Formel  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 
Q = am  =PQ, 

mithin  ist  Q der  Krümmungsmittelpunkt,  wie  sich  nach  der  Ent- 
stehungsweise der  Curve  erwarten  liess. 
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Tangenten  und  Normalobonen  an  doppelt  gekrümmten 

Linien.  . 


I.  Eine  Curve  doppelter  Krümmung  hat  bekanntlich  zwei  Glei- 
chungen, weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  werden 
kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa  in  der  Ge- 
stalt 

1)  f(x,y,z)  = 0,  F(x,y,z)  = 0, 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal  z,  einmal  y eliminiren  und  erhält  dann 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  y = (p(x),  z = 

t 

womit  die  Projectionen  dqr  Curve  auf  die  xy-  und  auf  die  #z-Ebene 
bestimmt  sind.  Es  mögen  nun  rwei  Curvenpunkte  Pund  P\  betrach- 
tet werden,  deren  Coordinaten  x , y , z und  x~\~zix,y-\-zly,z-\-  zJ  3 
heissen  sollen.  Die  Länge  der  Seime  P P\  ist 

PPi  .=  V Jx*  + xUf  -(-  4 z* 

und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  PP,  mit  den  Coordinatenachsen 
einschliesst,  durch  6X,  6V,  <5.  bezeichnen,  so  haben  wir 

/)x  1 

+ «■+**  V‘  + ö5),+.e '&■ 


cos 


V zJx*  + Ay*  -f-  dz* 


JjL 

zJx 


V'+m+&y' 


COS  0 g — 


djs 

V^X*  + zly2  + Jz* 


' i it 

Jx 


Bei  unendlich  abnehmenden  d x rücken  die  Punkte  P und  P, 
einander  immer  näher,  die  Secante  dreht  sich  um  den  fest  bleibenden 
Punkt  P und  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtung 
durch  drei  neue  Winkel  xx,  ry,  t,  bestimmt  wird;  aus  den  vorigen 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 


Digitized  by  Google 


f 


COS  Tx 


an  doppelt  gekrümmten  Linien. 

* * 

1 1 


10.9 


Vj+(S)  +(s)’  ^ 


3) 


cos  r„  — 


dy_ 

dx 


+(©■+(©•  Kr 


f </'2  + *'2 


v . 


+ y * 4-  e 2 


COST  r 


f?  £ 


V- + (©'+(£)'  /rT?7T7,! 

Der  gemeinschaftliche  Nenner  der  drei  Brüche  hat  einen  geo- 
metrischen Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  P I\  mit  z/s 
und  die  gleichnamige  Sehne  mit  z/ ö,  so  findet  die  Gleichung  statt 

z/s  z/s  z/ö z/s  "1/  /z/  i/ vs  /z 

— z/ö  z/a;  , z/ö  .r  ' \z/jy  lz 


z/a; 


i'z/z 

Ws 


z/s 


4) 


bei  verschwindenden  z/a:  convergirt  gegen  die  Grenze  1 imd  aus 
der  vorigen  Gleichung  wird 

oder 

5)  ds2  ==  dx 2 -f-  d«/2  + d*2. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  fiir  die 
Richtungswinkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 


dx 


cost,  — 


de 


6)  costx  ds,  cost,  — ^ ds 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xy  e aufzustellen, 
nennen  wir  rj,  £ die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Tangente,  r seinen  Abstand  vom  Punkte  xy z und  haben 

| — x = rcos  tz,  y — ?/  = r cos  Tt , £ — e = rcosvz 

£ — x y — y £ — e 


mithin 


COö  ^ X 


cos  rv 


cos  xz 


oder  vermöge  der  drei  angegebenen  Cosinuswerthe 

m\  t — x _ v — y _ £ - * 

i)  - — - 


dx 

ds 


dy 

ds 


de 

ds 
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Denkt  mnn  sieh  die  Tangente  auf  die  Ebenen  xy  und  xz  pro- 
jicirt,  so  gelten  für  die  Projcctionen  die  Gleichungen 

8)  = £ (.*-•), 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  den 
gleichnamigen  Projectionen  der  Curve,  was  geometrisch  unmittelbar 
einleuchtet. 


II.  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Berüh- 
rungspunkt der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve ; ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Sind  £,  f],  £ die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Normalebene,  so  muss  die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form 
+ B(ri-y)  4 = 0 

sein,  weil  die  fragliche  Ebene  den  Punkt  xyz  enthalten  muss.  Da 
ferner  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soll,  so.  müs- 
sen ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  Xx , xy , x,  sein, 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der 'analytischen  Geometrie  folgt 
A : B : C ~ cos  tx  : cos  xv  : cos  r, . 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

cos xz (|  — x)  -f  cos x,j (t]  — y)  -f  cos  r,  (£'—*)  ==  0 

d.  h. 

oder  auch 


Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  Differentialquotientcn 
du  da 

— — und  -r—  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhalten, 
dx  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  kennt 
man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  I.iuie 
angesehen  wird , und  lässt  sich  die  im  Anfänge  dieses  Paragraphen 
angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  man  die  Gleichun- 
gen 1)  zur  Entwickelung  von  und  ^ benutzen.  Die  Differen- 


tiation derselben  giobt  unter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  eine 
unabhängige Variabele  x und  zwei  abhängige  Variabelen  y,  z vorhan- 
den sind, 
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8/ 

dx 


+ 


8/ 

dy 


dF  dF 
' dx  ' dy 


dy 

dx 

dy 

dx 


i 8/  ^ * 

^ dz  ' 


dF 
+ dz 


dz_ 

dx 

dz 

dx 


= 0, 
= 0, 


und  hieraus  findet  sieh  durch  Elimination 


df  dF  ' dF  df 


H) 


dy  , 

dx 

dz 

dx 

dz 

dx  ^ 

dF  _ 

v__ 

8 / . 

jöF  ’ 

dy 

dz 

dy 

dz 

df  . 

dF 

dF 

df_ 

iz 

dx 

. Zy 

dx 

dy 

dx 

dF  < 

, d/  _ 

df  . 

dF 

.dy 

dz 

dy 

dz 

V 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  einer  Kugelfläche  mit  einem 


Fig.'  30. 


• f(z,y,e) 
F(x,  y,  z) 
Daraus  erhalten  wir 
df_ 
dx 


Cylinder,  dessen  kreisförmiger 
Querschnitt  den  Kugelhalbmes- 
ser zum  Durchmesser  haben, 
und  dessen  Mantel  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen  wir  2 a den  Kugel- 
halbmesser und  legen  die  x- 
Achse  in  die  erzeugende  Ge- 
rade, welche  durch  das  Kugel- 
centrum geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Curve  folgende 
Gleichungen 

X2  + 2/2  + *2  — 4 «3  = 0 > 
y 2 — 2 az  + z2  = 0. 


_ oT 

ZX  , r.  .. 


^-0 

dx  ’ 


l — • 


und  mittelst  der  Formeln  in  Nro.  11) 

dy  x(z  — a)  dz 

dx  ay  ' dx 

demnach  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 
x(z  — a)  . «, 

n — y — ay  (£-*).  t — * = 


X 

a 


x 

a 


(I  — x). 
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Die  Gleichung  der  Jformalebene  ist  • 

* t _ , *•(*—«) 


I — * + 


n y 


(? — y)  — — (5  — «)  = o 


und  bei  gehöriger  Reduction  ’ -* 

a t z — n . '' 

■ x * + y V * — °;  ’ 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalebene  immer  durch  den  Coor- 
dinatenanfang  (den  Kngolmittelpunkt)  geht,  was  bei  einer  ephärischen 
Curve  zu  erwarten  war. 


§•  20. 

Die  Krümmung  räumlicher  Curven. 

I.  So  wie  wir  in  §.  22  den  Grenz  punkt  aufsuchten , in  wel- 
chen der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  einer  Plan- 
curve  überging,  wenn. die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir 
auch  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in 
welche  der  Durchschnitt  .zweier  benachbarter  Normalebenen  beim 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
trachten wir  zwei  Punkte  P und  P\ , deren  Coordinaten  x , y , z und 
x -(-  A x , y -)-  A y , z Az  heissen  mögen,  und  legen  durch  jeden 
eine  Normalebene;  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  sind 

1)  (£— *)<**  4-  (n—y)dy  4-  (&  — z)dz  — o,  ’ ; 
(|  — x^dxx  4-  (ij— »/i)rfyi  4-  (5  — zjclz,  —0. 

In  Beziehung  auf  x , y , z betrachtet,  ist  die  erste  Gleichung  un- 
ter der  allgemeinen  Form  f(x,  y , z)  0 enthalten,  die  zweite  un- 
ter der  entsprechenden  Form  f(xi,  yt , «i).=  0 oder  f(x  z/x , 
y -(-  Ay , z Az)  = 0 ; es  gilt  aber  immer  die  Gleichung 
f(x  4-  Ax,  y -(-  Ay,  s 4-  Az)  — f(x,  y,  z)  4-  z/f(x,  y,  z) , 
worin  Ai(x,  y,  z)  die  totale  Differenz  der  Function  f bedeutet,  fer- 
ner ist  f(x,  y,  z)  — 0,  mithin  lässt  sich  die  Gleichung  der  zweiten 
Normalebene  durch  ■ , 

2)  A[(£  — x)dx  -f-  ( *i  — y)dy  4-  ($  — *)«**]  = o 

darstellen.  Um  noch  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d statt  A, 
und  erhalten  durch  Ausführung  der  angedeuteten  totalen  Differentiation 
(£  — x)d2x  4-  (>?  — y)dty  4-  (£  — z)d*z  j _ 

— dx J — dif  — d*2  j “ ° 
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oder  kürzer  v ^ 

3)  * (|  — x)  d*x  + (ij  — */)  (Py  + (£  — z)  d'-z  = ds2. 

* * 

Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  Z — z,  das  andere 
Mal  r]  — y aus  d6n«  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte,  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  so  nehmen 
Wir  die  Gleichung  3)  statt  Nro.  2),  wobei  der  beabsichtigte  Uebcr- 
gang  zur  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  von  d statt  z/  ausge- 
sprochen ist.  Indem  wir  die  Abkürzungen 

4)  X — dydiz  — dzd'2y,  Y = dzd‘2x  — dxd'2z, 


Z = dxd'2y  — dyd2x 

einführen,  erhalten  wir  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 


5) 


y — y — -jr(£  — x)  — 

= (I-*)  + 


ds2  dz 

~X~' 

ds 2 dy 
X . ’ 


und  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
vop  zwei  benachbarten  Normalebenen.  Die  Winkel,  welche  die  ge- 
nannte Grenzlinie  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  mögen  8* , 
itj, , ■8’.  heissen ; nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  dann 

v COS&x  COS  itv  COS  8* I 

X ~ Y — Z ~ YX2  + Y2  + Z2 


Auf  die  hiermit  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  vom  Punkte  P 
eine  Senkrechte  PQ;  den  Fusspunkt  Q nennen  wir  den  zu  P gehö- 
rigen Krümmungsmittelpunkt,  die  Längo  PQ  — q den  Krüm- 
mungshalbmesser. Sind  nun  Qx,  , Qr  die  Winkel,  welche  p mit 
den  Coordinatenachsen  bildet,  so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

7)  £ — x = q cosqx,  rj  — y — q cos  Qy , £ — z — q cos  Qt , 
ferner  ist,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen,- 

COS  8*  COSQx  + COS&y  COS  Qy  -f-  cos  8,  cos  p,  = 0, 
oder  auch  durch  Substitution  der  sechs  Cosinuswerthe  aus  6)  und  7) 

8)  • X(i-x)  + Y(n-y)  + Z(Z-z)  = 0. 

Zur  Bestimmung  von  £,  r],  Z führt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Krümmungsmittelpunkt  sowohl  in  der  Grenzlinie  5)  als  auch  in 
der  Senkrechten  PQ  liegt,  dass  also  £ , 7],  £ den  Gleichungen  5),  7) 
und  8)  genügen  müssen  ; hieraus  findet  man 

ScblOmilch,  Analysis.  0 
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* / „ Yde  — Zdy  , ' 

6 X2  -f  X2  + Z* 

Z<lx  — X dz 

n — y 


ds 2 


1 = 


. <?S2. 


9)  j ’i  « — + r-’  + x2 

X di)  — X <7* 

x7  4-  rs  4-  z2 
Für  clie  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  erhält  man 

q*  = «-*)»  4-  (»i-?/)2  4-  (5  - *Y 

und  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

. VtYdis 

10)  Q = — 


Zdy)*  4-  (Zdx  — X dz)-  -j-  (X  dy- 
X2" 


Ydx)‘ 


X 2 4-  Z - 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  entwickeln  wir  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 
X1  (dy*  4-  dz'1)  4-  X2(drs  4-  dx*)  4-  Z*  (dx*  + dy*) 

— 2 (XYdxdy  4-  ZXdzdx  4-  Y Zdy  dz) 
und  ersetzen  die  Coefficienten  von  X2,  X2,  Z*  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe 

ds2  — dx" , ds*  — dy*,  ds 2 — dz*; 

die  vorige  Quadratsummo  geht  dann  über  in 

(X2+  X2  4-  Z*)ds*  — (Xdx  4-  Ydy+Zdz)*, 
und  hier  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  X,  X,  Z.  Damit  verwandelt  sich  die.  Formel 
10)  in  die  folgende 

ds* 

9 ~~  V'x*  4-  Y 2 4-  z.* 

Ferner  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung 

X2  4-  X2  4-  Z*  = [(d2*)2  -f  (d2» i)*  4-  (d*z)*  — (d-’s)2]  ds*, 
und  kann  daher  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 

ds*  ' 

' 9 ~ V (d*x)*  + ( d*y )*  4-  (d*z)*  — (, i*s )*■ 
diese  ist  wieder  einerlei  mit 

12)  Q 


vwu  pf j*  m : 

wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  finden 
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%/ 

wird.  Endlich  kann  man  die  Formeln  9)  durch  die  folgenden  er- 
setzen 


13)  = 


<(£) 


ds 


y = q2 


■ 5 — * = 


ds 


Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung, , dass  man  zu  diesen  For- 
meln auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krüm- 

//  g 

mungshalbmesser  als  der  Gnenzwerth  des  Verhältnisses  angese- 
hen wird,  wenn  z/r  den  WiAkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 
Punkten  P und  Px  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Betrachtung  kurz 
durchführen,  weil  sie  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  auf 
S.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist.  Die  Tangente  im  Punkte  P 
bildet  mit  den  drei  Coordinatenachsen  .die  Winkel  rx , x:j , xt , deren 
Cosinus  an  die  Gleichung  ^ ‘tkli 

14)  (cos  tx)1  4"  (cos*J&*4-  (cos  r,)'2  = 1 

gebunden  sind;  die  Tangente  im  nächsten  Punkte  schliesst  mit 
den  Achsen  drei  neue  Winkel  ein,  deren  Cosinus  von  den  vorigen 
Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

cos  x x A cos  tx , cos  xy  -|-  A cos  Xy , cos  xt  4"  A cos  rr 

bezeichnet  werden  können;  für  dieselben  ’ gilt  die  entsprechende 
Gleichung 

15)  (cos  xx-\-A cos  rx)a  -f-  (cos  xy  -{-Acos  r,)s  -)-  (cosx,-\-d cosx2)‘>=  1. 
Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  A x,  welcher  be- 
stimmt wird  durch  die  Formel 

cos  4 x = cos  xx  (cos  xx  -(-  4 cos  xx)  -(-  cos  xv  (cos  Xy  4 cos  ry) 

4-  cos  xt  (cos  X,  4 cos  xt). 

SubtraKirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Gleichuugen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1 — cosAx)  = (4cosxxy  -f-  (4  cos  Xy)2  4-  (Acos  t-)a, 

woraus  folgt  • 

2 sin  \4 x = V (Acosxxy  4-  ( Acosxt )2  4"  (Acos  rt)2. 
Ferner  ist,  wenn  der  Bogen  PPi  mit  As  bezeichnet  wird, 


As  sin  i 


Ax 

und  nach  dem  Vorigen 
As'  _ sin\A  x 
Ax  ~ \A x 


Ai 


As 


\Ax 


2 sin  \A x 
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Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  verschwindende  A s und  Az  über, 
so  erhalten  wir  linker  Hund 


Lim 


As 

Az 


ds_ 
d x 


9 » 


rechter  Hand  convergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  und  da- 
mit gelangen  wir  zu  der  Formel 


Q — 


^ / (dcos  rx\*  , (dcosxy\l  , (dcos 

V + \~ds  ) + vor ) 


welche  nach  Substitution  der  Werthe  von'  costx,  coszt,  cos  T,  (Xvo.  6 
in  §.  25)  mit  Formel  12)  identisch  wird. 


Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittel- 
punktes sowie  des  Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allgemein, 
welche  auch  die  unabhängige  Variabelo  sein  möge ; sie  vereinfachen 
sich  aber , wenn  man  eine  der  Grössen  x , y , z , 8 als  unabhängige 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  llorizoutal- 
und  Verticalprojectiou  bestimmt,  so  ist  x die  unabhängige  \ariabele, 
dx  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  und  eben 
desshalb  von  X unabhängiger  Zuwachs  des  X,  folglich  d'2X  = 0;  un- 
ter Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 


dy 

dx 


= </  = v'W. 


’bl=z  y"  =z  q>"(x)  u.  s.  w. 


erhält  man 
17) 


jetzt  aus  den  Formeln  11)  und  9) 

„ _ ^ f (1  + //'■■*  + 

V (y'z"-y"z')*  + y"*  4-  *"*’ 


18) 


I — x = — q°- 


v — y = 9 


, y 


( s- 


Z — Q- 


y'y"  + e'z" 

(1  -f  y'*  + *'*)*’ 

- QA"  - y"x’)z' 

(i  + y •*  + ; 

+ 0 i'e"  - ü"*')y' 
(i  4-  yhi  + A4 


Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  Werthe 
von  y , y' , y" , z,  z' , z"  und  q nur  die  vier  Variabelen  x,  |,  ij,  £; 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x zwei  Gleichungen  zwischen 
r\,  £ bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geometri- 
schen Ort  der  Krümmungsmittelpunkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  s 
als  unabhängige  Yariabele , mithin  X , y , Z als  Functionen  von  S an- 
sicht ; es  ist  dann  d-  s — 0 und 
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1 


Q = 


VWFWhW 


20)  | — x = q‘ 


d2x 
ds2  ’ 


n — v 


tl. 

dsl 


* = ^77*- 


d2z 

ds2 


II.  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formeln  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkung  daran  zu  knüpfen.  Legt  man  durch  den  Punkt  P eine 
Ebene  senkrecht  zur  Grenzlinie  6) , so  erhält  man  die  Ebene  des 
Krümiiungskreises,  die  sogenannte  Krümmungsebene;  ihre  Glei- 
chung ist  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 

X(i-x)  4 Y(v~lf)  + Z(l-z)  = 0. 

Diese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Punkt  zu  Punkt,  und  man 
kann  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Borüh- 
rungsebenen  bestimmen.  Da  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der- 
selbe ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln,  so  brauchen  wir  nur  den  Winkel  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einscliliessen.  Die 
Richtungswinkel  dx , dy , der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung 

(cos  ö>)*  -|-  (cos  dt)2  4 (cos  d.)2  — 1 ; 
die  zweite  Grenzlinie  hat  andere  Richtungswinkel,  deren  Cosinus 
durch  cosdx  -f-  Acos  dx , cos dy  + A cos  d,n  cos d,  4 A cos d,  darge- 
stellt werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 
(cos  dx-\-A  cos  ft*)*  4 (cos  dy  4 A cos  8^)3  (cos  dz  4 A cos  ff»)2  = 1 • 
endlich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel 
dessen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird: 
cos  A o — cosdx(cosdx  4 Acosdx)  4 cosdy(cosdy  4 Acosdy) 

4 COSd,(cOSd,  4 Acosd,). 
Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
beiden  vorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

2(1  — cosAco ) ==  (Acosdx)2  4 (Acosdy)2  4 (A  cos  d,)2, 

2 sin \A a ==  V"  (. Acosdx )2  4 (Acosdy)2  4 (Acosd',)2. 

Ferner  ist 

As  _sin\Aco  As 

Aa  \Aco  2sin\Aa 
sin  \A<o  1 

C03dxy  ^ ^ AcOsdyy  ^ ^Acosd,y’ 
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beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  zJ  s ttnd  zl  m wird 

Lim  —3-—  = —7—  und  diese  Grösse  nennt  man  den  Halbmesser 
zJa  da 

der  zweiten  Krümmung  oder  den  Torsionshalbmesser;  er 
liegt  senkrecht  zum  Krümmungshalbmesser  und  bestimmt  sich  durch 
die  Formel 

2,)  f,=V(^)'+(i 

Diflerenzirt  man  COS  ,'  cos  , cos  ft. , indem  man  ihre  Wertho 
aus  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

22)  U—YdZ  — ZdY,  V—ZdX—XdZ,  W—XdY—YdX , 

jb*  = x2  4-  r*  4 z2 

einführt,  so  findet  man  leicht 

, „ VZ—WY,  _ WX—UZ.  . UY—VX 

dcosvx  — — , dcos&v=  ß3  , dcosv,  — — , 

(d  cos  (dcos&y)1  4 (d  cos  f>r)2 

_ (u2  + F2  4-  wy  (X2  4 r»  4 x2)  - (ux  4-  vy-\-  wzy 

Re  ■ 5 

zufolge  der  Werthe  von  U,  V,  TF  ist  aber  U X -f-  VY-\-  W Z = 0, 
mithin 

• • r/a  -L  f2  4-  W% 

(dcos&xy  4-  («cos  fr,)2  + (dcos  #,)2  — — 


R* 


23) 


Pi 


R3ds 


V U*  + F2  4-  IF2 

Um  U,  F,  W weiter  zu  entwickeln,  berechnen  wir  zuerst 
dX  — dyd3z  — dzd3y , dY  = dzd3x  — dxd3e , 

<ZZ  = dxd3y  — dyd3x, 

und  leiten  hieraus  Z7,  F,  TF  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  zur  Ab- 
kürzung setzen 

24)  S = ( d2xd3y  — d3y  d3x)  de  4 (d2zd3x  — d-xd3z)dy 
4 (d3yd3z  — d3zd3y)dz; 

wir  erhalten 

U—Sdx,  V=Sdy,  W = Sdz, 

V U*  4 F2  4 W'2  = sVdx 2 4 dy3  4 dz>  = Sds, 
mithin  nach  Nro.  23) 


25) 


Pi 


x2  4-  r2  4-  z* 
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Wenn  für  alle  Punkte  einer  Curve  die  Gleichung  S = 0 be- 
steht, so  ist  p,  = 09  , d.  h.  je  zwei  auf  einander  folgende  Krürumungs- 
ebeneu  fallen  zusammen.  Die  Gleichung  S = 0 spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  aus,  unter  welcher  eine  im  Raume  liegende 
Curve  eben  ist. 


§■  27. 

• • , 

Tangentialebenen  und  Normalen  an  Flächen. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  entweder  in  der  unentwickel- 
ten Form 

1)  F(x,y,g)  = 0 L 
oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  *■=/(*.  y)  - '^u 

gegeben  sein,  jedenfalls  enthält  sie  zwei  unabhängige  Variabele, 

fjg  welche  in  Fig.  31  durch 

die  Coordiuaten  OM=x 
und  MN=y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte 
Coordinate  NP^='e  von 
x tfnd  y abhängt.  Einer 
partiellen  Aenderung  des 
x um  MM\  — NNi  =4x 
entspricht  eine  partielle 
Aenderung  des«,  welche 
durch  4 zx  bezeichnet 
werden  möge ; ebenso 
führt  die  partielle  Aen- 
derung des  y , nämlich 
NN..  = -J y , zu  einer 
zweiten  partiellen  Aeude- 
rung  des  z,  die  zl  zy  heis- 
sen möge.  Durch  die  drei 

Punkte  P,  Pi,  Pj , deren  Coordinaten  sind 

x,  y,  x -f-  zlx,  y,  e -f  4zx-,  x,  y 4-  4y,  e + 4g,, 
legen  wir  eiue  Ebene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren 

3)  £ = Ai  + Br,  -f  C j 

die  Coeföcienten  A,  B,  C müssen  dann  folgende  Bedingungen  er- 
füllen 
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4)  e = A x -j-  B y -}-  0 , 

s -f-  J zx  = A {x  -j-  J x')  -f-  Pj/  -f-  C, 
e -f  Je,  = Ax  + Bin  + dy)  -f  C. 
Hieraus  erhält  mau  leicht 


yt  — 


B 


Jzu 


Jzx 


Jx' Jy  ' Jx 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P I\  P3 


x — 


Jz„ 

Jy 


£ — e = 


JZs 


(f-*)  + 


Jz. 


(v  — ?/)- 


Jx  ' ' Jy 

Bei  verschwindenden  J e uud  J y fallen  die  Punkte  P,  Pt , P< 
in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf 
einen  Punkt  . zusammen,  die  Sclmittebeue  wird  zur  Berührungsebene, 

g //  g 

die  partiellen  Differenzonquotienten  — und  — — - gehen  in  die  par- 


8# 

tiellen  Differential quotienten  — — und 

CJP 

sich 

5)  t — * 


dz 

dy 


über,  und  daher  ergiebt 


als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Dass  wirklich  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Recht  die  Be- 
rüliruugsebeno  heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Durch 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Coordinaten  x,  y,  e und  x -|-  Jx, 
y-{~zJy,z-\-  Je  sein  mögen,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

Jy 


Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und  lassen  Jx,  Jy,  Je  gegen 
die  Null  convergiren,  so  wird  die  Secanta  zur  Tangente,  uud  die 
Gleichungen  der  letzteren  sind 


dy 


■ *) . £ — * = 


dz 

dx 


(!-*)• 


Der  Uebergang  von  einem  Flächenpunkte  zum  anderen  ge- 
schieht nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  Jx  als 
Jy  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  tötnle  Aenderung  des 


e berechnet;  es  ist  daher  , mithin  auch 

Jx  dx 


eine  ganz  beliebige 


Grösse  q und  zwar,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tan- 
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gente  des  Winkels  zwischen  der  r- Achse  und  der  Horizontalprojec- 

tion  der  Tangente.  Andererseits  hat  man 

dz  , , dz  , dz  dz  , dz 

n . dx  -f-  -x — dy , -t—  = -5 — -f-  — q, 
dx  dy  me  dx  dy 

folglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xyz  gelegten 

Tangente 


de  = 


V.-y  = q^X),  t,  — z — (|i-  + 

Lässt  man  den  Winkel  zwischen  der  x-  Achse  und  der  Horizon- 
talprojection  der  Tangente  von  0°  bis  360°  gehen , mithin  2 alle 
Werthe  von  — ao  bis  -f-  oo  durchlaufen,  so  erhält  man  rings  um  den 
Punkt  xyz  herum  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
metrischen Ortes  jener  Tangenten  ergiebt  sich  durch  Elimination  von 
q aus  den  beiden  vorigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  5). 

Die  Winke],  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialebene  errich- 
tete Senkrechte  mit  den  Coordinatenachsen  einscliliesst  (die  sogenann- 
ten Stellungswinkel  der  Ebene)*  mögen  vx,  vv,  v,  heissen;  nach  bekann- 
ten Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafür  aus  Nr.  5) 


6) 


cosvx  — — 


COS  Vy  — 


COS  V,  — -f- 


dz 


V(g 

dx 

f +•  i 

dz 

dy 

V(& 

l*+  1 

1 

(*)’+« 

vm 

* + 1 

Eine  im  Berührungspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
errichtete  Senkrechte  wird  die  N »r  m a 1 e der  Fläche  genannt ; ihre 
Richtungswinkel  sind  identisch  mit  vx,  vv,  vx  und  daher  durch  die 
Formeln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
xyz  gehen  muss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Regeln 
leicht  aufzustellen;  man  findet 

7)  «-*>• 
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wobei  man  sich  die  Normale  auf  die  Ebenen  xe  und  y e projicirt  zu 
denken  hat. 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  vorkommenden  partiellen 
Differentialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aus  Nro.  2)  oder 
aus  Nro.  1)  nach  den  Formeln 


de 

dx 


dF 

dx 

dF 

de 


de 

dy 


dF 

dy 

dF 

de 


8) 


(C  — *)  = o. 


Im  letzteren  Falle  nimmt  die  Gleichung  der  Berühruugsebene  fol- 
gende symmetrische  Gestalt  an 

dF 
de 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 


dF  dF  . ■ 

07  <*-*>+  -dj^-y)  + 


so  erhält  man  aus  Nro.  6) 
dF 
dx 


10) 


cosvx 


dy  J 

dF 

dy 


N * N 

und  als  Gleichungen  der  Normale : 

£ — x r]  — y 


cos  vz  = 


dF 

de 

N 


11) 


c£ 

dx 


dF 

dy 


£ — B 

dF 

de 


Passende  Beispiele  für  alle  diese  Formeln  bieten  die  Flächen 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichun- 
gen von  der  Form  e = Ax3  By 2 sind,  wird  man  sich  der  For- 
meln 5),  6)  und  7)  bedienen ; bei  den  centralen  Flächen , deren  Glei- 
chungen in  dem  Schema  Ax"1  -f-  By1  -(-  Ce-  -j-  D — 0 enthalten 
sind,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  11)  bequemer,  weil  man 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  Ellipsoid  z.  B., 
dessen  Gleichung 


— + 
a * ^ 


?r 


e * 

4-  

‘ r.i 


0 


b 2 • c‘ 

ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 


y_ 

v* 


( n -y)  + -^-(S- 


■e)  = 0 


oder 
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* 

a'2 


f+JL 

6 ^ b* 


fl  + 4-6  = 1, 


woraus  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  die  Beriihrungsebene  von  den 

• * . . cfi  b"  \ 

Coordinatenachsen  abschneidet,  der  Reihe  nach  — , — und — sind. 

x y z 


§.  28. 

* 

Die  Krümmling  der  Flächen.  ' 

t - 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  Btattfindende  Krümmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen, welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausführen.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  x y z mögen  sein 
1)  I — x 4-  p (£  — e)  = 0 und  rj  — y -f  q (£  — *)  = 0, 
wobei  wir  zur  Abkürzung 


2) 


P = 


dz  dz 

dx  ’ _ ® dy 

gesetzt  haben ; die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  «I  + ßn  + y%  — i; 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
chung 3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  | und  i\  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

(Y  — ccp  — ßq)t  + a**+  ßy  + (ap  + ßq)  z = 1, 
und  diese  Gleichung  kann  für  jedes  £ nur  dann  erfüllt  sein , wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y = ccp  -f  ßq, 

5)  ax  + ßy  + yz  .=  1 


stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Normal- 
schnitt nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3 ) x,  y,  z für  rj,  £ setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  z — f(x,  y)  einmal  z,  das  andere  Mal  y 
eliminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man , x als  unab- 
hängige Variabele  angesehen, 
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_1_  __  (dyd2z  — d2y  de)'  + (d**/)1  + (<Pe)\ 
p-  {dxl  -f-  dy'1  -f-  dz'1)-'  ’ 

ferner  durch  Differentiation  der  Gleichungen  der  Fläche  und  der 
Ebene : 


dz  = dx  4-  S—  dy.—  pdx  -f  q dy, 
cx  oy 

a dx  4~  ß dy  -f  ydz  — 0 , 
und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d2z  = rdx'1  -f-  2s  dx  dy  + tdy 1 4-  qdiy , 
ß d2y  4-  y d2z  = 0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 


7) 


0ä£ 

dx1' 


c:z 


%n-z 


dxdy'  ‘ dy 1 

Aus  den  obigen  Gleichungeu  erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination: 


dy  a -|-  py  da  pß  — qa 

dx  ß 4-  qy'  dx  ß -\-  qy 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

8)  r + 2s  + *(S)2=  M' 

Bo  findet  sich  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
d*y  31  y d*z  Mß 

dx * ß -J-  (iyl  dx2  ß 4~  4V 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen : 

dx2  + dy*  + dz2  <ß  + <iv¥  + («  + PV )*  + (pß  - 2«)ä 
dx2  (ß  + qy)3 

wobei  sich  der  Zähler  mit  Rücksicht  auf  y = pa  4-  qß  in  die 
Form  bringen  lässt: 

«sa  + ä*)  + 0s(i  +pi)  + 2(«p  + ßq)v  + (j>*  + ‘i*)r*-2«ßp<i 
= («2  + /32  -f  y2)  (1  + p2  + 32)  — a2p2  — ß*ql  — 2 aß  pq  4-  y* 

= («2  + ß*  + y2)  (i  4-  p*  + 22); 

demnach  ist  also 

dx2  + diß  + dz 2 _ («2  4-  /32  4-  y2)  AT2 

9)  dx*  ~ (ß  + yq)2  '* 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

10)  2V2  = 1 + p2  4-  q\ 
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Man  hat  nun  weiter 


M- 


aM 


dyd2z  — dzd2y  — ß (a  -f-  yp)  -f  y(pß  — <Z«) 

dar*  ~ (ß  -f-  yq)2  ß+y$. 

und  zufolge  der  oben  bestimmten  zweiten  Differentialquotienten  von 
y und  x:  ■ 

ßdyd2x  — dzd2y\2  fd2y\2  (d2z\2  ^ (cc2  + ß2  -(-  y2)M2 
\ dx 3 / + \dx2)  + Xdx2)  ~ {ß  -(-  yq)2 

Mittekt  dieses  Werth  es  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Substi- 
tution erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes : 

J_  _ _ 3I(ß  + yq)2 

9 


11) 


N>(u2  + ß2  + y2) 
oder  auch  durch  Elimination  von  ß yq  aus  9)  und  11): 

J_  _ Mdx2 

9 ~~ 


12) 


N(dx*  4-  dy2  -f  dz2) 


dy 


Bezeichnet  man  kurz  mit  y' , setzt  für  dz  seinen  Werth 
dx 

pdx  -f-  qdy  — (p  -f-  qy')dx,  und  für  M den  ursprünglichen  Aus- 
druck r -f-  2 sy'  -j-  ty'2!  80  hat  man  noch 

1 r 2sy'  -f-  ty'2 

9 ~ ~ 


13) 


JV[1  + y'2  + (*>  + 32/')2] 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
sind  die  partiellen  Differentialquotienten  p,  q,  r,  s,  t von  der  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig , unabhängig  dagegen  von 
«,  ß,  y,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebene,  nur  y'  enthält  a,  ß,  y-  denn  es  ist 


y>  _ _ ? + yp 


ß + yq 


a + (apß-ßq)p 

ß + («ß  + ßq)q 


1 + P + — pq 
-~(i  H-  95)  -\~pq 


und  es  hängt  demnach  y' , mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 


* /? 
Schnittes,  von  dem  Verhältnisse  — ab. 

« 


Aendert  man  dieses  fort- 


während, so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
male, zugleich  erhalten  y'  und  — andere  Werthe  und  man  kann 

9 

demnach  die  Krümmung  als  Function  von  y'  ansehen.  Nach  dem 
Theoreme  in  §.  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Diffcrential- 

quotient  d ^ : d y'  positiv  bleibt , und  sie  nimmt  ab , so  lange 
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er  negativ  ist;  ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  dem 
Falle  statt,  wo 


wird;  durch  Ausführung  dieser  Differentiation  erhält  man  als  Bedin- 
gung dafür 

14)  q (s  + t y')  = N[y'  + (p  -f  qy')  q). 

Eliminirt  man  q aus  dieser  und  der  Krümmungsgleichung,  so 

folgt 

r 2s?/  -f-  ty'2 i + y'*  + (p  -1-  qy')1 

s + ty'  ~~  pq  + (i  + q1)y'  • 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y' : 

15)  [(1+32)s-P3<]2/'s  + [(l  + 32)r-(l +?*)<]/ 

+ pqr  — (l  + p1)s  = 0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen  Werthe 

von  y' , mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  — — , für  welche 

a 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
mung stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  Differen- 
tialquotienten p , q,  r,  s,  t in  dem  Punkte  xyz  endliche  bestimmte 
Werthe  haben,  dass  also  xyz  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.  Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Exi- 
stenz von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  man 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xyz  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  die 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  xy  nimmt.  Es  ist  in 
diesem  Falle  x — y = z = 0,  ferner  constant  £ = 0;  die  Glei- 
chung der  Tangentialebene  wird  p | -|-  qrj  — 0 und  diese  kann  für 
alle  7]  und  £ nur  bestehen,  wenn  p — q z=  0 ist.  Die  Gleichung  15) 
verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende : 

• y'1  + r-=^  y'  - l = o, 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  y=xtanca 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Coor- 
dinatcnebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

, , 
y = — — = tan  co, 
dx 
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mithin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

Y ~ t 

, tanaa j -(-  — - — tana  — 1=0, 

deren  Wurzeln  tan  a^  und  tana 2 heissen  mögen;  für  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

t Y 

tan  o1  -(-  tan  »2  — — — r- , tan  a,  tan  cj2  = — 1 , 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  (to,  — «2)  = 0 ist. 
Daraus  folgt  «,  — ö2  = + J jr,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
Hauptnormalschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chung aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
mungshalbmesser selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  Q , sondern  y'  eliminirt,  wobei  zur 
Abkürzung 


gesetzt  werden  möge.  Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 

A(r+2  sy'+ty'*)  = 1 + y'1  + (p  + Qt/')2 

k (s  -f  W) p i + (!  + 3S)  y' . 

und  wenn  man  y'  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
so  erhält  man  zunächst: 

k [r  (1  + g3  — k t)a  + 2 s (1  -f  g3  — k t)  (k  s — p q)  + 1 (A  s — p g)3] 
= (1  + P3)  (1  + Q.2  - kt)*  + 2 pq  (1  + g3 - kt)(ks -pq) 

+ (i  + ai)(ks-Pqy, 

oder  durch  Reduction  auf  Null: 

(1  + g3  kt)  [(1  + p*~ Ar)  (1  -f  g3  - kt)  - (pq  - As)3]  = 0. 
Hier  kann  nun  der  erste  Factor  nicht  = 0 sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substituirte  Werth  von  y' , nämlich 
, ks  — pq 

y =YT¥^Tt 

unendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Es 
muss  daher  der  zweite  Factor  = 0 gesetzt  werden  und  dies  giebt 
bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  k : 

(rf— s3)  A3 — [r(l  g3) — 2pqs  -j-  <(1  + P3)]  k + 1 + p*  + g3  = 0, 

und  vermöge  des  Werthes  von  k und  der  Bedeutung  von  N: 

16)  (rt  — s3)p3 — [(1  + g3)r — 2pqs-\-  (1  + g3) <] Nq  + N<  — 0. 
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Nennen  wir  p1  und  p2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  im 
Punkte  xyz  die  Beziehungen  statt: 


17) 

18) 


Qi  + Qi  — 


(1  + 92)r—  2pqs  (1  +p-)l 


Qi  Qi  = 


r t — s2 
N* 


JV. 


r't  — s2 

Die  Ebenen  der  beiden  Ilnuptnormalschnitte  standen  sowohl 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  .wählen,  so 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  «i  und  oj2  die  Werthe 
«1  = 0 und  oj4  = Ijr  erhalten  müssen.  Die  Gleichung 

r — t 

tau  a,  4-  tan  <a2  = 

s 

T — t . 

wird  jetzt  oo  — und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  s = 0 sein 

muss,  weil  im  Allgemeinen  r und  t endliche  Werthe  besitzen.  Die 
Formel  13)  wird 

1 _ r 4-  ty'3 

q ~ i +y'i' 

oder  wenn  y'  = tanv  gesetzt  wird,"  wo  v die  Neigung  der  Ebene 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
schnittes  (pi)  bezeichnet: 

— = rcos1  v 4-  tsin^v. 

Q 


0 und  v — l it,  also 

v-'-  . ; 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 


Für  die  Hauptschnitte  ist  v 

1 

Qi  — ^ 


19) 


COS2  V 


+• 


sin 2 v 


Q Qi-  Qu 
Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  die 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gelegten 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
nauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor- 
malschnittes, welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  v 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall , in  welchem  man 
den  x,  y,  z solche  Werthe  ertheilt,  dass 
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1 + p*  pq  1 4-  q- 


* \-r  s t 

wird ; es  ist  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung 

(1  +P-)  (1  + g2)  pV  (1  + p2)  (1  + '!-)  rt_ 
rt  s2  ’ p2g2  s2  ’ 

woraus  man  leicht  findet: 


1 -f  p2  -J-  g2  = W2  = p2fp 


rt  — 'S'-’ 


Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 


e2  - 


2 pqN  . p2g22V2 


s Q s2 


= 0, 


welche  die  gleichen  Wurzeln 


Qi  — Q-2  = ^ N 


besitzt.  Aus  Nro.  19)  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Normal- 
schnitt durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmung  — — = — — besitzt: 

Q Qi 

der  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Kreispunkt  der  Fläche.  Durch 
Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
Gleichung  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  x,  y,  e. 

Besitzen  die  Krümmungen  — und  ——  der  beiden  Hauptschnitte 

Qi  Qi 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  — jedes 

anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie  man 
aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtlicho  Nor- 
malschnitte des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
Raumes  Zu  und  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  p,  und  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin)  der 
eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen;  die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Eine  derartige  Fläche  ent- 
steht z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen  von  Flächen,  welche  die 
Namen  der  concav-concaven  und  der  convex-concavon  Flächen  führen, 
Schlöm lieh , Analysis.  9 
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giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergung  von  der  einen 
zur  anderen  Gattung  bildet;  es  sind  dies  die  Flächen,  an  denen  der 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  d.  h. 
eine  gerade  Linie,  ist.  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  die 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlini- 
gen Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  den  ge- 
nannten Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  einer  Ebene  nicht 
nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werden. 

Nennen  wir die  Krümmung  einer  Fläche,  so  ist  für  diese 

Px  Pä 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Null,  als  analytisches  Kennzeichen 
dafür  ergiebt  sich  aus  Nr.  18)  rt  — sa  = 0,  oder: 

d-e  8 2z  I 

dxi  dy*  Vox  0 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sich  geo- 
metrisch von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinandersetzun- 
gen hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


§•  29. 

Einhüllende  Curven. 

In  der  Gleichung  einer  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausser 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Curveupunktes  gewöhnlich  noch 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  die 
Dimensionen,  Gestalt  oder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solche 
Constante  sei  h und 

1)  F(x,y,h)  = 0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Curve.  Giebt  man  dem  h verschie- 
dene Werthe  8 , 28,  3 ö,  4 8 etc.,  so  erhält  man  eine  Reihenfolge 
von  Curven  derselben  Art,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  Ge- 
stalten oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  Hierbei  kann  es 
geschehen,  dass  jede  solche  Curvo  die  nächste  schneidet,  und  in  die- 
sem Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  der 
Durchschnittspunkte.  Nennen  wir  k irgend  einen  individuellen  Werth 
des  h,  und  k ö den  nächsten  Werth  von  h , so  gelten  für  den 
Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  bei- 
den Gleichungen 
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F(x , y,  k)  = 0 und  F (x , y , k -j-  8)  = 0 

oder  auch 


2) 


i)  = 0 und  *■(«.».»  + *)- -Ffr.».»)  =0. 


die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  findet  sich  nun 
durch  Elimination  von  k aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  würde 
von  der  Form  f(x,,  y,  8)  — 0 sein.  Lassen  wir  8 gegen  die  Null 
convergiren,  so  folgen  die  anfangs  genannten  Curven  stetig  aufein- 
ander und  die  Grenzgleichung  f(x,  y)  = 0 bestimmt  den  geome- 
trischen Ort  ihrer  gleichfalls  continuirlich  aufeinander  folgenden 
Durchschnittspunkte.  Dieser  geometrische  Ort  heisst  die  einhül- 
lende  Curve  jener  Schaar  von  Linien;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich 
durch  Elimination  von  k aus  den  beiden  Gleichungen 


3) 


F(x,  y,  k)  — 0 und 


ZF{x,  y,  k) 
dk 


I.  Das  erste  Beispiel  hierzu 
mag  etwas  ausführlicher  betrachtet 
werden.  In  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABC  (Figur  32),  dessen 
Schenkel  AC  — BC=C  sein  mögen, 
zieht  man  die  Geraden  MN  so,  dass 
immer  CM  BN  ist;  man  sucht 
die  Einhüllende  aller  dieser  Geraden. 
Nehmen  wir  A C als  Abscissen-,  B C 
als  Ordinatenachse  und  setzen 

CM  = BN  — k, 
so  sind  die  Gleichungen  zweier  sol- 
chen Geraden 

* J_  l = i 

fc-M  c — (*+«) 


oder  auch,  wenn  man  die  Brüche  wegschafft , die  zweite  Gleichung 
von  der  ersten  abzieht  und  mit  8 dividirt, 


(c  — k)  x-\-ky  — k(c  — k), 

2k  — c — x-f-y  + S=0. 

Der  zweiten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  k entnehmen 
und  in  die  erste  substituiren ; die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  lau- 
tet dann 

**  + ys  — 2a;y  — 2 cx  — 2cy  c3  — Ö*  — 0, 

0* 
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und  bestimmt  eine  Parabel,  auf  welcher  die  Durchschnitte  aller  Ge- 
raden liegen,  welche  dadurch  entstehen , dass  M und  N jedesmal  um 
8 fortrücken.  Für  stetig  nach  einander  folgende  Gerade  hat  man 
daher  als  Gleichung  der  einhtillendeu  Curve 

xi  iß  — 2 xy  — 2 cx  — 2 c y c'2  — 0 

oder 

V~X  -)-  Vy  = V c. 

Dasselbe  findet  man  unmittelbar,  wenn  man  k aus  den  Glei- 
chungen 

V „ x , V 


1 uud  k‘‘  + (c  — k)- 


= 0 


eliminirt*).  Beiläufig  werde  noch  bemerkt,  dass  der  Scheitel  dieser 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  C I)  liegt , dass  sie  von  A G 

. . HIp  . 

und  BC  berührt  wird,  und  dass  ihr  Halbparameter  = -y,  — ist. 

/ 

II.  In  Fig.  33  sei  F ein  leuchtender  Punkt,  CD  die  Trennungs- 


Fig.  33. 


linie  zweier  durchsichtigen 
Media  von  verschiedener 
Brechbarkeit,  FM  ein  Licht- 
strahl, welcher  bei  M jene 
Trennungslinie  trifft  und 
nach  dem  bekannten  Gesetze 
sin  Nt  MP  _ 
sin  N MF  ~ ”* 
gebrochen  wird ; man  sucht 
die  einhüllende  Curve  aller 
gebrochenen  Strahlen.  — 
Nimmfr  man  C zum  Coor- 
dinatenanfang , den  unge- 
brochenen Strahl  CX  zur 
x-  Achse,  CD  zur  y- Achse 
und  setzt  FC=c,  CM  — k, 
1 — mi  = m2,  so  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Strah- 
les MP 


*)  Man  ersieht  hieraus  sehr  klar  die  Bedeutung  dos  Differentiales. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M in  gleichen  Ab- 

ständen,  so  ist  cf  ein  aliquoter  Theil  von  c,  etwa  cf  = — ; andererseits 

muss  <f,  insofern  es  einen  Zuwachs  von  k darstellt,  mit  Jk  bezeichnet 
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y — x + k 

Vc*  -\-n3k3 

oder 

4)  • fc*  x 2 — (c®  -f-  «2 1-2)  (2/  — *)2  — -0; 

Partiell  in  Beziehung  auf  k differenzitt  giebt  dies 

5)  m*kx*  *f  (c®  -f  n3W)  0 — fc)  — n3k  (y  — k)*  = 0; 
multiplicirt  man  dies  mit  fc  und  subtrahirt  von  dem  Producte  die 
Gleichung  4),  so  lässt  sich  der  Rest  mit  y — lc  dividiren  und  bleibt 

c3y  H-  n3ka  = 0 oder  ft  = — 1/^: 

, ' nl 

multiplicirt  man  dagegen  Nr.  5)  mit  y — k und  addirt  Nr.  4) , so 
kommt 


. »n2  x-  y — »8  (y  — k)3 


= 0 oder  y-k  = Y^. 


Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  k addirt,  erhält  man 
als  Gleichung  der  einliüllenden  Curve 


1 Yc*y  1 Ymix'ty 

’ :»*  ' m2 

(”f-  (??->• 


Für  m 1 charakteiisirt  diese  Gleichung  die  Evolute  einer 
Ellipse,  für  m 1 eine  Ilyperbelevolute ; die  gebrochenen  Strahlen 
stehen  also  im  ersten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 
einer  Hyperbel  senkrecht.  In  jedem  Falle  ist  F ein  Brennpunkt  des 

Q 

Kegelschnitts  und  seine  Haupthalbachse  = mc  oder  = — , wenn  ft 

den  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 

III.  Man  sucht  die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  deren  Mit- 
telpunkte auf  einer  gegebenen  Ellipse  liogen  und  deren  Peripherien 
durch  den  Mittelpunkt  derselben  Ellipse  gehen.  Nimmt  man  die 
Achsen  der  Ellipse  CA  = a,  CB  = b (Fig.  34  a.  f.  S.)  zu  Coordi- 
natenachsen  und  bezeichnet  die  Coordinaten  eines  Ellipsenpunktes 
mit  p und  q,  sowie  mit  r den  Radius  eines  Kreises,  welcher  pq  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  C geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
Bedingungen  "gemäss,  folgende  Gleichungen: 

werden,  und  es  ist  daher  Jk  = — • Bei  unendlich  wachsenden«,  d.  h. 

n 

bei  stetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  M,  convergirt  J k gegen  den 
asymptotischen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dk  an  die  Stelle 
von  Jk. 
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7)  Ü + ii=l 

7)  a‘  + 62 

(x  — p)J  + {y  — iV  = »•*; 

P"1  -\-  i*  — r2- 
auB  den  beiden  letzten  folgt 


8) 


as2  yt  — 2 px  — 2 <2  ^ = 0. ' 

Fig.  34.  Der  veränderliche 


Parameter  ist  hier  p,  und 
für  q wäre  sein  Werth 
aus  Nro.  7)  zu  sübsti- 
tuiren,  doch  bleibt  die 
Rechnung  sy  m metri  scher, 
wenn  man  die  zwei  Glei-, 
chungen  7)  und  8)  mit  p 
und  q beibehält.  Durch 
partielle  Differentiation 


derselben  erhält  man 


x + y 


cg 

dp 


9) 


py  qx  —n 

a2  h2 


Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  finden  sich  p und  q,  und  wenn 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  so  ergiebt  sich 

10)  (z2  + f/2)2  = (2  a)2  z2  + (2  6) 2 y* 

als  Gleichung  der  gesuchten  Cnrve;  letztere  ist  die  Fusspunktlinie 
einer  aus  den  Halbachsen  2 a und  2 b construirten  Ellipse. 

IV.  Die  Modification  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  im 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Weise 
dargestellt  werden.  Die  Gleichung  der  veränderlichen  Curve  sei 

11)  F(x , y,  x,  k)  — 0 

und  enthalte  zwei  veränderliche  Parameter  x und  k , welche  aber 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  durch  die_  Bedingungs* 
gleichung 

12)  tp(x,  k)  = 0 

verbunden  sein  mögen.  Das  Nächstliegende  wäre  nun,  erst  k aus 
11)  und  12)  zu  eliminiren  und  dann  partiell  in  Beziehung  auf  x zu 
differenziren ; mau  kann  aber  auch  den  umgekehrten  Weg  gehen, 
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■wenn  mnn  die  Aeuderung  beachtet,  welche  A in  Folge  der  Aenderung 
von  x erleidet.  Aus  Nro.  11)  folgt  nämlicji 


dF  d F 
dx  + 0A 


andererseits  ist  nach  Nro.  12) 

<n 

' dx 


dx 


d cp 
dx 


d(p 

TT 


und  wenn  man  dies  in  die  vorigo  Gleichung  substituirt,  so  erhält 
man  * 


13) 


dF 

dx 

d(p 

dx 


dF 

d a 

dep 

0A 


Durch  Elimination  von  x und  A aus  den  drei  Gleichungen  11), 
12)  und  13)  gelangt  man  wieder  zur.  Gleichung  der  einbullenden 
Curve.  • . 


§.  30. 

Einhüllende  Flächen. 

I.  Die  im  Eingänge  von  §.  29  angestellten  Betrachtungen  sind 
fast  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar,  wo  die  einhüllende  Fläche 
einer  Schaar  von  Flächen  gesucht  wird,  welche  dadurch  entstehen, 
dass  man  in  der  Flächengleichung 

F(x,  y , z,  x)  = 0 

der  Constanten  x stetig  aufeinander  folgende  verschiedene  Wcrthe 
beilegt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nämlich, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

1)  F(x,  y,  z,  x)  — 0 und  8 ^ z'  — 0 

0 iC 

die  Grösse  x eliminirt. 

Lässt  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  auf  der 
£ -Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dom 
Abstande  des  Centrums  vom  Coordinatenanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichung  der  Kugelfläche 

xa  + y*  4-  (*  — *)3  = (a*)5; 
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partiell  in  Beziehung  auf  x differenzirt  giebt  dies 

•—  0 — x)  ==*  q*X  , . . * < 

\ * * 
und  durch  Elimination  von  x findet  sich  * 

* + ? = 

als  Gleichung  dar  einhüllenden  Fläche.  Für  q"1  1 ist  letztere  ein 

Rotationskegel,  dessen  Achse  mit  der  z- Achse  zusäfflmenfullt , und 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  arcsin  q einscliliesst. 

Auch  in  dem  Falle,  wo"  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  Bedingung 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen,  wie 
in  Nro.  IV.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichungen 
2)  F(x,  y,  z,  X,  A)  = 0 und  <p(x,  A)  = 0 

folgt  nämlich  durch  Differentiation 

dF  dF  - 

’dx  _ dl 

' dtp  3<p  ’ • 

dx  ol 


und  nachher  sind  x und  l aus  allen  drei  Gleichungen  zu  eliminiren. 

Endlich  kann  es  auch  verkommen,  dass  die  gegebene  Flächen- 
gleichung drei  veränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwei  Be- 
dingungen gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen  vor- 
liegen 


4) 


F(x,  y,  z,  x,  l,  y)  = 0, 

<p(x , l,  p)  = 0,  tp  (x , l , ft)  = 0. 


in  diesem  Falle  sind  A und  (t  implicite  Functionen  von  x und 
daher  führt  die  Aenderung  von  x zu  den  Differentialgleichungen 


dF 

4- 

dF 

dA 

4- 

dF 

dp 

— 0, 

dx 

i 

dA 

dx 

T 

d[i 

' ~dx 

dep 

+ 

dq> 

dl 

_L 

dq> 

dp 

• — o 

dx 

JT  ‘ 

dx 

T 

d(i 

dx 

V/, 

dt 

i 

dt 

dl 

i 

dt 

d(i 

A 

dx 

T" 

dT  ‘ 

dx 

T* 

dp 

dx 

— u. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  — und  f — 

dx  ex 


setzt 


man  deren  Werthe  in  die  erste  Differentialgleichung  ein,  so  geht 
diese  über  in 
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• dF  f dtfKdy  _ 8gp  8tl>\  . dF  / dtp  di/> 8<p  8 if>\ 

8g\8A  pfi  dprs.  8A  / ' 8A  v8^t  8x  0x  8 y) 

dF /8<p  8il>  8 <p  8»\ 

+ dfi  \dx  8A  8 A dx)~  ’ 


und  die  (Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nun  durch 
Elimination  von  x , A , p aus  den  vier  Gleichungen  4)  und  5). 

II.  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  immer  nur  ein 
Parameter  (x)  als  willkührlich  betrachtet,  denn  in  den  Fällen,  wo 
mehre  Parameter  vorkamen,  waren  auch  soviel  Bedingungsgleichun- 
gen vorhanden,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
von  x 'gelten  mussten.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  die 
Gleichung  der  Fläche  zwei  von  einander  unabhängige  Parameter 
enthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

6)  F(x , y,  z,  x,  A)  = 0, 

und  es  werde  zunächst  x allein  um  8 geändert ; die  neue  Gleichung 
F{x,  y,  z,  x + 8 , A)  = 0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

F(x,  y,  z,  x-fd,A)  — F(x,y,  z,  x,  A) 


charakterisirt  daun  eine  zweite  Fläche  derselben  Art,  nur  von  anderer 
Lage  und  von  anderen  Dimensionen.  Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
dass  A allein  um  £ geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 


8) 


F(x,  y,  z,  x,  A |-  £)  — F(x,  y,  e,  x,  A)  _ 


Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
Gleichungen  6),  7),  8)  correspondiren , in  einem  Punkte  xys,  und 
wenn  man  aus  jenen  Gleichungen  die  beiden  Grössen  x und  A elimi- 
nirt,  so  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
Durchschnittspunkte,  vorausgesetzt,  dass  sich  x jedesmal  um  Ax 
= 8,  und  A immer  um  A A = £ ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergirenden  8 und  £ folgen  die  erwähnten  Durchschnitts- 
punkte stetig  aufeinander  und  erzeugen  die  einhüllende  Fläche.  Die 
Gleichung  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen 

, F(x,  y,  z,  x,  A)  = 0, 

9M  dF(x,  y,  z,  x,  A)  dF(x , y,  z,  x,  A)  A 

( 0x  0A  _ 

die  beiden  veränderlichen  Parameter  x und  k eliminirt. 


% . 


♦ 
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Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Paraboloides  gehen.  Nen- 
nen wir  a,  b die  Halbparameter  des  Paraboloides,  und  x , A , u die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  haben 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

(X-X)2  + (y- A)*  + (*  - f*)*  ==  p*. 

wobei  noch  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

^ = T 7 ^ 4b  Qi  = *2  + ^ 

Setzt  man  die  Werthe  von  p-  und  [i  in  die  erste  Gleichung  ein, 
so  wird  letztere 

/j (2  A2\ 

x2  y2  z2  — 2xx  — 2 ly  — ( 1 — — 1 z — 0; 

durch  partielle  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x und  A ergiebt 
eich 

X 

X-\-—Z  = 0,  y-\r—Z=0, 

und  durch  Elimination  von  x und  A 

(x2  + y2  -f-  «*)  e -j~  a x2  + 6 y2  — 0. 

Die  einhüllende  Fläche  ist  hier  dieselbe  wie  die  Fusspunkt- 
fläche  eines  elliptischen  Paraboloides  mit  doppelten  Parametern  *). 
Für  das  hyperbolische  Paraboloid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  die  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  (t  enthält,  welche  an  eine 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.  Mau  hat  jetzt  zwei  Gleichungen 
10)  F{x,  y,  z,  x,  A,  f»)  = 0,  g>(x,  A,  ft)  = 0 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  ft  eliminiren,  um  nur 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  Dage- 
gen wird  die  Rechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  bis 
zuletzt  aufspart  und  berücksichtigt,  dass  (i  eine  implicite  Function 
von  x und  A ist.  Durch  partielle  Aenderung  von  x erhält  man 
nämlich 


0F 

0x  'l_  du  dx  ’ 


8 qp  dtp  d(i 

dx  d\u  dx 

dp. 


mithin,  wenn  man  den  Werth  von  — — aus  der  zweiten  Gleichung 


*)  Siche  des  Verfassers  Analytische  Geometrie  das  Raumes,  S.  239. 
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in  die  erste  einsetzt, 

9F  8<p  8 F dtp 

8x  8ft  dfi  ex 

Die  partielle  Aenderung  von  A fühi-t  zu  der  analogen  Gleichung 
8 F 8 cp  _ 8 F dtp 

8A  0 ft  8 ft  8A 

beide  Differentialgleichungen  können  in  der  Form 


= 0. 


= 0; 


11) 


8£ 

dx 


8 F 
8 A 


8 F 

8 ft 


dep  dep  8 cp 

■ dx  8A  &fi 

zusammengefasst  werden,  und  man  findet  nun  die  Gleichung  der 
einhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  x , A , ft  aus  Nro.  10) 
und  11). 

Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  gehen. 
Sind  a,  b,  c die  Halbachsen  des  Ellipsoides,  x,  A,  ft  die  Coordinaten 
eines  Kugelcentrums , so  hat  man  als  Gleichung  der*  beweglichen 
Kugelfläche 

*2  + 2/2  + £2  — 2 x a;  — 2 A y — 2(ie  = 0, 
wobei  x,  A,  ft  der  Bedingung 


*L  + iL  + 

a2  ^ 6*  ^ 


tl 

c2 


— 1 — 0 


genügen’ müssen.  Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

cflx  b2?/  c*s 

x A ft 

und  durch  Elimination  von  x,  A,  ft  ergiebt  sich 

(z2  -|-  y'i  + z 2)2  = 4 (tt2x2  + b2t/2  + c2«2). 

Die  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunktfläche  für  ein 
aus  den  doppelten  Achsen  construirtes  Ellipsoid.  Für  die  übrigen 
cehtralen  Flächen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze. 


— 


imL 
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Die  vieldeutigen  Symbole. 


§•  81. 

f 

Die  Formen  J und  ao  — ab. 

I.  Wenn  die  Functionen  <p(x)  und  4>(x)  für  einen  speciellen 
Werth  von  x,  etwa  für  x — a,  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt 

der  Quotient  ^ in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  j!  an,  die 

bekanntlich  vieldeutig  ist.  Um  den  wahren  Werth  dieses  Bruches 


zu  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten 


<P(a) 

ty(a) 


als  die  Grenze,  wel- 


cher sich  — — tt  bei  verschwindenden  8 nähert.  Wegen  der  Yor- 

<K«  + d)  e 

uussetzung  <p(«)  — 0 und  4' (fl)  = 0 ist  nun 

+ 6)  — <jp(a) 

q>(a  -)-  8) 


<K«  + d) 


<p(a) 


8 


4’(a  -J-  8)  4>(a  f 8)  — 4<(a)  i'(a  f 8)  — ip(a) 


und  hieraus  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  8 
<p(«)  _ <p'(/i) 

’ 4>(a)  " 4>'{a) 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  x =■  a,  für  welchen  (p(x ) und 
4>  (x)  sich  annulliren,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen 
qp(.r)  , <p'(;r) 

Quotienten  und  -----  ■ einander  gleich.  Kann  man  also 


V'(x) 
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den  .Werth  des  zweiten  Quotienten  ermitteln so  hat  man  auch  den 
des  ersten.  Einige  Beispiele  werden  dies  zeigen, 
i Der  Quotient 

q>(x)  _ y~x  — ff  a 

&(x)  x — V a 

nimmt  für  x = « die  Form  [j  an;  hier  ist 
¥(*)  ' 


3*  ® 


lp'(x) 


\x  3 


_ 1 
X •> 


und  da  dieser  Bruch  für  x = a den  bestimmten  Werth  |a  6 erhält, 
bo  ist  auch 


<p(a) 


a~l 


; - 

Für  x = I ti  wird  der  Bruch 

(p(x)  cosx 

ip  '(x)  i 7t  — x 

unbestimmt  = {L  dagegen  erhält 

<p'(x)  sinx 

. , #)_“  ■ * 

in  demselben  Fälle  den  bestimmten  Werth  1 , der  nun  auch  dem 
ersten  Bruche  zukommt. 


Nicht  selten  trifft  es  sich,  dass  der  neue  Quotient 


t'(x) 


für 


x = a gleichfalls  verschwindet ; dann  muss  man  auf  ihn  wieder  das- 
selbe Verfahren  anwendon.  Nehmen  wir  z.  B. 


<f(x)  x — sinx 

tp  (x)  x 3 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

tp'(x)  1 — cosx  (j o"(x) sinx  <p'" (x) cosx 

tp'(x)  3x2  ’ ip"(x)  6x  ip"'(x)  6 ’ 

für  x 0 verschwinden  <p  (x) , <p'  (x) , cp"  (x)  s*owie  tp(x)  , ip'(x),  ip"(x), 
und  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
ursprünglichen  Bruches  = 

II.  Wenn  die  Functionen  F(x)  und  f(x)  für  x = a gleich- 
zeitig unendlich  werden,  so  erhält  die  Differenz  F(x)  — f(x)  die 
unbestimmte  Form  oo  — oo;  ihr  wahrer  Werth  findet  sich  dann  auf 
folgende  Weise.  Man  setze 
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i^  = FiW’  , 

so  ist  identisch 


F(x)  - f(x)  = 


/■(«)  ~ Fix) 

Fx  (*)/i(*)  ’ 


ii(*)  /iW 

für  x = a verschwinden  F,  (x)  und  f\  (x) , mithin  geht  der  letzte 
Bruch  in  [}  über  und  kann  nach  der  vorigen  Kegel  untersucht  werden. 
So  ist  z.  B. 


1 1 ex  — 1 — x 

x ex  — 1 ~~  x (ex  — 1)  ’ 

wobei  die  linke  Seite  für  x = 0 die  Form  oo  — ao  annimmt,  und  die 
rechte  Seite  = ” wird.  Setzen  wir 

(p  (x)  = ex  — 1 — x , rp  (x)  = x (ex  — 1) 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 


cp' ix)  ex — 1 cp"  (x) 1 

fix)  xex-\-ex — 1 ’ fix)  x-{-'2' 
und  hior  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  = J • 


§.  32. 

Die  Formen  -jg,  0.®,  0°,  oo°  und  1®. 


I.  Wenn  die  Functionen  f(x)  und  F(x)  für  x = a gleichzei- 

/(*) 


tig  unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch 


F(x) 


unter  die  unbestimmte  Form  deren  wahrer  Worth  q auf  folgende 
Weise  ermittelt  werden  kann.  Es  sei 


•1 

fix)  _ Fix)  __  cp(x) 

F{x)  - _J_  i’(x)  ’ 

/(*) 

der  neue  Quotient  erhält  für  x — a die  Form  J und  kann  daher 
nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandelt  werden.  Dies  giebt 

F'jx) 

<P'(x)  _ |-F(g)j»  _ F^) 

Ip'(x)  fix)  fix)  Lf(«)J 

um* 
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und  für  x = a,  wo  y/  ? den  Werth  q annimmt. 

9 F(a) 

F’(dy  , , /■'(«) 

. a = 0 era=F!W 

Die  Rege]  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  eines 
vieldeutigen  Bruches  bleibt  also  bei  der  Form  ~ dieselbe 
wie  bei  der  Form  J. 

So  wird  z.  B.  der  Quotient 

/(»  __  %fl 

F(x)  cotx 

sein  wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 


für  x = 0 unbestimmt 
mit  dem  Werthe  von 

F'(x)  ~ ‘ 


00  . 
. oo  > 


X 


..  sma;  . 

Jf sinx. 


sin 2 £ 


welcher  in  jenem  Falle  = — . 1 . 0 = 0 ist. 

Nach  derselben  Regel  findet  man  augh,  dass  der  Bruch 

fix)  l sin  x 

Fix)  Ix 
für  x = 0 denselben  Werth  erlangt  wie 

f'jx)  ' cotx  cosx 

F\x)  1 sinx  * 

xx  ■ - 

und  zwar  ist  dieser  Werth  = 1. 

II.  Sind  zwei  Functionen-  vorhanden,  von  denen  die  eine  <p  ix) 
für  x — a verschwindet,  während  dio  andere  fix)  für  x — a unend- 
lich wird , so  nimmt  das  Product  cp  (x)  . / (x)  für  x = a die  unbe- 
stimmte Form  0 ■ oo  an;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
zweierlei  Weise  finden.  Entweder  setzt  man 

1 = tKfl) 


und  hat  dann 


/(fl) 


fiir  x = a wird  der  Quotient  = jj  und  gestattet  die  in  §.  31  ange- 
gebene Behandlung.  Oder  man  setzt 

= f(x) 

tpix) 


Digitized  by  Google 


' 


144  Cap.  IV.  §.32.  Die  Formen  ()•  0°,  a°  und  l30- 


mithin  <p(x)  ./(*)=  j~-,  ‘ . 

der  Quotient  stellt  sich  dann  unter  die  Form  ~ und  ist  nach  I.  zu 
beurtheileu.  Von  beiden  Methoden  wühlt  man  im  concretan  Falle 
diejenige,  welche  die  wenigste  .Keohnung  verursacht.  . ' 

So  wird  man  z.  ü.  an  die  Stelle  des  Productes  * 


/(*) . 


, / • 7t  x. 

4\2 ) • tan  — — , 

» \ a/  2a 


welches  für  X — o in  0 • oc  übergeht,  den  Quotienten 


<*-!) 


treten  lassen,  weil  der  Differentialquotient  des  Logarithmus  eine  ein- 
fache algebraische  Function  ist;  man  erhält 


ff'W  _ 
ip'(x) 


2 a — x 

7t  „ 7t  x 

— ■ esc 2 

2a  2a 


7t  2 a — x ’ 


und  für  x = a den  wahren  Werth  — 

7t 

Bei  dem  Producta  * 

tanx  . logx  , für  x = 0, 
ist  es  von  Vortheil,  die  Form 

fix)  logx 

F(x)  c'otx 

zu  wählen,  deren  wahrer  Werth  bereits  in  Nro.  I.  bestimmt  und  =0 

gefunden  wurde;  demnach  verschwindet  jenes  Product  gleichzeitig 
mit  x. 

III.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  [/  (#)]  V ^ für  x = a 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0°,  oo  °,  1 00  annimmt,  so  beachte  man 
zunächst  die  idontischo  Gleichung 

\J{xj]  V = e VW  ■ f W 

und  untersuche  das  Product  lf(x)  . <p  (x) ; ist  w der  wahre  Werth 
desselben,  so  geht  die  gegebene  Function  in  c"  über. 

So  erhält  z.  B.  der  Ausdruck 
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» 

für  x — 0 die  Form  0°;  schreibt  man  aber  statt  desselben  die 
gleichgeltende  Exponentialgrösse 

1 # Ittnx 

% ( e 

so  hat  man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
Nro.  I.  untersucht  und— 1 gefunden  wurde;  der  Werth  der  ursprüng- 
lichen Potenz  Ist  also  = e1  = e. 

Für  x = 0 wird  ferner 


beachtet  man  aber  die  identische  Gleichung 

✓ 1 \ tan  x 

(i)  =<— .»• 

und  erinnert  sich , dass  l x . tan  x für  x — 0 verschwindet  (s.  II.), 
so  erhält  man  e°  = 1 als  wahren  Werth  der  in  Rede  stehenden 
Potenz. 

Für  x — o varwandelt  sich  der  Ausdruck 


in 


■nx 

(2-7) 


1 00 ; andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 


wobei  der  Exponent  für  x — a den  Werth  — annimmt  (s.  II.);  dem- 
_s_ 

nach  ergiebt  sich  en  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  Ausdrucks. 


. 

Schlömllch,  Analysis.  10 
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Cap.  V. 

Maxima  und  Miniraa. 

• §•  33. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen  einer  Variabelen.  • 

\ . , 

Wenn  eine  stetige  Function  f{x)  abwechselnd  steigt1  und  fallt, 
so  gielit  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  (Jebergänge  von  Wachp- 
thum  zu  Abnahme  oder  umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthum 
statt  finden.  Bei  einem  Uebetgnnge  der  ersten  Art,  welcher  etwa 
für  x — a eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functionswerth  f(a) 
grösser  als  die  Nachbarwerthe  f(a  — h)  und  /(«-{-  h),  sobald  nur 
h hinreichend  klein  genommen  wird;  dann  heisst  / (a)  ein  Maxi- 
mum der  Function  f(x).  Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  x — a ein 
Uebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  ist  f(u)  kleiner  als  seine 
Nachbarwerthe  J (a  — h)  und  f(ä  -f-  7i),  und  dann  heisst  f(a)  ein 
Minimum  von  f(x).  Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  von 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nicht 
immer  den  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Function 
darstellen. 

Für  welche  Werthe  von  x dergleichen  Maxinm  und  Minima  ein- 
treten. das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  8,  I.), 
demzufolge  die  Function  f (x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  ihre 
Derivirte  f{x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  f'(x) 
continuirlich , so  kann  der  Uebergang  von  positiven  zu  negativen 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werthen  der  Derivirten  f'(x)  nur 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen;  die  Werthe  von  x , wel- 
che./ (x)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  Wur- 
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zeln  der  Gleichung  f'(x)  — 0.  Dies  bedeutet  geometrisch , dass 
die  Tangente  an  jedem  Culminationspunkte  einer  Curve  parallel  zur 
Abscissenachse  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung  f'(x)  = 0 aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x Maxima  oder 
Minima  der  Function  liefern.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
die  in  §.  18  bewiesene  Gleichung 

/(«  + *)  -m  - Kf'(a)  = yfn(a  + &hl 

woraus  bei  verschwindenden  h folgt 

Lim  = >/».  . 

Im  vorliegenden  Falle  ist  « eine  Wurzel  der  Gleichung  f'(x)  — 0, 
mithin  /'(«)  = 0 und 


Lim 


/(« + *)  - m 

h* 


ebenso,  wenn  man  — h an  die  Stelle  von  h treten  lässt, 
f(a  — Ä)  — /(«) 


Lim 1 


h‘ 


J /"(«)• 


Ist  nun  f" (fl)  positiv,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h die 
beiden  Quotienten 

n /(a  4-  K)  — /(«)  f(a  — 7t)  — /(a) 

’ h*  ’ h* 

positiv  sein  und  es  bleiben , wenn  h gegen  die  Null  convergirt,  weil 
ausserdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwerth'  jener  Quotienten  nicht 
positiv  werden  könnte;  hieraus  folgt 

/(«  — h)  > /(«)  < f{a  + h ), 

mithin  ist  f(a ) ein  Minimum.  Wenn  dagegen  f"\d)  einen  negativen 
Werth  hat,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h die  unter  Nro.  1) 
angegebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben;  daraus  folgt 
/(«  — Ä)  < /(«)  > f(n  -f  h) 

d.  h.  f (q)  ist  eih  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
dass /(«)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem  f" (a)  positiv 
oder  negativ  ausfällt.  Geometrisch  heisst  dies:  ein  Minimum  kann 
nur  auf  einem  convexen  Bogen,  ein  Maximum  nur  auf  einem  con- 
caven  Bogen  Vorkommen. 

Das  angegebene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
/"(q)  selber  — 0 ist  (wie  z.  B.  wenn  die  Tangente  an  einem  In- 
flexionspunkte parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  muss  in  diesem 

to* 
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Falle  die  höheren  Differentialquotienten  von  f(x)  zu  Käthe  ziehen, 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 

/(«  + *) -/(«) - j f («) - ^ /"(«) Ka^L'i) ^ p (") 


7t n 

/»  (n 


#7t) 


1.2.3...» 

anwendet.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  nur  j (fl)  — 0 ist, 
sondern  auch  f"(a),  /"'(»),  • ■ verschwinden,  mithin  /(n)  (a) 

der  erste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  ist,  vereinfacht 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

/(q  + A)  - /(«)  /(n)(«  4-  »h) 

hn  1 .2...«  •’ 

woraus  folgt,  wenn  h gegen  die  Null  convergirt, 
f(a  4-  li)  — f{n)  _ /W  («) 


iit» ' 


7t" 


1 .2...» 


Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n.  Bei  ungeraden  n ist 


Lim 


Lim 


f(n  -f-  7t)  — / (ft) 
7t" 

f(a  — )i ) — /(«) 


/(n)(«) 

1.2...»’ 

/«(«) 


7t"  1.2...»»’ 

mithin  für  ein  positives  /(n)(«)  und  hinreichend  kleine  Ä 

/(«  — A)  < /(«)  < /(«  + A), 

dagegen  bei  negativen  /bO(a) 

/(«  — A)  > /(q)  > /(«  4-  A). 

•» 

Beide  Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  f(a)  weder 
ein  Maxiraum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dagegen  n eine  gerade 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 

/(">(«) 


Limf(a  \ h)  ~ f(a)  _ + 


Lim 


7t" 

/(q-A) 


•/(») 


= 4- 


1.2...»’ 
/»(«)  _ 


7t"  '1.2...» 

mithin  ist  bei  positivem  /(n)  (a)  und  für  hinreichend  kleine  h 
/(o  — A)  > /(a)  < /(a  4-  7t), 

d.  h.  / («)  ein  Minimum ; ferner  erhält  man  bei  negativen  /(">  («) 

/(«  — A)  < /(«)  > /(«  4-  Ti), 
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wodurch  ein  Maximum  angezeigt  wird.  Alles  zusammen  giebt  fol- 
genden Satz : 

Ein  aus  der  Gleichung/'(a-)  0 bestimmter  Werth 
von  x macht  f{x)  nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Reihe  der  Differentialquotien- 
ten fix),  fix)  etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statt,  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotient 
für  jenen  Werth  von  x positiv  oder  negativ  ausfällt. 
Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 
zeigen. 

1.  Handelt  es  sich  um  das  Maximum  oder  Minimum  der 
F unction 

f{x)  = xa  e~*, 

so  entwickelt  man  erst  die  Differentialquotienten 
fix)  — (a  — x)  xa~l  e~x, 
fix)  — [a(tf — 1)  — 2ax  -f  f «a_J  e~x 
u.  8.  w. 

Nun  wird  /’(x)-=  0 für  x = a\  dieser  Werth  giebt  f"(u) 
t=  — aa  e~ ° also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 

fia)  = n“  e~a  — (j) 

das  Maximum  der  Function  xa  e~x. 

2.  Es  mögen  k\ , kj,...kH  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soll 
x so  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

fix)  = ix  — ki)1  -f-  (x  — k-i)-  + * • • + (r  — k n)  ‘ 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.  Man  hat  in  diesem  Falle 
./ ' ( ' ) = 2 [» x — (Äq  -)-  fcj  -f-  • ■ • 4*  Ä«)J, 

/"(*)=  2«; 

f\x)  verschwindet,  wenn 

x.=  *i  +*i  + • • • + A-„ 

» 

d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
ist,  fix)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird  / (r)  bei  dem  angegebe- 
nen Wcrthe  zu  einem  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Summe  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie- 
big klein  gemacht  werden  kann. 
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tialquotienten  ersparen  ; da  nämlich  für  a — 0 und  für  ta  = 90° 
jedesmal  p den  Minimalwerth  p = 0 erreicht,  so  muss  der  gefun- 
dene Werth  ein  Maximum  liefern. 

Behufs  der  Construction  nimmt  man  AK  ■=  B C = b,  sucht 
zwischen  MC  = a und  AK  die  mittlere  Proportionale  AL,  zieht 
CL,  welche  den  umschriebenen  Kreis  in  M,  den  eingeschriebenen  in 
N ’•  schneidet,  legt  durch  M eine  Parallele  zu  B C,  durch  N eine  Pa- 
rallele zu  MC  und  erhält  dann  den  gesuchten  Ellipsenpunkt  P als 
Durchschnitt  der  genannten  Parallelen.  Construirt  man  die  Normale 
PU,  so  ist  deren  Abstand  von  C das  Maximum  von  p , und  zwar 

CQ  = a — l>;  gleichzeitig  ist  Q 
der  Krümmungsmittelpunkt  für  P, 
P Q der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche'  des  Krümmungskrei- 
ses gleich  der  Ellipsenfläche. 

4.  Ueber  einer  Geraden  MN 
(Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  M und 
B gegeben,  welche  mit  einem  Punkte 
P der  Geraden  zu  der  gebrochenen 
Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 
len; man  fragt  nach  dem  Minimum  des  Weges  AP  4-  BP . Für  MC 
= a,  BD  — b,  CI)  = c,  CP  — x,  AP  + j 5P  = s ist 

s = )/  «2  + *2  -f  W-j-  (c  — äö», 


1 

V (a2  + *2)8  V'  [b2  + (e  — z)2]3 

Aub  s'  = 0 ergrebt  sich  zur  Bestimmung  von  x die  Gleichung 


x c — x 

V a1  + *2  ~ Vb*  + (c— xy-  ’ 

der  aus  ihr  folgende  Werth  gehört  zu  einem  Minimum,  weil  s" 
immer  positiv  bleibt.  Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 
cos  MPA  — cos  N PB  d.  i.  ^ MPA  — Z.  NPB, 
und  hiernach  ist  die  Construction  leicht,  indem  man  CM'  = CM 
nimmt  und  die  Gerade  A' B zieht,  welche  MN  in  P schneidet  (Spie- 
gelungsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  MN  (Fig.  37 
a.  f.  S.)  befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  M und  B,  welche  mit  einem 
Punkte  P der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  verbunden 
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sind;  ein  Körper  bewegt  sich  auf  dieser  von  A nacli  B so,  dass  er  längs 
der  Geraden  AP  die  constante  Geschwindigkeit  fl,  längs  J’B  die  con- 


Fig.  37. 


staute  'Geschwindigkeit  h be- 
sitzt. Eh  soll  der  Punkt  P so  be- 
stimmt werden,  dass  * der  Kör- 
per in  der  kürzesten  Zeit  von  A 
nach  B gelangt.  Zum  Durchlau- 
fen von  AP  braucht  der  Körper 


die  Zeit 


AP 

9 


, zum  Durchlau- 


fen von  PB  die  Zeit 


PB 


mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 

y«?  + x1 


+ 


V b5  4-  (r  r-  *)5 


9 A 

zu  einem  Minimum  zu  machen.  Als  Bedingungsgleichung  für  x 
findet  man  sehr  leicht 


oder  geometrisch 


gV «*  -f-  x*  lt]/~ b-  (c  — 


ros  M PA  ros  N P B 


ff  A ’ 

wofür  man  auch  setzen  kann 

sin  AP Q fl 

sin  B Pli  h 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  s.  weil  s"  immer 
positiv  bleibt.  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gebroche- 
nen Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  dass  er  durch 
B gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  mussr. 
Vergl.  §.  29,  II.) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuchun- 
gen über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  f'(x) 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Kuli,  son- 
dern sprungweis  ändert;  denn  auch  derartige  Zeichen  Wechsel  können 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Methode 
nicht  finden  würde.  Ist  z.  B. 

y = /(.,')  = 1 - 1/(1-*)* 

mithin 

/ = /'(*)=  ‘ 1 
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bo  bleibt  f'(x)  positiv  für  alle  x 1 , und  negativ  für  alle  x ]>■  1; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 
fix  - 0)  = + 00, /'(l  + 0)  = - OO 
und  mithin  erleidet  f'(x)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  x 1.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  Von 
f (x)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x = — ao  bis 
x = 1 und  abnimmt  von  x = 1 bis  x = -|-  ao , dass  also  f(x)  für 
x — 1 sein  Maximum  /(l)  — 1 erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswiukel  t.  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tanz  f (x)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  x 1,  wächst 
mit  x gleichzeitig,  wird  “ | !t  für  X = 1 und  nachher  stumpf  für 
x > l n\  an  der  Stelle  x = 1 besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenaclise  gekrümmt 
sind.  — Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen  Aus- 
nahmefälle, und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer  Func- 
tion an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
dass  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschaft  jener  Stellen 
vorzugsweis  genauer  berücksichtigt. 


• §.  34. 

Maxim  a und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  F(x,y,  z,  . . .)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabeleu 
x,  y}  e,  . .,  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  specieller 
Wertlie  dieser  Variabelen  geben,  etwa  x ■=  a,  y = b,  z = c u.  s.  w., 
-wodurch  F(a,  b,  c,  . . .)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
.wenn  man  für  x irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a — h bis 
a -f-  h,  für  y einen  Werth  aus  dem  Intervalle  b — k bis  b -+■  k u.  s.  w. 
• nimmt,  wobei  7»,  k etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  F(a,  b,  c,  . . .)  der  Funotion  F (x,  y,  z,  . .), 
heisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder  klei- 
ner als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  ist  nun,  das  System  der 
speciellen  Werthe  x — a,  y = b,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  x,  y,  e,  . . . 
vorhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkühr- 
liche  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t denken,  denn 
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man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  x,  y,  z etc.  alle  möglichen  Wertha 
erhalten  können,  wenn  man 

X=  (f>  (0,  y = (0.  * — Z(0.  • • • 

setzt  und  t sowie  die  Natur  der  Functionen  (p,  rp,  % etc.  danach 
wählt;  so  würde  z.  B.  schon  die  einfache  Annahme  x — at,  y = fit, 
Z = yt,  . . . wo  ß,  ß,  y völlig  willkührliche  Factoren  sind,  zu  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  F(x,  y,  e,  . . .)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Variabelen  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  aufzusuchen. 
Soll  nun 

F(x,  y,  z,  . . .)  = F[ip(t),  w (#),  X(t),  , . •] 
oder  kurz  F seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  muss 


d F' 
dt 


— 0 


sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  x,  y,  z,.. 
hängig  von  t erscheinen:  • • 

8 F dx  8 F dy  8 F 

dx  dt  8 » dt  dz 


1)  ITT 


dz  , 

~df  + 


als  ab- 


0. 


Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  (p  (t) , lp(t) , (t), 

also  auch  ihrer  Differentialquotienten 

dx 
~dt 


= 


dz 


1/(0.  = x'( 0 


(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle  der  Factoren  ß,  ß,  y . . .)  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleichungen 
stattfinden:  . , . " 

, 8F  8F  ' 8 F 

2)  -ST  = °,  — =0,  — =0, 


dy 


deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Variabelen  über-  • 
einkommt,  bo  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  x,  y,  z,  ...  aufzulösen  und  so  die  Werthsysteme  x — a, 
y — b,  z — c etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  "oder 
Minimum  von  F bildet.  Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeige- 

d*F 

fülirt,  dass  man  den  zweiten  Differentialquotienten  ^ entwickelt 
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und  naclisieht,  ob  er  durch  Substitution  der  für  X,  y,  z,  . . . gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
suchung unter  der  Voraussetzung,  dass  F eine  F unction  von  nur  zwei 
unabhängigen  Variabelen  x und  y ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

d2F  _ 8UF  /dx\>  d2F  ■ dx_  dy_  WF_  (dyX2 

dt2  ~~  dx2  \dtj  dx  du  dt  dt  du“1  \dt)  ’ 


'&Y+2 

dt)  dx  dy 


dx  dy 

oder  wenn  der  Quotient  : — — mit  q bezeichnet  wird : 
dt  dt 


3) 


d2F 

dt* 


-[■ 


d2F 
dx 3 


<ZS  + 2 


d-F 


Q + 


d*F 


F]  /dy_ V 

2J  \dt)  ' 


dx  dy  dy 2 

Soll  dieser  zweite  Differentialquotient  zu  einer  Entscheidung 
führen,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 


4) 


d2F 

dx'2 


— 0, 


d2F 
dx  dy 


= 0, 


8 2F 
dy 2 


= 0 


sein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt, 'so  muss  der  in  3)  verzeichnete 
Ausdruck,  worin  noch  die  unbestimmten  Grössen  q und  Vorkom- 
men, immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 
entscheiden  ist.  ob  es  das  I’lus-  oder  Minuszeichen  ist.  Das  Vor- 
d2F  , ... 

Zeichen  von  , — hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 


dt 2 


5) 


d2F 


q * + 2 


d2F 


-q  4- 


d2F 


dx2  a 1 dx  dy  1 \ dy 2 

ab,  welcher  unter  dpr  F orm  a q2  -j-  2 ß q y enthalten  ist.  Hätte 
ferner  die  quadratische  Gleichung  a q2  -)-  2 ß q -|-  y = 0 eine  reelle 
Wurzel  g, , so  würde  der  Ausdruck  a q2  2 ß q y sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q das  Intervall  gt  — <5  bis  gt  -(-  Ö durch- 
laufen Hesse,  wo  <5  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend , dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginäre Wurzeln  besitze,  folglich  ß2  — ay  <[  0 sei.  Die  Bedingung 
für  die  UnveränderHchkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht  also 
in  der  Ungleichung 


3) 


f d2F  y _ 
\ dx  dy  ) 


d2F  d2F 


<0, 


dx2  dy- 

sie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination , denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  stimmt  lieh  statt- 
linden.  Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 


d*F 

0 x* 


und 


d’-F 
dy*  ' 


(nach  Substitution  der  für  x und  y gefundenen  Wertlie)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  Q)  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  q = 0 setzen,  ohne 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 


aus, dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie 


d'-F 

dy! 


nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 


d*F 

0*2 


oder 


Die  aus  den  Gleichungen 

leiteten  Werthe  von,  i 
Bedingung 


~~  — 0 und  r-r—  = 0 abge- 
cx  oy 

und  y müssen  zunächst  der 


/ d*F  V _ WF_  dFF 
\dxdy)  dx 2 dyJ 


genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Function  F(x,  y),  je  nachdem  sie  die  Differential- 
quotienten 

d*F  , 0’JF 

und  w 


d*F 

dP 


gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Fiuden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 
für  die  gefundenen  Werthe  von  x und  y , so  giebt  der  zweite 


DifTerentialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  Differentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Rechnungen  erfordert  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fallen  besser  thun,  aus  der  Natur 
der  gestellten  spcciellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet 

1.  Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  der 
Quadrats  umme 
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F(x,  y)  — (a,  x -f-  i,  y — fci)2  -f  (o,  a:  + 6^3/  — fc,)2  -f 
+ (a„a;+  b„y  — KV 

zu  bestimmen,  wobei  alle  « , b und  k als  gegebene  Constanten  vor- 
ausgesetzt werden.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgende  Bezeich- 
nung ein 


bj  dib-2  -j-  • • • • a„b„~—  Sab, 

fff  4“  ff|  + • • • • 4~'«n  — Sua, 

+ 5.2  -f-  • • • • -j-  43  = sbb, 

u.  s.  w. 


so  erhalten  wir 


8F 

•g — = 2(Saax+  Saby  — Sat), 
dF 

= 2 (SbaX  4“  Sftft«/ Sj*), 

WF  02F 

J^  = 2S-'h=2Sib’ 


02F 


2 Saft* 


0ar  0i/ 

Die  letzten  drei  Ausdrücke  genügen  den  Bedingungen  des  Mini- 
mums; letzteres  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 


Sa  a X 4”  Sa  ft  «/  Sa  ft , 

Sfta  * 4"  Sb^y  = Sft* 

erfüllt  sind,  wozu  die  Werthe  gehören 

Sftft  • Saft  — Saft  . Sftft 

r — Saa  • Sftft  - (Saft)2  ’ 

Sa  q • Sft  ft  Sq  ft  . Sa  ft 

^ Saa  • Sftft  — (Saft)2 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  verallgemeinern,  dass  man  eine 
beliebige  Anzahl  von  Variabelen  x,  y,  s;  etc.  voraussetzt  und  das 
Minimum  von 

F{x,  y,  e, ) 

— («]  x 4-  y 4*  ci z 4 Äi)J4_(ffäa!4“  b-t  y 4-  Cie  4-"* — fr-j)2  4 — • 

4-  (ff„  X 4-  bn  y 4-  c„  e 4 Je,)* 

verlangt.  Man  findet  leicht,  dass  die  hierzu  nöthigen  Werthe  aus 
folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind: 
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Sa  4"  8(|  ft  y d”  Sa  c % 4 * * 1 ’•  Sa  k ». 

Sbax  4"  Sftft  y 4”  Sbc*  4-  • • • * — 8**  , 
SCa£  4"  Sei,  y .4-  Seez  4"  — Sct, 


deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Yariabelen  x,  y,  z 
«te.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefundenen 
Werthe  von  x,  y,  z etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
F geben,  bedarf  es  übrigens  nicht , denn  es  ist  unmittelbar  einleuch- 
tend, dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grössen) 
wohl  in’s  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  kann 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss  *). 

*)  Die  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung  des  zweiten  Bei- 
spiels in  §.  33  enthält,  ist  für  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  Hat 
man  nämlich  eine  Grösse  x durch  directe  Messung  oder  Beobachtung 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  durch  Messung 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  diese 
Operation  mehrmals  vor,  aber  man  findet  dann,  zufolge  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler,  bei  jeder  Messung  einen  etwas  anderen 
Werth,  und  es  mögen  kx , k2,  . . . k„  die  verschiedenen  W’erthe  bezeich- 
nen, welche  bei  » Beobachtungen  für  x erhalten  wurden.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt, 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das -arithmetische 
Mittel  aus  klt  k3,  ...  k„  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x,  ohne 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dagegen 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  der  wahrscheinlichste 
Werth  von  x derjenige  ist,  bei  welchem  die  Stimme  der  Fehlerquadrate 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x — k, , x-^-k3,  . . . x - k„  die  be- 
gangenen Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  33  wird  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum,  wenn  x dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  kx,  k2,  . . . kn  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  An- 
nahme. Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 
stattet aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  nicht 
flirect  beobachtbare  Grössen  x und  y mit  beobachtbaren  Grössen  a, 
b,  k durch  eine  Gleichung  von  der  Form  ‘ax  -)-  by  — k verbunden,  so 
erhält  man  durch  n Beobachtungen  n Gleichungen  folgender  Art 
axx  -\-bxy  = kx,  a2«-(-  b.iy  = k2,  . . . a,  x -\- b„y  = k„  . 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2 und  daher  würden 
sie,  als  vollkommen  genau  betrachtet,  einander  widersprechen.  Dage- 
gen ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Gleichungen  in  F'olge  der  Beob- 
achtungsfehler nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

axx-\-bxy  — ki,  a2x-\-b2y  — k3, . . . o„  x -j-  b*  y — k. 
differiren  daher  von  der  Null  und  repräsentiren  die  Fehler.  Die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x und  y ergeben  sich  nun  wieder,  indem 
man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht,  und 
vermöge  dieser  Bedingung  erhält  man,  wie  oben  gezeigt  wurde,  immer 
soviel  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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der  Functionen  mehrerer  Yariabelen. 


2.  In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 


M so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 
Entfernungen  AM  — it,  BM=v,  CM=w 
ein  Minimum  werde.  Bezeichnen  wir  die 
Seiten  BC,  CA,  AB  der  Reihe  nach  mit  a, 
b,  c und  die  Gegenwinkel  mit  a,  ß,  y,.so 
haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 
nungen , 

S — u -f-  v -(-  w 

oder,  wenn  Z BA  M = 0 gesetzt  wird, 


CV 


s = m 4 V c*  -j-  — 2 cu  cos  0 4 V~b2  -j-  it2  — 2bu  cos(a  — 0) 

Und  hierbei  sind  u,  0 die  beiden  unabhängigen  Yariabelen.  Es  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation 

u — ccosO  ..  u — b cos  («  — 0) 


0s r 

du  ~ 
ds 
00 


•F 


V c2  -)-  «*  — 2 cu  cos  0 
c u sin  0 


+ 


V&2  + m2  — 2bucos(u  — 0) 
b u sin  ( cc  — 0) 

\f -|-  w2. — 2cucosli  Vb2-(-M2 — 2 bucos(a  — 0) 

mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

ccosO  — n 


, b co$(a  — 0)  — m , 

I “ I 


c sin  0 


. w 

b sin  (a  — 0) 


0. 


v w 

Geometrisch  bedeuten'  dieselben  soviel  wie 
cos  BMA'  -f  cos  CM  A'  = 1,  sin  BMA'  — sin  CMA'  = 0; 
aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  Z BMA'  = Z CMA' , nachher 
aus  der  ersten 

cos  BMA'  = cos  CMA'  = i,  Z BMA'  = Z CMA'  = 60°, 

4 BMC  = 120°. 


Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  würde  man  gelangen,  wenn  man 
BM  — ’V  und  CBM  = ij  als  unabhängige  Variabele  wählte  und 
demgemäss  u und  w durch  v und  7]  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
dann  Z CMA  — 120°.  Der  gesuchte  Punkt  M liegt  demnach  so, 
dass  die  Winkel  AMB,  BMC,  CMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
Durchschnitt  von  Kreisbögen,  welche  über  den  Dreiecksseiten  als 
Sehnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120°  be- 
schrieben werden  können.  Eine  andere  Construction  von  M besteht 
darin , dass  man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 
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ABC',  BCA',  CAB'  mit  de*  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
nachher  die  Geraden  AA',BB',  CC  zieht;  letztere  schneiden  sich 
im  Punkte  M.  ä • 

Der  Natur  'der  Sache . nach  kann  die  Summe  «4-  v w be- 
liebig gross  gemacht  werden,  wenn  man  den  Punkt  M weit  genug 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  A B G , entfernt , wahrend  dagegen  s 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.  Der  gefundene  Punkt  M muss 
folgüchjdem  Minimum  von  s entsprechen. 

Kine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, u " -j-  vn  -j-  ic”  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  « = 2 findet  man,  dass  M der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABC. und  u2  -[-  v2  -)-  tc2  ein  Miniipum  ist. 

3.  Es  soll  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 

| V — BiX  + bi , e = Ctx  4-  c, 

I y = Bi  x 4~  b»  > * = C~2  % + ef 

Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  xt  yi  zx , auf 
der  zweiten  einen  Punkte  y,  zt  einstweilen  beliebig  an,  so  ist  die 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  V (x'i~—  x*)*  4-  O/i  — y*)*  4~  ( 'fi  — ei)2> 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdem  ihr  Quadrat 
seinen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  uns 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

Oi  x2)2  -4-  O/i  — it*)*  4"  Ol  — •S’s)1 

zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 
F(x i , xt)  = Oi  — *»)*  4-  (D,  a?,  — Bi  + b,  — bä)2 

4-  (C,  Xi  — C3  a*  -)-  c,  — ca)2 

annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  xt 
und  Xa  darstellt.  Man  hat  nun 

= (14-  B2  4-  Cf)x}  ~(l±BlBa  + Cx  C2)xa 

4-  Oi  — b2)  Bi  4-  — Ca)  Ci 

— — (1  4"  B2  B3  4~  Ci  Ca)  Xi  4-  (1  -f-  B 2 4“  C.f)Xa 

— (bi — b2)i?2 — (cj1 — Ca)  Ca 

= 2(1  4-  B*  + Cf) 

^ = 2 (1  4-  B.2  4-  GJ). 


\-Z±. 

2 dxt 

1 ™ 

2 dx2 

d2F 

dx{ 
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Setzt,  man  die  ersten  Differentialqdotienten  der  Null  gleich,  so 
erhält  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  xt 
and»);  die  so  bestimmten Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 

4(1  + 5t53  + Ci  C,)*  - (1+5*+  Cd  (1+5*+  C*)  < 0 
0*5  . 0*5 

und  — — j-  sowie  — — — positiv  ißt.  Aus  aq  und  xt  erhält  man  mit- 

C / Xj  0 tC.J 

telst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  tfi,  sq  und  y2,  z2  i 
nach  Substitution  der  Werthe  von  aq , x2 , yt , y< , Z\  und  xra  gieht 
nun  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzeste  Entfer- 
nung der  beiden  Geraden.  Uebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 
Aufgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und  man  hätte  sich 
daher  die  Entwickelung  der  zweiten  Differentialquotienten  von  5 
nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 


§.  35. 

Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Function  mehrerer 
Variabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 
häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  nusgedrückt  werden.  Sucht  man  z.  B.  die  kürzeste  Ent- 
fernung eines  Punktes  aß  y von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 
Ax  + By  + Gz  + 5 = 0 
• sein  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

V(ät ;—<*)*  + (t/  — ß)2  + (e  — y)*, 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  aßy  und  xyz  angiebt,  zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  x,  y und  z der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschaffung  der  abhän- 
gigen Variabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  cp(x,  y,  z) 
— 0 gegeben,  so  kann  man  sie  nach  z auflösen  und  den  so  gefun- 
denen Werth  von  z in  die  Function  F(x,  y,  z),  deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren;  an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
hängiger Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedingungsglei- 
chungen qp  (x,  y,  z)  = 0 und  rp  (x,  y,  z)  = 0 gegeben,  so  kann  man 
mittelst  derselben  y und  z durch  x ausdrücken  und  wenn  man  diese 

Schl  Om  lieh,  Analysis.  L XX 
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Werthe  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F(x,  y,  e)  nur  noch 
eine  unabhängige  Variabele.  Diese  Eliminationen  sind  aber  nicht 
selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in  solchen 
Fällen  einen  anderen  Weg  einsehlagen,  welcher  darin  besteht,  dass 
man  nicht  die  abhängigen  Variabelen  selbst  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen,  sondern  die  Differentialquotienten  der  abhängigen  Varia- 
belen aus  den  Differentialgleichungen  der  gegebenen  Bedingungen 
elimiairt.  Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  folgende. 

Wenn  F(x,  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  (p(x,  y)  — 0 erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eine 

dF 

unabhängige  Variabele  x vorhanden  und  es  muss  daher  — - — = 0 

dx 

sein;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F ausser  x noch  die  abhängige 
Variabele  y enthält, 

dy 

dx 


d F dF 
dx  dy 


— 0. 


Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  x 
als  unabhängige  Variabele,  so  ist 


d(p 

dx 

dy 


dcp_ 

^ dy 


dy 

dx 


= 0; 


die  Elimination  von  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebt 


0, 


dF  dq>  dF  8q> 

dx  dy  dy  dx 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  cp(x,  y)  = 0 
verbindet,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
x und  y . 

Bei  drei  Variabelen  x,  y,  e und  zwei  Bedingungsgleichungen, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(x,  y,  e)  gesucht  wird, 
während  zugleich 

<P  (x,  */,£•)  = 0 und  rp  (x,  y,  e)  — 0 
sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Variabele  x vorhanden,  von  wel- 


cher y und  z abhängen. 


. dF 

Die  Gleichung  — — = 0 lautet  dann 

dx 


dF 


+ 


dF 


dy 

dx 


. dF  u* 

+ -0 T-  — = ° 


de 

dx 


dx  ' dy 

und  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 
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dtp  dqp 


dx 

dt 

dx 


+ 

+ 


dy 

dt 


dy 

dx 


+ 


dy  , 

dx 


d<p 

de 

dt 

de 


de 

dx 

de 

dx 


= 0, 


= 0. 


Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  und  —r~  elimini- 
° dx  dx 

ren,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 
den  beiden  Bedingungen  <p(x,  y,  e)  = 0 und  t(x,  y,  e)  = 0 zur 
Bestimmung  von  x,  y,  e hinreichh 

Sind  drei  Variabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
chung, so  kann  man  x und  y als  unabhängige  Variabele,  e als  abhän- 
gige Veränderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 
dF__  dF_ 

dx  ~ dy 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F auch  e als  Function  von  x und  y 
vorkommt, 


= 0, 


8 F 
dx 
d F 
dy 


dF  de 


+ 


de 

dF 

de 


dx 

de 

dy 


= 0, 


= 0. 


Andererseits  ist  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 
<p(x,  y,  e)  = 0 


8<jP  i 

8a: 


dtp  de 


8<p 

dy 


+ 


de 

d<p 


dx 

de 


de  dy 


= 0, 


= 0; 


de 


durch  Elimination  von  — — aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 
dx 

de 

-g— - aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 


dF  dq o dF  dtp 


dx 

dF 


de 
di p 


de 

dF 


dx 

dq> 


= 0, 


= 0, 


dy  de  de  dy 
welche  Gleichungen,  verbunden  mit  g>(x,  y,  e)  = 0,  die  Unbekann- 
ten x,  y,  e bestimmen.  — Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.  Wir  geben  einige  Beispiele  dazu. 

11* 
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1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  ß,  y,  8 soll  das  Viereck  von  grösst- 
möglicliem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x den  von  a und 
ß,  y den  von  y und  <3  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläche 
des  Vierecks 

5 aß  sinx  -f  .}  yd  sin y 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F = aß  sinx  -f-  yd  sin y 

zu  setzen.  Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  Win- 
keln x und  y gegenüberliegt,  so  hat  man 

a2  -)-  |S2  — 2 aß  cosx  ==  y2  -|-  d2  — 2yd  cosy\ 
mithin  als  Bedingungsgleichung 

qj  z=  «2  -J-  ß*  — y2  — d2  — 2 a ß cos  x + 2 y d cos  y — 0. 

Die  Differentialgleichungen  werden  nun 

dF  a , s dy 
— = aß  cosx  + yScosy—, 

7 „ 7 

— — = 2 aß  sinx  — 2yd  siny  - ——  = 0. 
dx  r ' dx 


Setzt  man  4—  = 0 und  eliminirt  4^*.  so  fo’ot: 
dx  dx 

2 aßy  8 (cos  x sin  y + sin  x cos  y)  = 0, 

d.  h.  sin(x  + y)  = 0,  x -f-  y = 0°  oder  = 180°,  360°  u.  s.  w. 
Da  aber  x und  y Winkel  eines  Vierecks  sind,  so  kann  nur  x -f-  y 
= 180°  oder  y — 180°  — x sein. 


d y 

Hieraus  folgt  weiter  —f—  = — 1,  mithin 
dx 


dF 

dx 


— aß  cosx  — yd  cosy, 


-t—t  = — aß  sinx  4-  yd  siny  —r~ 
o*2  dx 

= — (aß  sinx  -f-  yd  siny), 

und  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x < 180° 
und  y <;  180°),  so  entspricht  die  Bedingung  x -\-  y — 180°  einem 
Maximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  gesuchte  Viereck  ein 
Sehnenviereck  ist. 
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2.  Um  auch  die  im  Eingänge  erwähnte  Aufgabe  zu  lösen, 
nehmen  wir 

F=  (*-«)»  + 0,-ßy  + (z-y)\ 

<p  — Ax  -\-  By  Cz  -\-  B = 0, 
und  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x und  y vorhanden, 
während  z eine  Function  von  x und  y ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differentialquotienten  von  F der  Null  gleich,  so  hat  man 
zunächst 

Ir =0’ 

„ . , dz 

y — ß + (* — v)  -gj-  = o. 

Ferner  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 

(p  = 0: 

A+C^-  = 0,  B+C  |^-=0, 
dx  dy 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Diflferentialquotienten : 

A(z  — y ) — C(x  — a)  = 0, 

B(z-y)  - G(y-ß)  = 0. 

V,e^J)indet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Ax  -j-  By 
+ Cz  -}-  D = 0,  so  findet  man  der  Reihe  nach  z,  y und  x,  nämlich 
x — u — AK,  y = ß — BK,  z = y — CK, 
wobei  zur  Abkürzung 

Aa  + Bß  + Cy  + B 

A»  + i?3  + O» 

gesetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
F entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unserer 
Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  x,  y,  z identisch  mit 
den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des  Fuss- 
punktes  der  vom  Punkte  aß y auf  die  Ebene  Ax  By  Cz  D 
= 0 herabgelassenen  Senkrechten. 

3.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
natenachsen  bildet.  Ist  nun  s die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
S auf  die  Coordinatenebenen  xy,  xz,  yz  der  Reihe  nach 

c — s . cosy,  l = s . cos ß,  a = s . cos a. 
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Dabei  werden  die  Projeetionen  a,  b,  c,  ebenso  wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden , als  positiv  oder  negativ  betrachtet , je 
nachdem  die  Winkel  «,  ß,  y spitz  oder  stumpf  sind.  Denken  wir 
uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  s den  Winkel  S" 
bildet,  so  ist  die  Projection  von  s auf  die  neue  Ebene 

p = s . cos  9 

oder  wenn  uvw  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p = s(cosa  cosu  -|-  cosß  cos  v + cosy  cosw) 
d.  i. 

p = a cos  u -)-•  b cos  v ■(-  c cos  tc. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p von  s auf  eine  belie- 
bige Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  s auf  die  Coordi- 
natenebenen  und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  mehrere 
beliebig  liegende  Figuren  st,  Sj  etc.  hat  man  entsprechend 


P — Ä COS  M -(-  Bcosv  + Ccosw, 


wo  P die  Projectionssumme  jp,  ~t-  etc.  bedeutet,  und  ebenso 

A,  B,  C die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirten 
Projectionen  sind.  Wir  suchen  nun  dio  Ebene,  für  welche  P sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 
dingung 4 ■ 

COS2«  cos2o  -{-  COStV)  —1=0 

zwei  unabhängige  Variabele  « und  v vorhanden,  während  w eine 
Function  von  u und  v ist.  Durch  partielle  Differentiation  von  P 
hat  man,  die  Differentialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

A sin  « -1 - C sin  w -I—  = 0, 
du 

dw 

Bsinv  -(-  Csinto  — =0. 

6v 


Die  partiellen  Differentialquotienten  der  Bedingungsgleichung  sind 

010 

cosu  sinu  4-  cbsw  sinw  -x — = 0, 
du 

i 010 

cos  v sinv  -1-  cos  w sin  w — — = 0. 

dv 


Durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten  von  io 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

A cosw  — Ccosu,  Bcosw  = Gcosv, 
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welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
von  u,  v,  to  führen ; man  erhält  nämlich 

cosu  cosv  cos  to  1 

A ~ B ~ C ~~  V A'i  + B*  + C*’ 

und  hierdurch  erfahrt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  für  wel- 
che die  Summe  der  Projectionen  von  allen  Polygonen  ihren  grössten 
Werth  erreicht. 

Projicirt  man  Si , 8S  etc.  auf  eine  Ebene , welche  senkrecht  zur 
Ebene  der  grössten  Projectionssumme  steht,  so  erhält  man  eine  Pro- 
jectionssumme  gleich  Null,  wie  aus  den  Formeln  für  u,  v,  to  leicht 
zu  ersehen  ist. 
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Die  Convergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen. 

§.  36. 

Grundbegriffe  von  endlichen  und  unendlichen  Reihen. 

Bezeichnet  (p  (m)  eine  bekannte  Function  der  willkührlichcn 
ganzen  positiven  Zahl  m,  so  bilden  die  einzelnen  Functionswerthe 
9>(0),  qp(l) , <p(2),  • • ■ <p(n  — 1) 

eine  sogenannte  endliche  Reihe,  welche  im  vorliegenden  Falle  aus 
n Gliedern  (Termen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  eine 
gewisse  Function  von  n und  mag  mit  S„  bezeichnet  werden.  Lassen 
wir  in  der  Gleichung 

S„  — cp  (0)  -f-  qp  (1)  + (p  (2)  -f-  • • • + <P  (n  — 1) 
n unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Reihe  zu  einer  unend- 
lichen und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenzwerthe, 
welchem  sich  SH  für  unendlich  wachsende  n nähert.  Dabei  sind  nur 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  Lim  Sn  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  S oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ersten  Falle  heisst 
die  Reihe  qp(0)  + <p(l)  <jp (2)  + etc.  convergent  und  S ihre 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Reihe  als  divergent 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Diese  Methode  zur  Summirung  unendlicher  Reihen  wollen  wir 
durch  zwei  Beispiele  erläutern,  welche  nachher  von  Nutzen  sein 
werden. 

a.  Zufolge  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometrische 
Progression  gilt,  wenn  q>(m)  = ßm  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
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1 


Ä =1  + ß + ß*  + ••••  + ß*-1-, 

P t 


ist  nun  ß ein  positiver  oder  negativer  achter  Bruch,  so  wird  Lim  ß” 
= 0*),  mithin 

1 


1) 


=-  i +-  ß + /J*  + /J*  + 


Sr 


1-/3 

— 1 <ß<  + 1. 

Für  ß = + 1 ist  Sn  — n,  folglich  Lim  S„  = od ; für  /3  !>  -)-  1 
wird  um  so  mehr  Xi»»  Sn  — cc ; für  (3  = — 1 ist  S„  = 0 oder 
= -f-  1 , je  nachdem  n gerade  oder  ungerade  ist;  für  ß < - 1 
wachsen  die  Werthe  von  S„  in’s  Unendliche  und  wechseln  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  S„  nur  unter  der  Bedingung 
— 1 <T  -f—  1 eine  bestimmte  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe 

1 + ß -f-  (3 2 -(-  • * • convergirt  für  acht  gebrochene  ß und  diver- 
girt  in  jedem  anderen  Falle. 


b.  Aus  der  leicht  beweisbaren  identischen  Gleichung 
ß(ß+l)(ß+2)...(ß  + m-l)  ß(ß+l)(ß  + 2)...(ß  + m) 

a («  -j-  1)  (a  4-  2) . . . (ß  + tu  — 1)  a (a  -f-  1)  (a  2) . . . (a  -f- »/) 

= *-ß  ß(ß+l)(ß  + 2)...(ß  + m-l) 

« (ß  -f*  1)  (ß  4"  2)  (ß  -f-  3) . . . (a  -(-  tri) 
folgt,  indem  man  »*=1,2,3,...»  — 1 setzt  und  Alles  addirt, 

n JL  _ ß(ß  + i)(ß  + 2)...(ß  + »-i) 

' cc  «(«  -f-  l)(ß  2)  . . . (ß  + n — 1) 

K ß T ß , ß(ß+l)  , ß(ß  + l)...(ß  + n-2)  ] 

ß [a+l  ■ (a-(-l) (a+2)  "*  (ß+l)(«4-2)...(a4«— 1)J’ 

wobei  die  eingeklammerte  Reihe  aus  » — 1 Gliedern  besteht.  Bei 
unendlich  wachsenden  n kommt  es  linker  Hand  auf  den  Grenzwerth 
von 

P(ff  + l)(P  + 2)...(fl+«-l) 

ß (ß  4"  1)  (cc  -j-  2)  . . . (cc  -|-  n — 1 ) 


*)  Ein  positives  acht,  gebrochenes  ß kann  unter  der  Form 


1 


1 + « 

dargestellt  werden,  wo  « irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
(1  + «)"  > 1 -j-  » « ist  dann 

0 < (i  „).  < i -)_  na ’ 

woraus  die  obige  Behauptung  sogleich  folgt.  Bei  negativen  ß können 
Bich  ß * und  (—  ß)n  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  Uebrigen 
bleibt  die  Schlussweise  dieselbe. 
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an,  und  da  man  augenblicklich  übersieht,  dass  für  tt  — ß der  vor- 
liegende Bruch  constant  = 1 bleibt,  so  sind  noch  die  Fälle  a 2>  ß 
und  a ß zu  untersuchen. 

Nun  ist  für  ganze  positive  h und  k,  sowie  für  ein  beliebiges 
positives  x 

0 +t)A>  1 + *•  (1+a;)*>  1 + kx 

mithin,  wenn  man  in  der  zweiten  Ungleichung  die  kte  Wurzel  zieht 
und  die  reciproken  Werthe  nimmt 

(_!_)*. 

\1  -(-  kx)  ’ 

— ß und  ß -f-  m als  posi- 

ß + >»  \T 

ß + m + h(tt-ß)J 


< 


1 X 


< 


. tt  — ß 

hieraus  folgt  für  x = -■  . , wobei  a 

P + »* 

tiv  angenommen  werden, 


/ ß + m \ ^ ß + m ^ ( 

Wählt  man  die  Zahlen  h und  k,  so  dass  gleichzeitig 
h>a  — ß, 

so  kann  man  die  vorige  Ungleichung  verstärken,  indem  man  statt 


des  ächt  gebrochenen 


ß 


die  Einheit,  und  für  das  die  Einheit 


übersteigende  k («  — ß)  gleichfalls  die  Einheit  setzt.  In  der  nunmeh- 
rigen Ungleichung 

/ ß + m y ß -\-m  / ß + m \* 

\ß  + m + 1/  ^ « + m A0  + »»  + V 
nehmen  wir  »»  = 0,  1,  2,  . . . n — 1 und  multipliciren  alle  ent- 
stehenden Ungleichungen;  dies  giebt 

/ ß V . ß(ß+l)(ß  + 2)...(ß  + n-i)  ( ß Y 

\ß+n)  ' a(a-\-l)(a  + 2)  . . .(a  + n—l)^\ß  + n) 

Bei  unendlich  wachsenden  n ändern  sich  h und  k nicht,  dagegen 

ß 


wird  Lim 
2)  Lim 


a , = 0,  mithin 

ß + » 

ß(ß  + l)(ß  + 2) 


(ß  + n-l) 


a (a  -f- 1)  (a  + 2)  • • • (a  -f  n — 1) 


0, 
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wobei  aber  die  Bedingung  a ß festzuhalten  ist.  Aus  Nro.  1) 
erhält  man  nun  die  Reihensummirung 

ß _ _ß_  , | flff  + Off  + g)  , ... 

u — ß a -j-  1 (ß  -f  1) («  + 2)  («  + l)(a  + 2)(«4-3)  ~r 

oder  auch,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzufügt, 

' « - . ß , ß(ß+ 1)  , ß(ß±m+2)  . 


3)  ia-ß 


= 1 


«+1 


+ 


(«+l)(«+2)  ^(«+l)(«+2)(ad-3)n 
( ß > ß > 0. 

Der  zweite  Fall  « <C  ß kann  sehr  leicht  auf  den  ersten  zurück- 
geführt werden,  indem  man 

ß(ß+l)...(fl  + n-l)  1 

ß(ß  + 1)  . . . (ß  -|-  » — 1)  a(a  + 1)  . . . (a  -(-  » — 1) 

ß(ß+l)  ...(ß  + n-1) 

setzt;  rechter  Hand  nähert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in’s  Unendliche  und 
daher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

ß , ß(ß  + l)  , ß(ß  + l)(ß  + 2\ 


4)  oo  = 


B+l 


+ 


+ 


(b  + 1)(«  + 2)  1 («+l)(a  + 2)(«  + 3)  ’ 
ß>«>0. 

Im  letzten  Falle  ß — a wird  die  betrachtete  Reihe  zur  folgenden 

_JL_  _L  _JL_  . 4. 

«-(-lTa+2T«  + 3 ' 

und  ihre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet,  .unter  der  Form 
wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 
ten Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4 und  5) 

a 

ziehen  wir  vorerst  in  die  folgenden  zusammen 

l (e  1)  — l e < — •<  le  — l (e  - 


> l(a+  1)  — la 


1). 


setzen  dann  t — a - 1-  l,ß-|-2,...ß-j-n  und  addiren  Alles; 
dies  giebt 

ß)  I (ß  -f- » -f-  1)  — 1(«  + 1) 

< — 1 j 1 1 i 1_  . . . . j l — < 

^ a-f  1 T a + 2 T a +3  T ^ß-j-n^- 

l(a  -)-  n)  — 7ß. 
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i 

Hieraus  geht  augenblicklich  hervor,  dass  die  Summe  der  zwi- 
schenliegenden  Reihe  gleichzeitig  mit  u in’s  Unendliche  wächst. 

Die  Reihe 

ß , 0(0  + 1)  , ßtß+l)(ß  + *) 


G)  1 + 


+ 


+ 


+ 


« + 1 ' («+l)(«  + 2)  ' (a  + l)(«  + 2)(«  + 3) 
convergirt  daher  für  « > ß > 0 und  divergirt  in  jedem  anderen 
Falle,  wobei  a und  ß immer  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Convergenz  oder  Divergenz  einer  unend- 
lichen Reihe  leicht  zu  entscheiden,  sobald  man  die  Summe  ihrer  n 
ersten  Glieder  finden  kann;  dies  gelingt  aber  nur  selten,  und  man 
muss  sich  daher  nach  anderen  Keimzeichen  der  Convergenz  oder  Di- 
vergenz umsehen.  Setzen  wir  zunächst  alle  Reihenglieder  als  positiv 
voraus  und  bezeichnen  wir  sie  einfach  mit  u0 , «i , u?  etc.,  so  leuchtet 
augenblicklich  ein,  dass  dieselben  fortwährend  und  in’s  Unendliche 
abnehmen  müssen,  d.  h.  dass  Lim  un  — 0 werden  muss  (für  n = oo), 
wenn  die  Reihe  convergiren  soll;  denn  betrüge  jeder  Term  mehr  als 
irgend  eine  Zahl  £,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
mehr  als  £ + £ + • • • in  inf.  ausmachen,  d.  h.  unendlich  gross  sein. 
Dieses  Criterium  reicht  aber  nicht  aus,  wie  man  schon  an  der  Reihe 

+ — sehen  kann,  welche  (nach  Nro.  5) 
n 

divergirt,  obschon  ihre  Glieder  in’s  Unendliche  abnehmen.  Die  Sache 
bedarf  daher  einer  genaueren  Untersuchung,  welche  im  Allgemeinen 
auf  dem  Principe  beruht,  eine  gegebene  Reihe  mit  einer  anderen  zu 
vergleichen,  deren  Convergenz  oder  Divergenz  bereits  festgestellt  ist. 


— + — + — + 
1 ^ 2 ^ 3 ^ 


§.  37. 

Reihen  mit  positiven  Gliedern. 


I.  Die  gegebene  Reihe  sei 

Mo  + «l  + “2  + u)  + 


Ut ,a.i 

und  zugleich  werde  vorausgesetzt,  dass  der  Quotient, bei  un- 

endlich  wachsenden  n sich  einer  bestimmten  Grenze  A nähere ; diese 
ist  jedenfalls  positiv,  kann  aber  <C  1 , = 1 oder  > 1 sein. 

Wenn  A weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  muss  der  Quotient 

u"  U-l  von  einer  gewissen  Stelle  n = h an  kleiner  als  ein  zwischen 

M. 

A und  1 eingeschalteter  achter  Bruch  ß bleiben,  denn  wenn  dies 
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nicht  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich  ” — nicht  einer  Grenze  nähern, 

Uu 

welche  vorausgesetztermaassen  unter  ß liegt.  Man  hat  dann  von 
n = k an 


«t  + i 


<ß, 


ut  + s 


<ß, 


«*  «i+i 

und  erhält  daraus  sehr  leicht 

«*+ 1 < Utßi  «*  + J < 
und  durch  Addition 


Wt  + 3 
M*  + a 


<ß 


«t  + 3 < Utß3,  . . . 


4"  M*  + l 4 «*  + ? 4 «i  + 8 + • * • * 
<«*(i  + ß + ß*  + ß*  + ■ • • •)■ 


Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  + i , «i  + 2 etc.  vereinigt,  wachsen  fortwährend , sie 

bleiben  aber,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

ut  (1  4"  ß 4-  ß2  4 • • •)  = 1 _~ß  1 

und  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  unendlichen  Reihe  w*  4 M* + 1 4 «*  + a 4 etc.  eine  endliche  Grösse 
sein.  Durch  Hinzufügung  der  endlichen  Summe  Uq  4 Mi  4 ••  • 4 ***— 1 
erhält  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe  u$  4 «i  4 " • 
in  inf.  convergirt. 


Wenn  zweitens  X 1 ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1 und  l 
den  uuächten  Bruch  y eingeschaltet  und  nehme  n so  gross,  dass 

— — > y bleibt,  was  von  einer  gewissen  Stelle  n — Tc  an  der  Fall 
un 

sein  muss,  weil  sich  ausserdem  l<n  + 1 nicht  einer  über  y liegenden 

Grenze  nähern  könnte.  Man  erhält  durch  ähnliche  Schlüsse  wie 
vorhin 

4 M*+i  4 w*+s  4 ut  + 3 4 • • * 

4 Y 4 y2  4 y3  4 ) > 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y > 1 , mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross ; dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  «o  4 Mi  4 u%  4 etc.  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
wir  den  Satz: 


Die  unendliche  Reihe  s®  4«i  4 «a  4 etc-  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von  W”  + 1 
weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt. 


Digiiized  by  Google 


174  Cap.  VI.  §.  37.  Reihen  mit  positiven  Gliedern. 
Als  Beispiel  diene  die  Reihe 
x 1 x3  1 . 3 x*  1 . 3 . 5 . 

' T + 3~  + 2 . 4 5~  + 2.4.6  7 + " 


hier  ist  u0  = 0,  ut  = — u.  s.  w. 


Lim 


llü+1 


. (2»—  1)S*3 

= Lim  )-r- — — = 


2»(2»  4-  1) 


Lim 


1 + 


2 n 


2) 


— -f 
lr  ^ 


+ -+-  + 
~ 3P  ' 4P 


mithin  convergirt  die  Reihe  für  x < 1 und  divergirt  für  x > 1. 
Ebenso  leicht  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 

2 p 

für  * < 1 convergirt  und  für  x ^ 1 divergirt. 

Wendet  man  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  sogenannte 
Potenzenreihe  an,  nämlich 

«o  + atx  + a,x*  + a„  r3  + •, 

worin  X und  alle  a als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  findet  man 
leicht,  dass  dieselbe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  x weniger 

oder  mehr  als  Lim  - °n  beträgt. 

°n  + l 

Das  soeben  bewiesene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit 
in  dem  Falle  A = 1,  weil  die  Herleitung  desselben  auf  der  Voraus- 
setzung beruht,  dass  zwischen  1 und  A eine  Zahl  eingeschaltet  wer- 
den könne ; der  genannte  Ausnahmefall  bedarf  daher  einer  weiteren 
Untersuchung. 


II.  Wenn  das  Product 


bei  unendlich  wachsenden  n sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze 
p nähert,  so  kann  letztere  (wegen  un  + i <[  «,)  nur  eine  positive 
Grösse  sein,  rücksichtlich  deren  wir  die  drei  Fälle  p > I , p — 1 
und  p <T  1 unterscheiden. 

Im  Falle  p > 1 denken  wir  uns  zwischen  p und  1 den  un- 
äehten  Bruch  y eingeschaltet  und  n so  gross  genommen,  dass  das 
oben  erwähnte  Product  grösser  als  y bleibt,  was  jedenfalls  einmal 
geschehen  wird.  Von  einer  bestimmten  Stelle  n = k an  haben  wir 
dann 
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U.  8.  W. 

und  erhalten  hieraus  » 

^ k~y  ..  ^ k + 1 — y (k— y)(fc— y + l)., 

+ 1 ^ + 2 \ £ _j_  J ^*  + 1 <^.  7.  /7.  I 1\ 


«*  + 3 <C 


h 

k + 2 — y 


fc(fc+  1) 


«*  + » < 


(fc  — y)  CA-  — y \ 1)  (k  — y + 2) 
k ( k + 1)  (fc  + 2) 


jfc  + 2 
mithin  durch  Addition 

w*  4"  M*  + 1 4"  w*+a  -I-  n*  + 3 -f- 
— v , (*— r)(*  — y + 1) 


< «*  1 


+ 


+ 


+ 


k ' k(k+  1) 

(*  — y)  (k  — y + 1)  (k  — y + 2) 
ä(ä+  l)(&-f-2) 

Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Reihe 
Nro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a = k — 1 , ß = k — y,  wobei  immer 
k > y > 1 gewählt  werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Reihe, 
weil  y > 1,  mithin  a > ß ist.  Daraus  folgt  die  Convergenz  der 
Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Convergenz  der  Reihe  Uq  +«i  +«j  + etc. 

Wenn  fl  < 1 ist,  so  denke  man  sifh  zwischen  fi  und  1 den 
ächten  Bruch  y eingeschaltet  und  nehme  n so  gross,  dass  das  Pro- 
duct n ( 1 — V + 1 ) von  einer  bestimmten  Stelle  n = k ab  kleiner 

\ m«  J 

als  y bleibt.  Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
jetzt  zu  der  Ungleichung 

uk  4-  M*  + i + uk  + 2 4"  u*  + s 4"  • • • • 


> «*  1 


4 


(k  — y)  (k  — y + 1) 
k (k  + 1) 


+ 


ft-y)(*-y  + i)*-y  + 8) 


+ 


k (k+l)(*  + 2) 

Wegen  y < 1 divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  mehr  di- 
vergirt  auch  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  u0  -j-  Mi  4"  wa 
etc.  Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  «o  4"  «i  + «a  4'  e*;c*  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
ductes 

mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt 
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Dieses,,  Kennzeichen  erledigt  meistentlieils  die  Fälle,  wo  das 
vorige  keine  Entscheidung  giebt.  So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Jjiro.  1) 
* für  x — l * 

3 1 

= Um  =±>  1 

+ 2 n 

mithin  convergirt  die  Reihe  1)  auch  für  x = 1. 

Für  die  Reihe  2)  ist  im  Falle  x = 1 

Um  [”(1-^)]  = 

oder,  wenn  — = ö gesetzt  wird, 

Um  [ „ (1  _ *±l)]  - Lim  , _J_  j = 


mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 

3) 


-L  + -L  + -1  + J-  + 

1P  ' 2f  3P  ' 4P  ~ 


je  nachdem  p 1 oder  p 1 ist. 

Da  sie  für  p = 1 divergirt,  wie  wir  schon  aus  §.  36  wissen, 
so  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt.  / 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  bietet  die  Reihe 
4)  ■ 

= Z(1  + P^)  + + "”’ 

worin  x einen  ächten  Bruch  bezeichnen  möge.  Hier  Hesse  sich  zwar 
das  gegebene  Criterium  direct  anwenden,  würde  aber  zu  einer  etwas 
complieirten  Rechnung  führen.  Kürzer  gelangt  man  durch  die  Be- 
merkung zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jederzeit  1 (1  -]-h)<^h 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträgt  als 


5) 


x? 


la  — s» 


+ 


+ 


2a  — x*  ' 3a — x1 


+ 


Bezeichnet  man  die  vorstehenden  Summanden  mit  Mi , % , m3  etc., 
so  erhält  man 
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Lim  £ n (l  — ~ = Lim 


Lim 


2 + — 
n 


0 + t)  ~ (v) 


2 ms  -}-  n 
(»+  1)»  — ** 

i = 2>l; 


• v 


* •.'/  . 


demnach  convergirt  die  Reihe  5)  und  um  so  mehr  die  Reihe  4). 

Es  kann  sieh  treffen,  dass  der  mit  ft  bezeichnete  Grenzwerth 
gerade  = 1 wird;  dann  verliert  das  vorige  Kennzeichen  seine  An- 
wendbarkeit und  macht  wieder  eine  neue  Untersuchung  noth wendig. 
Diese  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  die  Aufstellung  weiterer 
Convergenzregeln  unterlassen  können*). 


§•  38. 

Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

Aus  einer  Reihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
enthält,  kann  man  eine  neue  Reihe  dadurch  bilden,  dass  man  allen 
Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen  giebt;  wenn  nun  die  letztere  Reihe 
convergirt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  die  erste  convergiren  werde. 
In  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
überzeugen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  brauchen,  wo  die 
Vorzeichen  alterniren.  Die  ursprüngliche  Reihe  ist  dann 

1)  «o  — #i  ■f  — W3  -f-  «4  — • • • 

und  die  abgeleitete 

2)  «o+«1+«a+«3+«4  + 

Wenn  nun  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jede  der  bei- 
den Summen 

<p(n)  = «o  + Mj  -(-  «4  •+•■•••  4"  «2n  — 2 
if>(n)  = Ui  + u3  4"  us  + • • ' • 4"  «2»— 1 
einer  endlichen  Grenze  [im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
werth von  <p(n)  4“  tKw)  unendlich,  was  der  Convergenz  von  Nro.  2) 
widerspräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

<p(n)  — ip(n) 

= «0  — «34-Mj  — «3  4“  * • • + «2..-2  — «2»-l 


*)  Vergl.  d.  Verf.  Handbuch  der  algebraischen  Analysis; 
3.  Aufl.  Jena  1861. 

Schlöinilch,  Analysis  I.  12 
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eine  endliche  Grösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  und  hat  eine 
kleinere  Summe  als  die  Reihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jedem 
anderen  Falle. 

Bei  den  häufig  vorkommenden  Reihen  mit  alternirendcn  Vor- 
zeichen kann  man  die  Convergenz  noch  auf  einem  anderen  und  viel 
einfacheren  Wege  erkennen,  sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  n = 7c 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also 

Mi  > Mi  + i > Mi  + a > uk  + t 

und  ausserdem  wie  früher  Lim  un  = 0.  Setzen  wir  nämlich 

li,  = Mi, 

Jig  — Uk  — (Mi  + j — Mt  + })  , 

Bg  = Mi  — (Mt+,  — Mi  + 1)  — (Mi  + * — Mi  + 4), 

und  beachten,  dass  alle  eingeklammerten  Differenzen  positiv  sind,  so 
haben  wir 

3)  «i  > B,  > R,  > R, 

Andererseits  gilt  für  die  Grösson 

Jk  = (Mi  — Mi  + i), 

■R*  ==  (“*  — Mi  + l)  f-  (Mi + 2 «i+3), 

Bo  = (Mi  — Mi  + i)  4-  (Mi  + 2 — Mi  + 3)  4"  (Mi  + 4 — Mi  + j) , 

die  Beziehung 

4)  Lg  i?4  <C[  Bg  Iig  . . . , 

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  m 

Lim  i Rim)  — Lim  uk^.2m — i — 0; 

hieraus  folgt,  dass  sich  11 2 m x und  R2m  einer  und  derselben  Grenze 

It  nähern,  und  zwar  R2m—i  durch  Abnahme,  R2m  durch  Zunahme. 

Dieses  Tt  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  es  nach  Nro.  4) 

positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  Rk,  R3,  R5  etc. 

ist.  Zufolge  der  Gleichung  R = Lim  Rm-i  = Lim  R-2m  hat  man 

B — «t  — Mi  + i 4-  ««i  + ä — Mi  + a 4~  • • • • 

mithin  convergirt  die  vorliegende  Reihe  und  daher  auch  die  Reihe 

M0  — Ui  4~  Uj  etc.  Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Reihe  mit  alternirenden  Vorzeichen  convergirt 

immer,  sobald  ihre  Glieder  von  einer  bestimmten 

Stelle  an  fortwährend  und  in’s  Unendliche  abnehmen. 

Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Reihe 

1 1 1 1 1 1 i ij 

1 a 1 3 4 + 6 öT 
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und  negativen  Gliedern. 

convergirt  und  dass  ihre  Summe  zwischen 

i und  - ■ — 

i uuu  1 2 

i 1 _L_  1 „nd  i i -I_  1 I 

1 2 V 3 UnU  1 2 13  4 

U.  B.  W. 

enthalten  ist;  dagegen  würde  eine  divergente  Reihe  entstehen,  wenn 
man  alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduciren  wollte.  Der 
obige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  solchen  Fällen,  wo  das  vorige 
Kennzeichen  zu  keinem  Resultate  führen  würde. 

Wir  wollen  hier  eine  Eigenthümlichkeit  erwähnen,  die  bei  den 
divergenten  Reihen  mit  alternirenden  Vorzeichen  stattfinden  kann. 
Wenn  nämlich  Lim  un  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse 
Q ist,  so  nähert  sich  un  — w*+i  der  Grenze  Null,  und  es  kann  sich 
treffen,  dass  die  Reihen 

®2i 1»  = 0*0  **l)  4"  0*2  **3)  4"  0*2 m — 2 *<2m — l) 

®2m 4- 1 ==  «0  0*1  **2)  — 0*3  — **l)  — ' ' * — 0*2m— 1 **2m) 

convergiren , indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Rei- 
henglied betrachtet  Unter  diesen  Umständen  sind  Lim  S2m  und 
Lim  S 2m+i  endliche  Grössen,  und  als  Grenz werth  ihrer  Differenz 
erhält  man 


Lim  (S2m  + i — S2m)  = Lim  uim  = p, 
d.  h die  Summen  der  Reihenglieder 


«*o  — *<i  4:  **2  — «3  4" 

nähern  sich  zwei  endlichen,  um  q von  einander  verschiedenen  Gren- 
zen, je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Glie- 
dern zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
tung hat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Das  einfachste  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe 

d d d d 

deren  Summe  bei  gerader  Gliederzahl  = 0,  bei  ungerader  Glieder- 
zahl = d ist 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

2 8 I 4 618  .... 

i i t S 4 t 6 


dienen.  Hier  ist 

1 1 1 

2m  I 2 3 


1 -L  . . . — 

4 ~ 2m 


Ssm  + l — 1 — a 4 3 — 4 4-  • 
bezeichnen  wir  mit  <S  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 


1 2 m + 2 

2 m 2 m -|-  1 ’ 


1 1 4-  1 1-1- 

1 2 3 41 


12* 
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so  erhalten  wir 

Lim  S2m  = ö,  Lim  Sim  + 1 = ö + 1, 
mithin  oscillirt  die  obige  Reihe  zwischen  0 und  0 + 1. 


§.  39. 

Bedingte  und  unbedingte  Convergonz. 


Die  in  §.  36  gezeigte  Entstehungsweise  der  unendlichen  Reihen 
beweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegebene  Function  cp (m)  nicht 
nur  die  Grössen  der  einzelnen  Reihengliedor  «0  = <p( 0),  M1  = qp(l), 
«2  = cp  (2)  etc. , sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  be- 
stimmt wird;  die  Anordnung  der  Glieder  ändern,  heisst  demnach, 
die  Function  cp  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Vor- 
aus absehen  lässt,  ob  die  Summe  der  Reihe  ungestört  bleiben  wird 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  dass  eine 
andere  Anordnung  der  Reiheuglieder  zu  einer  anderen  Reihensumme 
führen  kann. 

Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 

«—Li  i I i i i i i _i_  i iii  

0 1 2 ~r  3 4 1"  S 5 J 7 819  ’ 

S — 1 J_1_i4-i4-J._l_l_iJ_-l._lJ_... 

3 1^3  2 B 1 7 4 I 0 1 11  « J > 

deren  zweite  so  aus  der  ersten  gebildet  ist,  dass  auf  zwei  positive 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  Ö als  der  Grenzwerth  von 

ön  = (|  — | + |—  i)  + (g  — I + 5 — |)+  ••• 


angesehen  werden,  ebenso  s als  Grenzwerth  von 
sn  — (1  + 3 — 2)  + (s  + 7 — 4)  + ' 


Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 
S„  — ön  = J + (|  + | — 4)  + (m  + Ä — ä)  + * - * * 


und  hieraus  folgt  für  n = 00 
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d.  h.  s = | ö , 

womit  die  Verschiedenheit  von  <J  und  s dargethan  ist. 

Man  erkennt  demnach  die  Nothwendigkeit,  zweierlei  convergi- 
rende  Reihen  zu  unterscheiden;  ist  die  Summe  der  Reihe  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  so  heisst 
die  Reihe  bedingt-convergent,  im  Gegenfalle  unbedingt-con- 
vergent.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Kenn- 
zeichen der  unbedingten  Convergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  U„  die  Summe  einer  Reihe  von  n Gliedern, 
nämlich 

1)  TJn  = «o  -f-  «i  + Wa  + * * • • 4"  Mn— i 

und  setzen  voraus,  dass  (für  n = co)  Lim  U„  gleich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grösse  TJ  sei,  mithin 

2)  TJ  = Wo  ■)•  s i "b  Wj  -f- ; 

die  vorliegende  Reihe  ist  dann  convergent.  Ferner  bedeute 

3)  v0  + Vi  + v2  4-  v3  + 

eine  Reihe,  welche  aus  Nro.  2)  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
gebildet  ist;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Reihe  gleichfalls  TJ  zur  Summe  haben  wird.  Setzen  wir  vorläufig 

4)  Vp  = w0  -H  *a • • • ■ H-  »p— n 

so  können  wir  p so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Reihe  alle  in 
Nro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p — n 
anderweito  Glieder,  deren  Indices  grösser  als  n — 1 sind,  und  die 
wir  in  der  Form 

«j  + «r  + • 

zusammenfassen.  Demnach  ist 

Vp  — U„  = «j  -f-  ur  -f-  «,  -f-  • • • • 
mithin  bei  unendlich  wachsenden  p und  n 

Lim  Vp  — U = Lim  (uq  -(-  ur  -f-  u,  • • •) ; 
soll  nun  die  Reihe  3)  gleichfalls  U zur  Summe  haben,  so  muss 
Lim  Vp  — TJ  oder 

5)  Lim  (uq  -f-  wr  -f-  w,  -(-•••)  = 0 

sein,  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbedingten  Convergenz  der 
Reihe  2).  Um  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  die  Reihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
positive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n sind  daun  alle 
in  der  Gleichung 

U — TJn  = w„  -f-  «*  + i Wn-t-s  "b 
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vorkommenden  Glieder  positiv,  und  die  Summe  un  4"  «„  + 1 -f-  etc., 
der  sogenannte  Rest  der  Reihe,  hat  die  Null  zur  Grenze,  weil  bei 
unendlich  wachsenden  tl  die  linke  Seite  in  U — Lim  U„  = 0 über- 
geht. Nun  besteht  die  Summe  uq  -f-  wr  -)-  u,  -f-  etc.  aus  p — n 
Gliedern,  deren  Indices  n — 1 sind;  diese  Glieder  sind  positiv 
und  man  hat  desshalb 

o <«?+  «r  + «*  + •••<  M»  4-  «n  + 1 + «n  + 2 + 

mithin 

Lim  (u,  + Ur  + M,  4-  • • •)  = 0. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  convergirt  also  die  Reihe  un- 
bedingt. 

Diese  Schlussweise  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Reihe  theils  positive,  theils  negative  Glieder  enthält;  der- 
artige Reihen  können  daher  möglicherweise  zu  den  bedingt-conver- 
girenden  gehören.  Nur  in  dem  speciellcn  Falle,  wo  die  Reihe  auch 
dann  convergent  bleibt,  wenn  man  statt  jedes  einzelnen  Gliedes  des- 
sen absoluten  Werth  setzt,  lässt  sich  die  Sache  folgendermaassen  er- 
ledigen. Der  absolute  Werth  irgend  eines  Gliedes  um  werde  mit 
[wm]  bezeichnet,  dann  ist  zufolge  der  Voraussetzung 

[Mo]  4-  M + IX>]  4"  4*  • • • * 

eine  convergente  Reihe,  mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim  {[«,]  4-  [ur]  + [«,]  + } = 0, 

d.  h.  der  absolute  Werth  von  uq  -f-  itr  -)-  «,  etc.  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden.  Daraus  folgt  sehr  leicht,  dass 

Lim  (ws  4 #r  4 «i  4 ' • •)  = 0 

sein,  mithin  die  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.  Wir  können  da- 
her folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  unendliche  Reihe  convergirt  unbedingt,  wenn 
sie  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behält,  wo 
alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt 
werden. 

Die  anfangs  erwähnte  Reihe 

1 2 ' 8 « r 5 

genügt  dieser  Bedingung  nicht,  und  es  wird  daher  nicht  überraschen, 
dass  sie  nur  bedingt  convergirt. 
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§•  40. 

Convergenzbedingungen  für  periodische  Reiben. 


Wegen  späterer  Anwendungen  betrachten  wir  noch  Reihen  von 
den  Formen 

-|-  «!  cosx  a2  cos2x  + «3  cos  3x  + • • - •, 
hi  sinx  + b2  sin  2 x -\-  b3  sin  3x 

worin  die  Coefficienten  a0 , alt  a2  etc.,  1), , b2  etc.  als  positiv  voraus- 
gesetzt werden  mögen.  Wir  unterscheiden  dabei  drei  Hauptfälle ; 
die  Coefficienten  können  nämlich  gleich  sein,  sie  können  zweitens 
eine  steigende,  oder  drittens  eine  fallende  Reihe  bilden. 

Für  «o  = fli  = Oj  . . . . ist  nach  einer  bekannten  Formel  die 
Summe  der  n ersten  Glieder 

a0  [1  -f  cosx  + cos2a:  + cos3x  + ' ■ • 4-  cos(n — 1)«] 

sin  (»  — |)  x 


— a0 


2 sin  \ x 


cot\x  — 


Bei  unendlich  wachsenden  n oscillirt  sin  (n  — ~)r  zwischen  — 1 
und  -f-  1 hin  und  her,  ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern ; 
die  Reihe  hat  also,  in’s  Unendliche  fortgesetzt,  keine  angebbare 
Summe,  d.  h.  sie  divergirt.  Zufolge  der  Gleichung 

hi  [ sinx  -f-  sin  2 x -(-  sin  3 x j-  sin  (n  — 1)*] 

cos  (n  — |)  x~\ 

2 s in  $x  J 

gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  für  die  zweite  Reihe;  letztere  divergirt 
daher  gleichfalls  für  hi  = b2  = h3  etc. 

Bilden  «o,  a,,  a2  etc.  und  ebenso  bi,  h2  etc.  eine  steigende  Roihe, 
so  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt;  demnach  bleibt  nur 
noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Coefficienten  eine  abnehmende 
Reihe  ausmachen. 

Die  Summe  der  (w  -f-  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
S„  + i;  raultipliciren  wir  die  Gleichung 

= \ a0  + ai  cosx  -{-  a2  cos2x  4*  • • • + a„cosnx 
mit  2sin\x  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelte  Product  in 
die  Differenz  zweier  Sinus,  so  erhalten  wir 

2 Sn  + 1 sin  j x 

= aosini*  4-  ai  (Sln I x — sin\x)  4-  <h  (sin § x — sin | x)  -{-••• 

f . S.n — 1 . 2 n — 3 \ / 2«-(-l  . 2 n — 1 \ 

•••-fa.-il  sin — - — x—sm — - — x J-\-an\sm — - — x—stn — - — x j 
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und  bei  anderer  Anordnung 

„ . , „ . 2 n -f  1 

2 stn|  x . S„  + i — an  sin x 

= (o0  — Oi)  sin  | x -f  («]  — o*)  sin  § x + (a2  — os)  sin  § x -(-•••• 

• • • ■ + (o»  + l — «n)siw  5 X. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass 
1)  flo  !>  «i  > a-2  «3  • • • ■>  und  Liman  = 0 

ist,  lassen  wir  n in’s  Unendliche  wachsen  und  haben 


2) 


Lim  S„-|-i  = 2 * t (oo  — a,)st»|a:  + (a,  — a2)sin\x 


Hinsichtlich  der  Reihe 


+ (rta  — a3)s?'«|a;  -f 


3)  («o  — «i)  ■+■  (ai  — ®s)  4"  C0*  — az)  4"  • • • •> 


als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen,  ist 
nun  klar,  dass  sie  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht  (wegen 
«o  > fl*  etc.)  und  dass  die  Summe  ihrer  n ersten  Glieder 

= flo  — fl„,  mithin  ihre  volle  Summe  = fl0  — IAman  = «0  ist; 
die  Reihe  3)  convergirt  also.  Um  so  mehr  muss  auch  die  Reihe 


4)  (flo  — fli)  sin  | x 4-  («i  — «a)  sin  § x 4-  («a  — «s)  **»!*  + •••• 


convergiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nach, 
kleiner  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe  3),  und  ausserdem 
besitzt  die  Reihe  4)  theils  positive,  thoils  negative  Glieder.  Bezeich- 
nen wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Reihe  4)  mit  (p(x),  so 
folgt  aus  Nro.  2) 


LimS„  + i = 


(p(x) 


2sin\x' 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  endliche  Grösse,  so  lange  x nicht 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  + 2 7r,  + 4 n,  + 6 % etc.  erhält;  d.  h. 


Wenn  die  positiven  Coefficienten  a0,  «i>  fla  etc.  eine 
unendlich  abnehmende  Reihe  bilden,  so  convergirt 
die  periodische  Reihe 

| «o  4-  axcosx  -f-  oj  cos  2 x 4-  a3cos3x  + ■ • ■ ■ 
für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  + 2fcar  sind. 

Indem  man  n -f-  x an  die  Stelle  von  x treten  lässt,  gelangt 
man  zu  dem  zweiten  Satze: 
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Unter  den  obigen  Bedingungen  convergirt auch  die 
Reihe 

5 a0  — cii  cos  x -f-  a-2  cos  2 x — a3  cos  3 x -f-  • • • • 
für  alle  x,  die^ nicht  von  der  Form  + (2  — 1)  sind. 
Um  die  entsprechenden  Theoreme  für  die  periodische  Reihe  der 
Sinus  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

S„  = hi  sin  x -j-  i2  sin  2 x + b3  sin  3 x + • • • -}*  h„  sin  n x 
mit  2 sin  | x und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 
nusdifferenz; hei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

„ . , _ . , 2 n -)-  1 

2 sin\x  . S„  -f  bncos — x 

2 

— hi  cos  | x — (h!  — h)  cos  Ix  — (h2  — h3)  cos | * — 

■ • • • — (h„_i  — h„)  cos — - — x- 

Vorausgesetzt,  dass 

hi  > hä  > hs  • • • • • > und  Lim  h„  = 0 
ist,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

Lim  S„  = - — r—j—  |hi  cos^x — (hi — h -2)coslx  — (hj  — hs)cos|a: j- 

2 svm  s x ( ) 


Die  Reihe 


(hi  — hä)  -(-  (h2  — h3)  -j-  (b3  — h4)  + • • • 
enthält  lauter  positive  Glieder  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
Glied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  = h, ; daher  convergirt  um  so 
stärker  die  Reihe 


(hi  — h2)  cos  | * -f-  (h2  — h3)  cos  Ix  + (h3  — h4)  cos  \ x + • • • • 
und  folglich  hat  auch  die  Reihe 


hi  cos\x  — (hi  — h2)  cosjja;  — (h2  — b3)cos\x  — • • • • 
eine  endliche  Summe,  die  ip  (x)  heissen  möge.  Aus  der  nunmehrigen 
Gleichung 

Lim  S„  = 

geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  x keinen 
der  Werthc  0,  + 2sz,  + 4sr,  + 63t  etc.  erhält.  Im  letzteren  Falle 
würde  aber  die  Summe  der  Reihe  verschwinden,  und  man  kann 


j>(x) 

2 sin  | X 


daher  sagen: 

Wenn  die  Coefficienten  bi , b2  , b3  etc.  eine  unendlich 
abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die  periodische 
Reihe 
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b,  sin  x b3  sin  2 x + b3  sin  3 x • 

convcrgent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  7t  -|-  x an  die  Stelle  von  x treten  lässt,  gelangt  mau 
noch  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Voraussetzung  ist  auch 

b i sin  x — b2  sin  2 x 4~  b3  sin  3 x — • • • • 
eine  stets  convergirende  Beihe. 


§■  41. 

Addition  und  Multiplication  unendlicher  Beihen. 

I.  Es  sei 

1)  P„  = «o  4~  Ml  -|-  «j  -f-  * * • 4"  «n  I 

2)  Qn  = v0  -|-  Vi  -f-  Vg  -)-  • ••  4*  vn, 

so  ist  auch,  wenn  a und  b irgendwelche  von  n unabhängige  Factoren 
bedeuten, 

3)  n Uq  4“  b Vq  *|“  (i  Ui  d“  b i\  4~  • - • -|~  o un  4~  b vn 

= aPn  4-  b Qn. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  Lim  P„  = P und  Lim  Q„  = Q 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die.  Reihen  1)  und  2),  und  zwar 
hat  die  erste,  in’s  Unendliche  fortgesetzt,  P zur  Summe,  die  zweite 
Q;  ferner  wird  aus  Nro.  3) 

(i  uq  4“  bt'o  4~  nui  -j-  bv\  4~  ctu2  4~  bi’g  4~  ■ ■ * * 

= Lim  (aP„  + b Q„)  = aP  + b Q. 

Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 

Das  Aggregat  zweier  convergenten  Beihen  ist  wie- 
der eine  convergirende  Keihe  und  die  Summe  der 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  der 
ursprünglichen  Beihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  für  jede  endliche  Anzahl 
gegebener  convergirender  Beihen. 

II.  Um  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  Bei- 
hen zu  erhalten,  lassen  wir  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabeleu 
x fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechenden 
Partialproducte  erleichtert  wird.  Es  sei  nämlich 

Pin  = a0  4"  al  x 4“  ai  4"  • • • 4 a2nX2n> 

Qin  = b0  4”  bj  X 4 b2  X2  4"  • • • 4 hinX1*", 
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mithin  Pin  Qin  — a0  h0  -f  (a0  h,  + «i  h„)  « 

4"  (<*0  ha  + <*i  hi  + <h  h0)  «2 

+ 

4~  (&«t>2n  4-  diha„— 1 4"  ' • • 4-  <hn— lh  4“  O2nbo)xin 

4"  (al  bin  4“  G?hn—1  4-  • • • 4-  «2»— lhj  4"  ®2nhl)a!2"  + , 

4- 

4“  (a2»-lhan  4-  ßlnbln—  l)  a4n—  1 
4-  «2»  ha»«4“  5 

vergleicht  man  diesen  Ausdrjick  mit  dem  folgenden 

4)  S-2n  =z  »o  ho  4“  (ao  hi  4"  ai  ho)  x 4-  (ao  ha  4“  °i  hi  4~  ai  ho)  *2  4~  " * 

• ’ 4~  (ao  ha»  4”  ai  ha»— i 4 1-  ß2»— i hi  4-  eia»  h0)  «2", 

indem  man  x sowie  alle  a und  h als  positiv  voraussetzt,  so  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 
Sin  P'ln  Qln • 

Es  sei  ferner 

-P»  = a0  4-  °ix  4-  a2xi  4-  • ■ • • 4- 

Qn  ==  ho  4-  hl«  4-  ha «2  4-  • • • • 4-  hB«“? 

mithin 

P»  Qn  ==  «oh0  4”  («o  hi  4-  di  ho)« 

4"  («o  hg  4-  «1  hi  4-  dah0)«2 

4" 

4“  02» — l h»  4”  d»h»-i)«2*— 1 

4-  d,h»«2“, 

so  hat  man  durch  Vergleichung  mit  Sa„ 

S-2n  P»  Qn 

und  mit  dem  Vorigen  zusammen 

5)  Pa»  Qln  i>  Sin  Ü>  -P»  Qn  • 

Bei  unendlich  wachsenden  n werden  die  für  P2tt,  Qm,  P» , <?■ 
angegebenen  Reihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Con- 
vergenz  sind 

« Lim  P2»  = Lim  P„  ==  P, 

Lim  Qin  = IAm  Q„  — Q 

endliche  Grössen;  unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  Nro.  5) 
die  Gleichung 

6)  Lim  Si„  = PQ, 

welche  sagt,  dass  die  Reihe  4),  in’s  Unendliche  fortgesetzt,  convergirt 
und  P Q zur  Summe  hat. 


Digitized  by  Google 


188  Cap.  VI.  §.  41.  Addition  und  Multiplication 


Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Reihen  mit  Gliedern  von  un- 
gerader Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

-Pan  + i = «o  4 ö|3  4 • • • + a-mx"1*  + a*n  + i< 

<?2n  + l = ha  4 hx  4 • * • 4 hn^”  + &2n  + l X2n+1  , 
so  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,  dass 
in  Nro.  5) 

Pin—  ?2n  + l — ain+lX'ln  + 1,  Qm  = &..  + 1 ~ hn  + 1 Xin  + 1 
zu  setzen  ist.  Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Reihen 
wird  dann 

Lim(ain  + i xtn  + v)  = 0>  Lim  Qh„  + iXin  + i)  = 0, 

Lim  Pm+i  = P,  Lim  Qm  + i = Q, 

und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  6);  d.  h.: 

Wenn  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 

«o  4 «i  * 4 «a  Xi  + % x3  + • • • • . 
bo  4 hi  x 4-  h x*  4-  h x3  4-  ' • • • 

nur  positive  Glieder  enthalten,  so  ist  ihr  Product 
eine  gleichfalls  convergente  Reihe,  nämlich 

°o  b„  4"  («0  bi  4 ai  h)  x 4"  (ao  b-2  4 Ui  l>i  -f-  ho)  x1  4 • ■ • * t 

und  dieSumme  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 


Die  Schlüsse,  mittelst  deren  die  Ungleichung  5)  hergeleitet 
wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  ursprüng- 
lichen Reihen  negative  Glieder  enthalten;  denn  es  könnten  z.  B.  die 
Glieder,  um  welche  P-mQin  reicher  als  S>n  ist,  zusammen  so  viel 
Negatives  geben,  dass  Pin  Qm  weniger  als  Son  betrüge.  Unter  die- 
sen Umständen  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 


«o  bo  4 (®o  bi  4 ai  &o)  x 4 (®o  bj  4 ®i  bj  4 bo)  x^  4 • • • • 


divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summp  nicht  angebbar,  mithin  auch 
nicht  = P Q sein.  Das  wirkliche  Vorkommen  dieses  Ausnahmefalles 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Nimmt  man 


x 1 1 bn 


(-1)" 
fn  41 


und  multiplicirt  die  convergente  Reihe 


7)  F~  VT  VI  + V~3  f4  + "” 

mit  sich  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordnet, 
so  ergiebt  sich  eine  neue  Reihe 
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S = ti  — f2  -f-  <3  — t3  + ••*•» 
deren  wtes  Glied  ist: 

t _ 1 1 , 1 1 1_ 

^~n  («  — 1)2  ]/^ («  — 2)  3 2 (»  — 1)  ^ n 

Nach  dem  bekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetisches  Mittel  ist,  hat  man 

V(n-fc)(Ä+I)<l±i, 

mithin 

?(.-*)<*+ ocvTönrn. 

nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichung  & = 0,l,2,...n  — 1 
und  addirt  alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

oder  u>Vi^x>-V*£=i>. 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  t„  gleichzeitig  mit  n in’s  Unendliche 
wächst,  dass  also  die  Reihe  S divergirt,  mithin  S nicht  = In  sein 
kann. 

Hiernach  bedarf,  der  Fall,  wo  die  zu  multiplicirenden  Reihen 
negative  Glieder  enthalten,  einer  besonderen  Untersuchung.  Die 
Reihen  mögen  aus  Gliedern  mit  alternirenden  Vorzeichen  bestehen, 
etwa 

P=Oo  — OiX  OjX*  — Og  x3  +••••, 

Q = b0  — hi  * + h & — b3  x3  -f  • • • • , 
und  convergiren.  Fassen  wir  alle  positiven  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder  jeder  Reihe  zusammen,  indem  wir  setzen 
Do  = Uo  "i“  *2  "f"  ai a:8  -f-  • • • , 

— axx  + a3x3  + a5  xs  + , 

Vo  = b0  Z>2  aJ3  -j-  &4  x*  -f-  &o  x6  -|-  • • ■ • , 

Vt  = bi  x + b3  x3  -f-  b3  x5  -f , 

so  sind  zwei  Fälle  möglich;  es  können  nämlich  die  vorstehenden 
vier  Reihen  ebensowohl  convergiren  als  divergiren  *) , und  es  sind 

*)  So  eonvergirt  z.  B.  die  Reihe 

1 2^3  «15  81  1 

aber  die  positiven  Glieder,  für  sich  genommen,  liefern  die  divergente  Reihe: 

I + 5+  l + ''',^>l(i+ä  + § + •••)■ 
und  ebenso  divergirt  die  Reihe  der  negativen  Glieder: 

H-  J + J + • • • = + l + } + •••)• 
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U0 , U,  , V0,  Fi  im  ersten  Falle  endliche  Grössen,  im  zweiten  Falle 
unendlich  gross.  Beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Fall , so  ist 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

P ==  U0  — Ui , Q = F0  — Fi ; 

ferner  haben  wir  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  solcher  con- 
vergirender  Reihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 

Uq Fo  = dobo  4"  (di)b-2  -f-  (hb^x3  _j_  . . . . 

O0F,  = a0b,r  (a0h  + a-Mx3  + • • • • 

Ui  F0  = aib0x  -)-  (a,b2  + a3b0)x3  + • • • • 

f7]  Fi  = at  bi  x2 

mithin 

U0  F0  - U0Vi  — UiV0  + Ci  Fi 
— «0 b0  — (®o bi  4"  Qibo)  x -f-  (flo bi  + ®i &i  4"  ho)  ** 

— (®o  h3  + «i  hj  -|-  Os  hi  4-  «3  h0)  x3  4- 

Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  und  identisch  mit 
(U0  - Ui)  (F0  - Fi)  = PQ, 

mithin  convergirt  die  erhaltene  Reihe  und  hat  P Q zur  Summe.  Wie 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Multiplicationsregel  ungestört  bei  end- 
lichen U0,  Ui,  Fo,  Fi-  Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die 
Reihen  P und  Q ihro  Convergenz  auch  in  dem  Falle  beibehalten, 
wo  man  die  negativen  Glieder  durch  gleichgrosse  positive  ersetzt, 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  U0  und  Uy  oder 
F0  und  F]  eine  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  sieh 
von  endlicher  Grösse  sein.  Wir  haben  daher  den  Satz : 

Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 

«o  — «!  * 4-  ®2  x1  — aa  x3  4" 

h0  — h x 4-  h2  x1  — b3  x3  4-  ■ • • • 
ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo  alle 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werden, 
so  ist  ihr  Product  eine  gleichfalls  convergire nde 
Reihe: 

a0  b0  — (a0  bi  4"  ®i  bo)  x -J-  (®o  bj  4"  ®i  bi  -f-  bo)  x3  — .... 

und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  und 
daraus  erklärt  sich,  dass  ihr  Quadrat,  auf  gewöhnliche  Weise  ange- 
ordnet, eine  divergente  Reihe  liefert. 
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§.  42. 

Die  Differentiation  unendlicher  Beihen 

Schon  in  §.  6 wurde  bemerkt,  dass  im  Allgemeinen  der  Diffe- 
rentialquotient von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  noth- 
wendigerweise  gleich  der  Summe  von  den  Differential quotienten  der 
einzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aus  der  Gleichung 

1)  iS  Uq  -j-  Ui  -j—  u%  -j—  My  • in  mf. 

nicht  ohne  Weiteres  auf  dio  Richtigkeit  von 

dS  d«o  dui  , duj  . . r 

2)  77  = 77"  + 77~  + 77"  + ■ • • • in  inf- 

schliessen  dürfe.  Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

du„ 


Da  u„  und 


dx 


ganz  verschiedene  Functionen  von  x sind,  so 


kann  es  geschehen,  dass  die  erste  Reihe  convergirt  und  gleichzeitig 
die  zweite  Reihe  divergirt;  dann  ist  aber  die  Summe  der  letzteren 

d s 

nicht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  — — 


nicht  gleich  sein , d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht, 
derartige  Fülle  Vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 


dx 

Dass 


s — 


cosx 


+ 


cos  2 x , cos  3 x , 

Q 


2 ' 3 

liier  convergirt  die  Reihe  für  alle  zwischen  0 und  jr  enthaltenen  x 
und  daher  ist  S eine  bestimmte  Function  von  x\  dagegen  divergirt 
die  Reihe  der  Differentialquotienten 

— sin  x — sin  2x  — im  3 a:  — .... 

d S 

und  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  = — — sein.  Das  Befremd- 

CI  IC 

liehe,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,  verliert  sich 
übrigens  durch  dio  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unend- 
licher Reihen  eigentlich  auf  die  Umkehrung  der  Aufeinanderfolge 
zweier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.  Bezeichnen  wir 
nämlich  den  Differentialquotienten  einer  Function  durch  das  Vor- 
setzen von  D und  die  Summe  von  «o  Mi  4-  n%  -j-  etc.  kurz  mit 
£ u,  so  ist  in  unserem  Beispiele 

S = 2?  , (für  n = 1,  2,  3 . . .) 
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und  daher  auch 


1)S  = LZ 


cos  n x 


dagegen  ist  nicht 


' -<  DS  = ZD  C-^-  = z (— sinnx ), 

- “ 

d.  h.  man  darf  die  mit  Z und  D bezeiehneten  Operationen  nicht  in 
umgekehrter  Ordnung  vornehmen. 

Wie  man  aus  dem  Vorigen  sieht,  hört  die  Untersuchung  dar- 
über, ob  überhaupt  DZu  — ZDu  ist,  sogleich  auf,  wenn  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  divergirt,  und  die  Frage  kann,  daher  nur 
noch  sein,  wie  sich  die  Sache  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  convergirt.  Wir  wollen  die  wichtigsten 
hierauf  bezüglichen  Sätze  entwickeln. 

I.  Die  Reihe  1)  sei  eine  Potenzenreihe  und  f(x)  ihre  Summe 

etwa 

3)  f(x)  — n0  + a,  * + a2  X*  + a3  x3  -{-•••  • 

Diese  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute  Werth  von 

Lim  "" + 1 ‘r"  M = Lim  (^Z^-x) 
an  xn  \ an  / 

weniger  als  die  Einheit  beträgt;  setzen  wir  den  absoluten  Werth  von 


Lim 


==  A 


^n  + l 


so  können  wir  die  ebenerwähnte  Convergenzbedingung  durch  — A 
< x -)-  A ausdrücken.  Für  alle  derartigen  x convergirt  ferner 
die  Reihe 

* 1 at  2 a2x  3 a.t  x2  + 4 a*  ü8  • • • • 
weil  hier  der  absolute  Werth  von 


Lim  iü+  1}  a^  xH  = Lim 
n an  x”~l 


= x< 1 


'■‘n  + 1 


ist,  mithin  besitzt  die  zweite  Reihe  eine  bestimmte  Summe,  die  <p(x ) 
heissen  möge,  d.  i. 

4)  <p(x)  — l«i  + 2«!*  + 3a3x3  4- 

Da  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  x zwischen  — A und  4“  A 
liegt>  so  lässt  sich  immer  eine  willkührliehc  Zahl  h von  der  Beschaf- 
fenheit finden,  dass  auch  x -\-  h zwischen  — A und  -(-  A enthalten 
ist,  und  dann  gelten  die  Gleichungen 
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5)  •/(*  -(-  h)  — «0  -(-  a,  (x  4 A)‘4  Oi  (x  + *)*  + ••■•• 

<>)  <p(x  4 A)  = 1 fl,  -f-  2 flj  (x  4 A)  4 3 fl: i (x  A)2  -jr  • ■ • • 

Von  den  Gleichungen  5)  und  3)  nahmen  wir  die  Differenz,  divj- 
diren  mit  h und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 
ip  (x  -f-  A)  — i>(x) 


= ri>'(x  -f  &h) 


oder  specieller 

I (x  + h)m  — x'" 


»i  (X  + ff,„A)" 


0<^<  1 * 


0 < ffro<  1; 


wir  erhalten 

7) 


fjx  + h)  — f(x) 
h 


1 a,  ■(-  2(ij(n^-OjÄ)4-  ff;) >i)2  4"  4 fl,  (x  4 ff 4 hy  4 ••• 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  wollen  wir  an- 
nehmen , dass  alle  Coefficienten  fl, , fl3  etc.  positiv  seien  und  dass  X 
gleichfalls  nur  positive  Werthe  erhalte  (0  < x 4 4 ; die  Summe 
der  rechts  stehenden  Reihe  ist  dann,  A als  positiv  vorausgesetzt, 
grösser  als 

1 a,  4 2 a , x 4 3 «3  xs  4 = qp(x) 

und  kleiner  als 

1 «i  4 2 flj  (x  4 A)  4 3 «3  (x  4 A)2  4 •••  — <p(x  4 A), 

wir  haben  also  zusammen 


g)(x)  < 


fix  4 IQ  ~ fix) 


Bei  negativen  h ist  dagegen 

fix  4 A) 


9(x)  >• 


fix) 


< g)(x4  A). 


> <*>(*4  A). 


Aus  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  Uebergaug  zur  Grenze 
für  verschwindende  A 

9 i%)  = /'(*); 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  also  die  Summe  der  Reihe 
1 «,  4 2 aä  x 4 3 «3  x3  4 etc.  gleich  dem  Differentialquotienten 
von  der  Summe  der  Reihe  a0  4 * 4 a?  x2  4 etc. 

Es  kann  sich  in  speciellen  Fällen  treffen,  dass  beide  Reihen  noch 
für  x = 4 A convergiren;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wört- 
lich dieselbe , nur  muss  man  A negativ  und  seinen  absoluten  Werth 
<4  A wählen,  um  das  Convergenzintervall  nicht  zu  überschreiten. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Reihe 

/(x)  = «o  4 fl,  x 4 fl3  x3  4 fla  x3  4 

ßchlömilch,  Aualysis.  13 
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positive  und  negative  Glieder  Besitzt,  wobei  wir  uns  x immer  als 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Vorzeichen 
auf  Rechnung  der  Coeffiqienten  schreiben.  Denken  wir  uns  alle  posi- 
tiven Glieder  zu  einer  Reihe  •zusammengefasst  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder,  so  erscheint  f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren 
jcd«  für  sich  pur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Reihen  convergiren 
zufolge  der  anfänglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Summen 
bestimmte  endliche  Functionen  von  x,  die  wir  mit  f\  (r)  und/2(a:) 
bezeichnen  weilen,  so  dass 

f(x)  — /l  (x)  —fi(x). 

Für  die  Reihe  4)  gilt  Dasselbe  und  es  sei  <pt  (x)  die  Summe 
aller  positiven,  <p2  («)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 
<p(x)  = q>i(x)  — <p.j(x). 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

*Pi(*)  = /,'(*)  i VaO)  = /,'(*). 

mithin 


9>(®)  = f'il?)  ~ /a(«) 


d[/l(x)  -/,(«)] 

dx 


also  ist  auch  hier 


tp(x)  —/'(*). 

Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem : 

Wenn  die  Gleichung 

f(x ) ==  a0  ai  x -f  a2  x2  + a3  x*  -f  • • • • 

für  alle  zwischen  — A und  4"  A enthaltenen  X gilt,  so 
ist  unter  derselben  Bedingung 

f'(x ) = 1 ax  -)-  2 a3  x 4-  3 aa  x}  4“  • • • • ; 
diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an  den  Grenzen 
der  Convergenz  (für  x = + A),  wenn  in  diesen  Fällen 
beide  Reihen  convergiren. 

II.  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  auszudehnen,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  ursprünglichen  Reihe 
irgend  welche  Functionen  von  x bilden. 

Es  sei  nämlich  die  ursprüngliche  Reihe 

8)  f(x)  ~ f(x,  0)  + f(x,  1)  + i>(x,  2)  4- 

convergent  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  und  jedes  ihrer  Glie- 
der eine  stetige  Function  von  x-,  ferner  convergire  auch  die  Reihe 
der  Differentialquotienten 

9)  tp(x)  = ip'(x,  0)  4-  ip'fr,  1)  4-  2)  4- 

von  denen  jeder  einzelne  gleichfalls  continuirlich  bleiben  möge, 
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wenigstens  innerhalb  des  Convergenzintcrvalles.  Wählt  man  jetzt 
h so  klein,  dass  x -j-  h die  Grenzen  der  Convergenz  nicht  überschrei- 
tet, so  erhält  man 

/(a;  4 li)  — f(x) 

' h 

= -\- &oh,  0)  -f-  ip'(x  4 h,  1)  7p' (x  , 2)  -f-  v • • • * 

und  hier  mag  zunächst  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  alle  Glieder 
gleiche  Vorzeichen  besitzen. 

Ist  nun  irgend  eine  einzelne  Function  und  ein  indivi- 

dueller Werth  von  g,  etwa  g ■=  a r,  gegeben,  so  lässt  sich  h immer  so 
klein  wählen,  dass  die  Function  (e)  innerhalb  des  Intervalles 
g — x bis  g = x -)-  h entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt; 
man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen*)  h so  klein  nehmen  können, 
dass  jede  der  Functionen 

t'fr,  0)  , 7p'(x,  1)  , 7p' (x,  2), 

von  x bis  x -f-  h nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  in  Nro.  10)  vor- 
kommenden Reihe  zwischen 

il>'(x,  0)  -f  7p' (x,  1)  4-  7p' (x,  2)  + • • • = 95(2;) 

und 

tp'(x  + h,  o)  4.  I>\x  + h,  1)  + ^(*4*.  2)  4 ••■  = ^4*) 

enthalten  sein  muss;  es  gilt  folglich  die  Ungleichung 

V(*  + A). 


worin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  wachsende,  die  unteren  auf  ab- 
nehmende 7p  beziehen.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
dende h wird  die  vorige  Ungleichung  zur  Gleichung 
<p(x)  — f'(x); 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der  Gleichung  8)  erlaubt. 
Dasselbe  gilt,  wenn  h so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
bestimmten  unveränderlichen  Stelle  ab  die  Functionen 

ip'(x,  m) , 7p' (x,  m 4 1) , 7p' (x,  »42),  • ■ • • 
entweder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 
Reihe  10)  zerlegen  in 

$,(*4 0o ä, 0)  4 4 1)  4 • • • 4"  ^(*4 iä, *» — 1) 

4 7p'(x+  &mh,m)  4 ip'(x  -j-  + -j-  1)  4 

und  jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  Ausnahmefällc  sind  in  der  That  möglich,  wie  nachher  gezeigt 
werden  soll. 

13* 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Abschnitte  1*.  lässt  sich 
der  gefundene  Satz  auch  auf  den  Full  ausdehnen,  wo  die  Reihe  10) 
positive  und  negative  Glieder  besitzt;  die  Aufstellung  eines  allge- 
meinen Theorems  mag  aber  unterbleiben,  weil  dieses  an  so  viele  Be- 
dingungen geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförmliche  und  unbequeme 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles  ge- 
denken. Ist  z.  B.  x < 1 und 


*>  = (s^n  - 

x n)  ==  (1  — x)xin, 


— - — ) 
2n  + 2/ 


xu  + 


l 


so  kann  man  zwar  für  x 1 dem  h einen  solchen  Werth  geben, 
dass  xp'(x,  »/),  &'(%,  tn  -f-  1)  etc.  zwischen  x und  x -j-  h nur  wach- 
sen oder  nur  abnehmen,  für  x — 1 und  ein  negatives  h — — f)  ist 
dies  aber  nicht  melir  möglich.  Die  Function  ip' (x , n)  erreicht  näm- 
2 71 

lieh  für  x = ihr  Maximum;  man  mag  nun  8 so  klein  wäh- 

2 n -f  1 ’ 6 

len  wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihenglieder  geben,  für 
welche 


1 - ö< 


2 n 


2 n + 1 


ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1 — ö und  1 eintreten,  die  also 
innerhalb  dieses  Intervalles  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Diffe- 
rentialquotienten ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwar  für  x 1,  aber 
nicht  für  x — 1 giltig. 

III.  Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  der 
gewöhnlichen  Differentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass 
man  noch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  be- 
rücksichtigt, indem  man  von  dem  Satze*) 


xp(x  + /()  — 4’(x) 
h 


= t'(x)  + V*  xl>"(x-\-&h) 


Gebrauch  macht.  Lässt  man  nämlich  in  der  Gleichung 
11)  f(x)  = ip(x,  0).+  xp(x,  1)  + xp(x,  2)  + • • • • 

x um  h wachsen , ohne  das  Convergenzintervall  zu  überschreiten , so 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


*)  Dieser  ist  ein  spccieller  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  und  folgt 
aus  letzterer  für  /=»/',  a = x,  n — 2. 
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ji)\  * fix  + h)  — fjx) 

’ h 

= f(x,  0)  + f(x,  1)  + f{x,  2)  + #»(*,  3)  + • • • • 

+ J h [f'(z  + h,  0)  + f'(x  + »i h,  1)  + 4-"(x  -f  r%h,  2)  + • • •] 

Hier  ist  einfach  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Reihe 

fix  -f  &0h,  0)  + V'ix  + ^h,  1)  + f'(x  + &3h,  2)  +•  • • 
convergirt;  so  lange  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  lange  ist  ihre 
Summe  eine  endliche  Grösse,  etwa  ^(x,  h),  und  wenn  sie  dies  auch 
für  li  — 0 bleibt,  so  wird 

Lim  [h  ?Jr(x , A)]  = 0, 

mithin  nach  Nro.  12) 

13)  fix)  = fix,  0)  4-  f(x,  1)  4-  f(x,  2)  4-  ...  . 

Als  Beispiel  diene  folgender  Fall.  Es  sei  x ein  achter  Bruch 
4'(x,  0)  = 0 und 


>P(x,  u) 


nach  §.37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Reihe  Ui  4-  «a  4"  etc. 
Setzen  wir  daher 


14) /(*)  = -/(l— g-)  -l(l-f-)  - }(l 
so  folgt 

15)  /(x  4 h)  - fjx) 


3 V 


2x 


2x 


1*  — x!  + 2J  — x2  ^ 3*  — x1  ' 

L l»  4- (*  + »!&)»  , 2»  4-  (X  + frtA)» 

+ l[l*  — (x  4 »! A)*]*  + [2*  — (x  4-  öi*)*!*  + 


(X  4-  Vf,)-]2 

wobei  h so  klein  gewählt  werden  muss,  dass  auch  x h ein  achter 
Bruch  ist.  Die  Summe  der  letzten  Reihe  wird  zu  gross,  wenn  man 
statt  x 4-  •ffj A,  x &3h  etc.  die  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  daher 

0<y(rA)^  1 +(*  + »-*)«  ■ 22  + L + Jü+J..  4...... 

hier  convergirt  die  von  x unabhängige  Reihe  und  hat  eine  numeri- 
sche Summe  S,  mithin  ist 


0 < h !F(x,  A)  < 


[i  4"  ix  + A)2] 


und 


[1-(x4-hiA)»p 
Lim  [fi  <P  {x,  A)]  = 0. 


4-  AS 
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Die  Gleichung  15)  liefert  nun 

f'(x)  _ 2*  . 2*  . 2*  . 

und  daraus  erhellt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Differentiation 
der  Gleichung  14)  erlaubt  ist. 

§.  43. 

Die  unendlichen  Doppelreihen. 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Rciho  mit  doppeltem  Ein- 
gänge versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form: 

w + « 4-  m 4-  « 4- 

) o 1 i ' a 1 a 1 

+ K + «I  + «3  + Ul  + 

+ «"  + u"  +«"+«”+ 

4“ 

das  allgemeine  Glied  derselben  wird  durch  i/m)  dargestellt,  wo  m und 
n ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend- 
liche Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppelreihe 

2)  M0  + «t  + *(a  +••••  + un— i 

+ m1  + m1  -f-  u -(-••••+  u1  , 

4-  Mn  4-  «n  + «"  4 + Mn  . 

1 0 1 3 1 n—1 

+ 

4-  + 4- 

' 0 1 1 2 1 1 n—1 

die  Zahlen  m und  n gleichzeitig  in’s  Unendliche  wachsen  lässt;  be- 
zeichnet daher  S^m)  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
muss  man  unter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  hei  gleichzeitig  unend- 
lich werdenden  m und  n nähert.  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  exi- 
stirt  und  von  endlicher  Grösse  ist,  heisst  die  unendliche  Doppelreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.  Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
nur  positive  Glieder  besitze  und  S zur  Summe  habe,  so  ist 
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3)  S — S™ 


= 

»n 

+ 

M»+i 

+ .... 

+ 

+ 

■Ui 

+ .... 

+ 

(w»  — 1) 
U 

n 

4- 

«r+r 

+ ••■•• 

4- 

M(m) 

0 

+ 

M(m> 

1 

'•  + 

M(m) 

n 

+ 

(m) 

M«+l 

+ .... 

4~ 

0 

+ 

1 

«("  + 1) 
n 

+ 

n + 1 

+ .... 

+ 


lind  da,  der  Voraussetzung  zufolge,  S^"l)  bei  gleichzeitig  in’s  Unend- 
liche wachsenden  m und  n der  Grenze  S zustrebt,  so  kann  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  rechts 
verzeichneten  Grössen  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht 
werden,  wenn  man  m und  n gross  genug  wählt.  Wegen  des  positi- 
ven Vorzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fol- 
genden Grössen  zu: 


=r 

U 

n 

+ 

U . . 
n + 1 

+ 

M«+* 

+• 

+ 

U 

n 

4- 

*u» 

+ 

•u» 

+ 

+ 

■r” 

+ 

■ur 

+ 

«r+r 

+ 

Q(m) 

= 

(m) 

U 

0 

4- 

(m) 

U 

1 

+ 

. . . . 

+ 

u(m), 

n — 1 

+ 

u(m+1) 

0 

+ 

1 

4" 

. . . . 

+ 

n—  1 

+ 

. . . . 

• • 

. . . . 

• « 

, . . . . 

.... 

ö(m) 

n 

= 

M(m) 

n 

+ 

(m) 
U . 
n+1 

+ 

• • 

+ 

<m+1) 

+ 

(m  + l} 
n + 1 

4- 

• • 

+ » 

denn  es  besteht  jede  dieser  Summen  aus  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  verzeichnet  sind  *).  Die  nunmehrige 
Gleichung 

4)  S-  S™=  Qn+  Q(m)+  <£> 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise;  man  kann  erstens  dafür  setzen 

5)  S-Q^-^=S(nm)+  Qn, 

und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m ersten  Hori- 
zontalreihen aus  Nro.  1).  Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt, 

8 = U 4-  U + U 4- in  inf. 

o ' i 1 a 1 

S1  = M1  -f-  M1  4"  Ul  -f- 

0 ' 1 2 ' 

U.  S.  W. 

wo  s,  81,  s 11  etc.  selbstverständlich  endliche  Grössen  sind,  so  hat  man 
statt  der  Gleichung  5) 

S — Q(m)—  = s + s1  + ■ ■ • 4 s<m_,). 

Bei  unendlich  wachsenden  m und  n wird  hieraus,  weil  dann  und 
gegen  die  Null  convergiren, 

6)  S = s s1  4-  sn  + sin  4- 

Ferner  kann  man  statt  der  Gleichung  -1)  schreiben 

S - Q - Ö(m)=  S(m)  + Qim> 

^ fl  fl  fl 


*)  Die  Bedeutung  von  g*,  g'"'  und  ay""  wird  durch  folgendes  Schema 
vollkommen  anschaulich : 


s,m) 

II 

e. 

, Q 

n 
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und  hier  enthalt  die  rechte  Seite  die  n ersten  Verticalcolonnen  aus 
Nro.  1).  Für 

s = u 4 u 4 4"  • • • • in  inf. 

O 0 1 0 0 

I I I II  I 

s = u 4 u 4 u 4“ 


1 ■ 1 
u.  s.  w. 


ist  nämlich 

S — o - a<m)  = s+  s+s-f---  + s , 

>n  n o 1 1 1 2 n— 1 

und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m und  n 


7)  S — S0  4~  St  4"  Sj  + "1“ 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen- 
den Satz: 


Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Vertical- 
colonnen zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  diesolbe  Summe. 

II.  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convei'genz  der  Doppelreihe  bekannt  sei , und  hieraus  die  Conver- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  man 
die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Verticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet;  es  fragt  sich  nun,  ob  diese 
Schlüsse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 

auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  und  bezeichnen  letztero  wieder 

mit  u , h etc.  u , «'  etc.  Ferner  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 
0 1 0 1 

der  Horizontalsummen  s,  s1,  s11  etc.  convergire  und  S zur  Summe 
habe;  es  ist  dann 


S — s + s1  4-  su  + sra  + 

Zieht  man  hiervon'  die  Summe  der  m ersten  Glieder  ab,  die  mit 
S(m)  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

S — S<m>  = s(m>  -|-  s<m  + U s(m  + s>  -f  • . . • 

Für  hinreichend  grosse  m kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  S = Lim  S(m));  von  der 
rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  £ irgend  eine  willkühr- 
liche  Zahl  bezeichnet , so  kann  m immer  so  gross  gewählt  werden, 
dass 
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8)  • s(B°  -f  s(n,  + 1)+  s(m  + S)  -f- 

= u(m)  + u(m>  4 «(ra)  -f- 

-f  «J)m+,)+  «',n+1)+  -f 

4-  «(m+2)4-  t»<m+S)+  u(m+,)  4- 

1 0 1 1 1 2 1 

4 

weniger  als  |e  beträgt.  Andererseits  sind  s,  s1,  sn  etc.,  der  Voraus- 
setzung nach,  endliche  Grössen,  mithin  convergiren  die  gleichgelten- 
den Horizontalreihen,  z.  B. 

s(m)=  «(ra)  + «(m)  + u,m)  4 ■ • • 

0 1 1 1 2 1 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  n ersten  Glieder  ab,  so  bleibt 

U(m)  4 u(ml,  4 «(m>  4 

n 1 «41  1 n 4-  2 1 

und  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht, 


dass  diese  Summe  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl,  also  auch  <T £ 

2 m 

gemacht  werden  kann,  wenn  n wächst.  Die  Summe  der  m Reihen 


« + i 


4 «I  4 «! 


M > 


» + 2 


+ 

4 


+«r4c+c+-- 

lässt  sich  daher  unter  herabbringen.  Vereinigen  wir  diese  »w  Rei- 
hen mit  denen  in  Nro.  8),  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Summe  der  Glieder 


“■  + Un  + 1 4 ■ • * 

4 4 «i+1  4 


4 «(m_1)  4 M<T:1,  4 • • • • 

1 n y 1 n+1  1 

4 w(m)  4 u(m)  4 

1 0 1 1 1 

4 {/m+”4  w(m+1)4 

4 

kleiner  als  £ gemacht  werden  kann,  also  jedenfalls  eine  endliche 
Grösse  ist.  Durch  Hinzufugung  der  in  enthaltenen  Glieder  ent- 
steht jetzt  eine  Doppelreihe  mit  gleichfalls  endlicher  Summe.  Unter 
Rücksicht  auf  Nro.  I.  giebt  dies  folgenden  Satz  : 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Doppelreihe,  in  Horizontalreihen  gruppirt, 
lauter  convergento  Reihen  geben  und  wenn  dio  Reihe 
der  Horizontalsummen  wiederum  convergirt,  so  ist 
auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man  die  Glieder  in  horizontaler  oder 
in  verticaler  Richtung  vereinigt. 

Dass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  dio  absoluten  Werthe 
der  Reihenglieder  nicht  mehr  convergento  Reihen  liefern,  mag  fol- 
gendes lehrreiche  Beispiel  zeigen.  Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

i(i-i)  -i(i-i)  +|(i-i)  — i(i  — D H-l(i-l) 

+ l(i— Da— Ki  — i)a  + Ki— D2— Id  — ^)2  + ia  — 0* 

+ l(l_l)3-|(l-l)3+l(l-l)3-i(l_l)3+i(l_D3 

+ 

worin  je  zwei  in  derselben  Ilorizontalrcihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
heben;  dio  Reihe  der  Horizontalsummen  ist  hier 
s-  + s1  + sn  + snl  + • • • • 

= 1(1  — » + ia -D*  4-  !(i-i)s  + 


Für  die  Reihe  der  Verticalsummen  findet  man 


So  + *i  + + s3  + 

1 3 13  3 13  4 14  

ä S “ 3 414  5 ’ 

hier  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2  k — 1)  Anzahl  von  Gliedern 
Sn— l = + 1 und  Lim  Sn— l — + !i 
dagegen  bei  Zusammenfassung  von  2 k — 2 Gliedern 


S-2k- 2 


l 

9 


& + 1 ’ 


Lim  S2i -i 


i 

9» 


woraus  erhellt,  dass  die  Reihe  der  Verticalsummen  nicht  convergirt, 
sondern  zwischen  + 1 und  — 1 hin  und  her  oscillirt. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  befremdliche  Resultat,  dass  die 
betrachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
Summe  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird , erklärt  sich 


sehr  einfach,  wenn  man  erst  die  Summe  jS>  aufsucht.  Man  findet 


1 V^1 


und  um  hieraus  die  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  abzuleiten 
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muss  man  m und  n gleichzeitig  in’s  Unendliche  wachsen  lassen;  dies 
giebt 

S = \~  1 + + • 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m als  constant 
und  vergrössert  n in's  Unendliche,  so  hat  man 

Lim  | (l  — + ’]  = 1,  mithin  Lim  Lim  |(l  — i-J"  + ' j = 1, 

und  S=  + \- 

Lässt  man  dagegen  zuerst  n constant  und  m Ln’s  Unendliche 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

Lim  [(l  — + I]=0,  mithin  Lim  Lim  [fl  — + ‘ j = ° 

und  S = — 

Man  könnte  aber  auch  m und  n gleichzeitig,  in  irgend  einem 
Verhältnisse  zu  einander,  unendlich  vermehren;  setzt  man  z.  B. 
tu  1 = h n,  wo  h eine  coustante  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 

Lim  Lim  [(l-l)"*']  - = c \ 

S = - 1 + e~h, 

( 1 Yn + 1 

Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen , dass  1 1 — ) bei 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m und  n sich  keiner  bestimm- 
ten Grenze  nähert ; dasselbe  gilt  von  S<,n)  und  daher  ist  die  betrach- 
tete Doppelreihe  divergent,  obschou  sowohl  die  Ilorizontalreihen  als 
auch  die  Leihe  der  Horizontalsummen  couvergiren.  Dagegen  wür- 
den die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder  keine  convergirenden 
Reihen  liefern  (es  wäre  schon  s = oo)  und  eben  desshallj  besteht  das 
vorhin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

III.  Es  seien  P und  Q die  Summen  der  beiden  convergirenden 
Reihen 

«o  4"  Mi  + «z  4 ~ 4-  • • • • . 

f«  4 *i  4 *2  4 v3  4-  • • • • . 

von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sio  ihre  Convergenz  beibehalten, 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  werden; 
in  der  Doppelreihe 
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Wo  l'o  4 Vg  -f-  U-2  Vg  4 Uj  t'g  4 • • • • 

+ Ug  + «,  Vy  + «2  V\  + • • • • 

* 4 «0  *’2  4 «I  <2  + • • • • 

4 Mo  r3  + • • • • 


convergiren  nun  die  Horizontalreihen  und  haben  die  Summen 

Pr0  , Pr’i  , Pr2  Pr3  , , 

auch  convergirt  die  Reihe  der  Horizontalsummen 

Pr0  4 P»i  4"  Pvt  4"  Pva  + • • • • 

— P(ro  4 t'i  4"  t-2  4*  r3  +•••)  = 1'  Q- 

Zufolge,  des  in  11.  ausgesprochenen  Theorenies  convergirt  jetzt 
die  vorige  Doppelreihe  und  darf  nach  Verticalcolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Reihe 

M0  r0  4*  (U,i  i'y  4"  r0)  4"  («0  *-'2  4 “l  l’|  4 M*2  lg) 

4 (Mo  la  4 Mj  r2  4 ui  vi  4 «3  Mo)  4 * 1 • • 

ist  convergent  und  hat  PQ  zur  Summe.  Die  Betrachtung  der  Dop- 
pelreihen führt  demnach  auf  den  in  §.  44,  II.  entwickelten  Satz 
zurück.  • 


Digitized  by  Google 


\ 


% 


% 


Cap.  VII. 

Die  Potenzenreihen. 


§.  44. 

Die  Theoreme  von  Taylor  und  Mac  Laurin. 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  F unctionen  / ( x ),  /'(.r),  . 

■ • (x)  endlich  und  .stetig  bleiben,  so  lange  x das  Intervall  x = « 

bis  x = a -f-  A nicht  überschreitet,  gilt  nach  §.  18,  Nro.  17^  die 
Formel 


7* 

1)  /(a-f-7»)  =/(“)  + + -j— g /”(<*)  + 


■ + 

+ 


1 . 2 ...(«  — 1) 

(1  — d)*-Ph* 

1 . 2 . . . (»  — 1) . p 


/<—»(«) 

/W(a+tfA), 


worin  p eine  beliebige  Grösse,  & einen  nicht  näher  bekannten  positi- 
ven echten  Bruch  bezeichnet.  Lässt  man,  wie  es  üblich  ist,  x an  die 
Stelle  des  beliebigen  a treten,  so  hat  man  in  der  obigen  Formel  ein 
Mittel,  um  die  Aendcrung  zu  berechnen,  welche  f(x)  erleidet,  wenn 
x um  h zunimmt.  Wie  man  sieht,  erscheint  f(x-\-h)  als  Summe 
von  n-\-  1 Summanden ; die  n ersten  Summanden  stehen  unter  der 
gemeinschaftlichen  Form 


hm 

1.2.3...»» 


/<">(*) 


und  bilden  daher  eine  endliche  Reihe,  welche  nach  Potenzen  von  k 
fortschreitet;  der  letzte  Summand  ist  von  abweichender  Form  und 
bildet  das  sogenannte  Ergänzungsglied  oder  den  Rest  der  Reihe. 
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Bezeichnet  man  den  Rest  mit  i?„,  so  kann  man  die  Gleichung  1)  auch 
folgendermaassen  darstellen 

2)  fix  -f  Ä)  = fix)  + 


fix)' 


h 


+ 


1 " ' 1,2 

fn-'Ux) 


1.2... in—  1) 


ft"“1  + Rn 


3) 


__(l-ft)—  */W(*  + ft7Q 
Mn  1.2. 3...  in—  l).p 


Dies  ist  der  sogenannte  Taylor’scho  Satz,  welcher  aber  nur 
unter  der  Bedingung  gilt,  dass  die  Functionen  /,  /',  f",  . . . /(n) 
innerhalb  des  Intervalles  x bis  x -J-  h endlich  und  stetig  bleiben. 

Setzt  man  in  der  Formel  1)  a = 0 und  schreibt  zugleich  x für 
h,  so  gelangt  man  zu  dem  Theoreme  von  Mac  Laurin  nämlich 

/"(0) 


4) 


5) 


f(x)=m  + ÄX 


+ 


+ 


-x3  + 

1.2  ^ 

ßn-l)(0) 


Rn  = 


1.2...  (»—  1) 

~Xny 


xn-l 


1 . 2 . . . (n  — 1)  .p 
dessen  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  die  Functio- 
nen /,  f,  /",  . . . /(n)  endlich  und  Btetig  bleiben  innerhalb  des  Inter- 
valles 0 bis  x.  Der  Mac  Laurin’sche  Satz  bietet  das  Mittel,  um  jede, 
der  vorigen  Bedingung  genügende  Function  in  eine  endliche  Reihe 
zu  verwandeln , welche  nach  Potenzen  der  Variabelen  x fortschreitet. 

Die  Formeln  3)  und  5)  enthalten  einen  positiven  echten  Bruch 
■&,  dessen  Betrag  nicht  bekannt  ist;  in  Folge  dieses  Umstandes  lässt 
sich  auch  der  genaue  Werth  des  Restes  nicht  angeben,  sondern  nur 
sein  Maximum  und  Minimum.  Um  diesem  Uebelstando  zu  entgehen, 
ist  es  in  vielen  Fällen  zweckmässig,  die  Zahl  n in’s  Unendliche  wach- 
sen, d.  h.  die  endliche  Reihe  zu  einer  unendlichen  werden  zu  lassen. 
Giebt  man  nämlich  der  Gleichung  2)  die  Form 
fix  + h)  — Itn 


= fix)  H-  Ä 


+ f-~^  + 


1.2 


+ 


so  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n 

fix  -|-  h)  — Lim  Jtn 


/<"-»(» 

1 . 2 . . . (m  — 1)  ' 


= /(*) 


+ 
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hier  kann  es  gesellten,  dass 

Lim  Rn  = 0 

wird  und  in  diesem  Falle  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

/"(*), 


■0) 


f(x  + h)  =f(x)  + £ßh 


' l> 2 + 


1 " ' 1.2 

Ein  analoger  Satz  ergiebt  sich  aus  Nro.  4);  unter  der  Bedin- 


gung 

wird  nämlich 
7) 


Lim  Jl„  — 0 

/(*)  = /(0)  + + 


+ 


1 '1 

Dass  die  in  Nro.  6)  und  7)  erhaltenen  unendlichen  Reihen  con- 
vergiren,  versteht  sich  ihrer  Ilerleitung  zufolge  von  selbst  *). 

So  lange  die  Function  f(x)  nicht  specialisirt  wird,  kann  man 
begreiflicherweise  nicht  entscheiden,  ob  die  unter  Nro.  5)  und  7)  ver- 
zeichneten  Reste  bei  unendlich  wachsenden  n die  Null  zur  Grenze 
haben  werden  oder  nicht;  dies  ist  in  jedem  gegebenen  Falle  Sache 
einer  besonderen  Untersuchung.  Letztere  kann  man  sich  häufig 
durch  den  Satz  erleichtern,  dass  eine  gegebene  Function  tf»(w)  bei 
unendlich  wachsenden  n sicher  gegen  die  Null  convergirt,  sobald 


sich  der  Quotient 


t{n  -f-  1) 


einer  Grenze  A nähert,  deren  absoluter 


tl>(n) 

Werth  ein  echter  Bruch  ist.  Bezeichnet  nämlich  k denjenigen  indi- 
viduellen Werth  des  n,  von  welchem  ab  jener  Quotient  kleiner  bleibt 
als  ein  zwischen  1 und  A eingeschalteter  echter  Bruch  ß , so  gelten 
wie  in  §.  37  für  die  absoluten  Wertho  von  V»(A),  -f-  1)  etc.  die 

Ungleichungen 

4>(k+  i)<n>(k)ß,  2)<  — 

v(k  4-  m)  < ty{k)ßm-, 

die  letzte  derselben  kann  unter  der  Form 

0 < il>(n)  < ^(k)ßn~k 

dargestellt  werden  und  führt,  wegen  Lim  ß*  = 0,  sofort  zu  dem 
erwähnten  Satze**). 


*)  Dieser  Satz  darf  übrigens  nicht  umgekehrt  werden,  d.  h.  aus  der 
Convergenz  der  Reihe  folgt  keineswegs  die  Gleichung  Lim  R*  = 0.  Es 
lässt  sich  daraus  nur  schlicssen,  dass  die  Summe  der  Reihe  mithin  auch 
LimR„  eine  endliche  Grösse  sein  muss.  Ob  diese  von  Null  verschieden 
oder  = 0 ist,  würde  dann  immer  noch  einer  besonderen  Untersuchung 
bedürfen. 

**)  Ebenso  leicht  erkennt  man,  dass  «/'(»)  in’s  Unendliche  wächst, 


falls  der  absolute  Werth  von  Lim 


V'Ctt  + l) 
</'(») 


die  Einheit  übersteigt. 
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Die  Formel  7)  zeigt,  wie  man  eine  Function  f(x)  unter  gewis- 
sen Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x fortschreitende  unend- 
liche Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  diese 
Umwandlung  nur  auf  eine  einzigo  Art  möglich  sei»  wird.  Pie  letz- 
tere Bemerkung  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersuchung;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 
8)  /(*)  = «o  -f  a,  x -f  a2  -f-  a3  x3  -f  • • • •_ 

als  bestehend  voraussetzen  und  umgekehrt  fragen,  welche  Werthe 
dann  die  Coefficienten  a0 , al , o?  etc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Conver- 
genz  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 


r.  a„+iXn+1  T. 

Lim  — = x Lim 

a„xn 


Q-  n -f  1 
dn 


darf  mithin  die  Einheit  nicht  übersteigen,  folglich  muss  Lim  — - ■ 

eine  endliche  Grösse  sein,  welche  « heissen  möge;  die  Convergenz 
der  Reihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  absolute  Werth  von  ax 
ein  echter  Bruch  ist  oder 

--<*<+  -• 
a « 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  einer  Zahl  s wieder  mit 
[*],  so  haben  wir  nach  der  gemachten  Voraussetzung 


= [«*]  < 


bei  hinreichend  grossen  n muss  folglich  der  genannte  Quotient  klei- 
ner bleiben  als  ein  zwischen  [ß  x]  und  1 eingeschalteter  echter  Bruch 
f.  Derartige  Werthe  von  n mögeu  k,  k -|-  1,  k -f-  2 etc.  sein ; nach 
einer  oft  gebrauchten  Schlussweise  findet  sich  dann 

[«*+i  a:i  + 1]  < [a*a;*]s,  [«*+»**+*]  < [«*»*]  £3,  .... 

mithin 

[«»**]  + [«*  + i **+']  + [<»*+*  **+*]  + • • • * 

< t®*  i~7  ‘ 


Zerlegen  wir  nun  die  Reihe  8)  wie  folgt 

• t 

f(x)  = a0  -f  «i  x + a-2  x*  -}-  • • • 4- 

-(-  a„xt  -{-  at  + ia:*+1  + a*  + ax*  + s + • • • , 
so  beträgt  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
weniger  als  der  vorhin  gefundene  Ausdruck,  und  daher  lässt  sich 
die  vorstehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 
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9)  /(*),=  «o  + «i  * + Os*2  -f  • • • + fl*-!**“1  + ITZT’ 

worin  Q einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet. 
Für  x = 0 folgt  hieraus 

10)  /(0)  = «o, 

womit  der  Werth  von  Oo  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Glei- 
chung 10)  «von  der  Gleichung  9)  und  dividirt  mit  x,  so  hat  man 
weiter 

/(*)-/( 0)__  , _ _ , , . , 0«***“1. 

al  + «2  X + • • • + fl*  — 1 * — . > 

X 1 c 

beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  x nimmt  der  Quo- 
tient linker  Hand  die  Form  [J  an,  mau  findet  aber  nach  der  Regel 
des  §.31 

u>  « = 

Vermöge  der  Werthe  von  a0  und  ay  hat  man  weiter  aus  Nro.  9) 

m -/(o)  - 


— fl-l  + «3*  + ' • ' + ö*  — l£*~8  + 


QatX* 


1 E 


und  als  Gronzwerth  für  verschwindende  x 

12) 


1.2  1 


Auf  gleiche  Weise  fortgehend,  erhält  man  für  irgend  einen 
Coefficienten  am,  wenn  k > »»  genommen  wird, 

ßm)(0) 

am~~  1.2.3...«»' 

Demnach  lässt  sich  eine  gegebene  Function  f{x)  nur  auf  eine 
Weise  in  eine  unendliche  unbedingt  convergirende  Potenzenreihe  ver- 
wandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen  zwei 
convergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 
flo  + «i  x + «s  x'  + <h  *8  + • • • 

= 60  -f-  by  x + b2  x2  -f  b„  x3  -f  ■ ■ • 
nur  bestehen  kann,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x 
identisch  sind,  nämlich  a9  = b0 , flj  = by , Oj  = bä  u.  s.  w. 
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§.  45. 

v Der  binomische  Satz. 

Da  wir  die  Entwickelung  von  (1  + ce)“  für  den  Fall  eines  gan- 
zen positiven  (i  bereits  in  §.  7 erledigt  haben,  so  setzen  wir  im  Fol- 
genden immer  voraus,  dass  (i  keine  ganze  positive  Zahl  sei.  Behufs 
der  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac  Laurin  nehmen  wir  ferner 

f(x)  = (i  + xy 

und  haben 

/<»(*)  = g(g — i)  (g  — 2) ...  (fi  — [&  — i])  (i  -f  xy~h 
_ p(ft  — 1)  (g  — 2)  . . . (g  — [ft  — 1]) 

(1  + *)*“/* 

wobei  die  zweite  Form  für  (t  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
später  eintritt.  Sollen  nun  f(x),f'(x),f"(x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  f*  nicht  verschwinden,  mithin 

ist,  wenn  man  von  x = 0 ausgeht,  x auf  das  Intervall  — 1 bis  -J-  cd 
zu  beschränken,  so  dass 

— 1 < x < + oo 

die  erste  Bedingung  der  Entwickelung  ist  Nach  den  Formeln  4) 
und  5)  des  vorigen  Paragraphen  erhalten  wir  jetzt 

i)  . (l+xy-x» 

= 1 + fr  4-  + ^~T3-2)-  + • ■ • 

, — 1)  (ft— 2)  ■ . . (ft  — [w—  2])  , 

t 1.2.3 1)  ’ 

_ fi( fi  — 1)  (g  — 2)  . . (fi  — 1 > — 1])  _ (1—  »)”-*■  s"  _ 

' " 1 . 2 . . . . (n  — 1)  . p ' (i  + 

Um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umständen  der  Rest  bei  imend- 
lich wachsenden  n gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
p = 1 und  erthellen  dem  R„  folgende  Form 

a=(-i)—1  pxii+txy-1  (i-f)  (i-|)  • •• 

(x  P \ (x  — bxY-1  * 

V n — 1/  \1  -\-ftx) 

Da  x zwischen  — 1 und  -j-  oo  liegt , so  ist  1 -f  jedenfalls 

14* 
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positiv,  mithin  ft*(l da:)'0-1  eine  endliche  Grösse;  daher  fragt 
sich  nur  noch,  ob  alle  übrigen  Factoren  zusammen  ein  Product  geben, 
welches  bei  unendlich  wachsenden  n der  Grenze  Null  zustrebt. 
Nennen  wir  § den  absoluten  Werth  von  x,  so  ist  für  positive  x,  d.  h. 
für  x = £, 

H — »x  __  g — , 

l + #a;  l-f#£ 

und  bei  negativen  x,  d.  h.  für  x — — jj,  wobei  | ein  echter  Bruch 
sein  muss, 

x-&x  — | + _ $ — H. 

l + £x  1— #£  1 — &£’ 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  als  |,  mit- 
hin ist  in  jedem  Falle 


wofern  nur  x zwischen  — 1 und  -(-  a>  liegt.  Aus  den  bisherigen 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  Lim  R„  = 0 wird,  sobald  der  Ausdruck 

♦» =(*-■?)  (-!)•••  (-Ä)i-‘ 

bei  unendlich  wachsenden  n die  Null  zur  Grenze  hat.  Da  nun 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  £ <[  1 sicher  statt, 
während  dagegen  für  f >•  1 sowohl  Lim  Tp  (nj  als  LimR„  unendlich 
werden  würden.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  jetzt  durch  Uebergang 
zur  Grenze  für  n = oo 


3)  (l+*y»=l  + £ 


1 1.2 

- 1 <*<+!• 


— 1)  (#*■ — 2)_,  , 

~xi  1 T-7T-5 * 8 + ' 


1.2.3 


Die  beiden  extremen  Fälle  x — 4"  1 und  x — — 1 bedürfen, 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.  Für  x — 1 haben  wir  aus 

Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  p durch  n ersetzen, 


4)jRn=(i+»r^ 


fi(n  — 1)  (ft  — 
1 . 2 


2)...fr-[»-l]) 
. 3 ....  n 


Der  erste  Factor  ist  immer  von  endlicher  Grösse;  der  letzte 
Factor  liegt  zwischen  0 und  1 , doch  darf  man  hieraus  nicht  schlies- 
sen,  dass 
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sein  müsse,  weil  & auf  unbekannte  Weise  von  n abhängt*);  das  Ver- 
schwinden von  Itn  findet  daher  nur  • in  dem  Falle  sicher  sta% , wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  convergirt.  Um  hierüber  urtheilen 
zu  können,  unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
negativen  ft.  Bei  positiven  ft  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  fol- 
gende ganze  positive  Zahlen  k — 1 und  k,  zwischen  denen  ft  ent- 
halten ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
werden 

ft(ft  — 1)  (ft  — 2)  ■ ■ . (ft  — [»—!]) _ 

1.2.3  . ...  n 

/ iw-tf^ft— 1)-(ft~ [*— 1D  (A:— ft)  (A:— ft+ 1)  -(fc— ft+w— k—  1) 

' ’ 1.2 ...k  ' (fc  + 1)  (k  + 2) . . . (k  + n — k) 

Der  erste  Bruch  rechter  Hand  besitzt  einen  unveränderlichen 
Werth;  der  zweite  Bruch  ist  von  der  Form 

ß(ß  + l)(ß  + 2)....(ß+m-l) 
a(a  + 1)  (a  -f-  2)  . . . . (a  + »»  — 1)  ’ 
a = 7c-|-l>  ß = k — ft,  m = n — k 
und  hat  nach  §.  36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  a ß ist.  Für 
jedes  endliche  positive  ft  gilt  daher  die  Gleichung 


5) 


Lim  - ' • (ft— l>  — lj)  _ 0_ 

1.2.3....» 

Wenn  zweitens  ft  negativ  etwa  ft  = — A ist,  so  wird 
ft  (ft—  1)  (ft  — 2)  . ■ ■ (ft—  [n—  1]) 


= (-  1)" 


1.2.3 

A(A  + 1)  (A  + 2)  . 


(A+«-l) 


1.2.3 n 

und  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  convergirt  der  Bruch  rechter 
Hand  gegen  die  Null,  wenn  1 A,  d.  h.  — 1 — A oder  — 1 <C  ft 

ist.  Die  Formel  5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  — 1 ft  -f-  oo , 
und  dann  hat  man  auch  IAmlln  = 0. 

Im  zweiten  Hauptfalle  x — — 1 giebt  die  Formel  2) 


6)  It„  — (-  1)' 


ft  (ft  1 ) (ft  — 2)  . . ■ (ft—  [»—!]) 


1 . 2 


(»  — 1)  . p 


(1— 


•)  So  würde  z.  B.  für  0-  — — der  obige  Grenzwerth  nicht  = 0 son- 


dern = — werden. 
e 
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Wir  botrachten  hier  zuerst  den  Fall,  wo  fi  negativ  = — k ist 
und  nehmen  dann  p — 1 ; die  rechte  Seite  der  Gleichung 

(k  ~f~  1)  (k  2)  ■ , . (k  -)-  — 1)  k 

1) 


1 . 2 ......  («—  1) 

besteht  jetzt  aus  zwei  Factoren,  von  denen  der  erste  in’s  Unendliche 
wächst,  während  der  zweite  jedenfalls  mehr  als  k beträgt;  demnach 
wird  LimJt„  = oo.  Ist  dagegen  fi  positiv,  so  kann  man  p = ft 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6) 

7)  «,  = (-!)■ 

mithin  nach  1) 


(p  — [»  — 1]) 


(g-1)  (fi- 2)  ■ 


(-1)' 

1) 

1 1.2 


• •(**—  1) 

. (ft- [«-!]) 


1 . 2 1) 
fi  (fi  — 1)  (a  — 2) 


1.2.3 


+ (-  1> 


n_,  — 1)  • • • • (u 


+ ... 

[»-  2]) 


1 . 2 ....  (m  — 1) 

Dieses  Resultat  bestätigt  sich  auch  durch  die  identische  Glei- 


chung (§.  36) 


= 1 + 


ß(ß  1)  (ß  ~i~  2)  . . ■ . (ß  -j-  tn  — 1) 


«(«  + 1)  (a  + 2)  . . 


, (ß  ~ a)ß  , (ß 

I I I 


. (a  -j-  m — 1) 

— ß)  ß(ß  + 1) 


+ 


(ß~a)ß(ß  + l)  ..  . -ffl  + w-2) 


a(«  -f-  1)  (ß  + 2)  . . . . (a  -f-  »w  — 1) ’ 
welche  für  « = 1 , /J  = 1 — ft , m = n — 1 Dasselbe  giebt.  Durch 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 


Lim 


(ft  — 1)  (ft  — 2)  ....  (,u  — [«  — 1]) 


= 0 


1.2 (n  — 1) 

mithin  Lim  Ti„  = 0 ist.  Alles  Bisherige  führt  zusammengenommen 
zu  folgendem  Theoreme: 

Die  binomische  Entwickelung 
(1  + x)l* 

■2) 


•f* 


1.2  ' 1.2.3 

gilt  für  jedes  endliche  ft,  wenn  der  absolute  Werth 
von  x ein  echter  Bruch  ist;  im  Falle  X — -f-  1,  muss 
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dagegen  fl  zwischen  — 1 und  -f-  oo  liegen,  und  im 
Falle  x = — 1 darf  f i nur  positiv  sein. 

Häufig  vorkommende  specielle  Fälle  dieses  allgemeinen  Binomial- 
theorems  sind: 


8) 


9) 


10) 


1 


(1  + *)* 

1 

V 1 + x 

VT+~x 


= 1 — 2x  + 3 a:2  — 4 a;3  -f 


- 1 <*<  + 1; 


= 1 — + 


1.3 


•2  


1.3.5 


2 ' 2.4  2.4.6 

— 1 < x < + i; 

, £ _ 1_  & L3  £3  _ 
+ 2 2 4 + 2.4  6 

- 1 < * < f 1; 


a;3  -f- 


aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
bekannten  Formel 


11) 


VT 


2 

_ x 1 . 3 *3  1 . 3 . 5 . 7 x* 

~ 2 + 2.4  6 ' 2 . 4 . 6 . 8 10  ' 


: 1 (V  1 -f-  X — V^l  — x) 


— 1 < a:  < + 1. 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der  fiten  Potenz  einer 
zweitheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a denjenigen  Theil,  dessen  abso- 
luter Werth  der  grössere  ist,  und  b den  übrigen  Theil;  es  ist  dann 

12)  (a  + 6)-“  = a<“(l  + 

=4  + !;+'JSsö'+--]' 

Diese  Formel  lässt  sich  u.  A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  belie- 
big hoher  Grade  an  wenden;  so  ist  z.  B. 

fl32  =^125  + 7=y  12n(l  + jlj) 
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1^76  = V'Sl  — 5 =y  81  (l  - ^-) 

1 5 1.3  / 6 y 1.3.7  /6y 

4 ' 81  4.8  \81/  4.8.12  \81/ 


Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 


/* 


§.  40. 

Die  logarithmischen  Reihen  und  die  Exponentialreihen. 


I.  Die  Annahme 
giebt  zunächst 

/«(*)  = 


f(x)  = l(l+x) 

(—  l)*-1 1 . 2 . 3 . . . (*  — 1) 


woraus  ersichtlich  ist,  dass  f(x),/'(x),f"(x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben  so  lange  x zwischen  — 1 und  4 oo  liegt.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung fuhrt  das  Theorem  von  Mac  Laurin  zu  folgender  Glei- 
chung 

1)  l(  l+z)—Rn 


— \x  — -1- 


1 <l»3 


( — 1)« 

4_  1 iL-rn-l 

' n — 1 * ’ 


Rn  = (-  1)' 


i-i  C1  ~ ^)"~f 


2>(i  -f-  &x)n' 

Für  p — 1 erhält  der  Rest  die  einfachere  Form 

1{n  - /_  l)n-l  X. 

^ 1}  1 + \1  + »xJ  ’ 

wegen  — 1 o;  < 4 00  ist  1 -f-  ^ sc  positiv,  mithin  der  erste 
Bruch  jederzeit  von  endlicher  Grösse;  ferner  gilt  wie  im  vorigen 

Paragraphen  die  Bemerkung,  dass  der  absolute  Werth  von  ? ^ 

1 ux 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  x.  Der  Rest  convergirt 
daher  gegen  die  Null,  wenn  der  absolute  Werth  von  x ein  echter 
Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1) 


2)  1(1  4x)  = x — ije*  4 I*3  ~ j*4  4 i 

- 1 < * < 4 1. 

Die  extremen  Fälle  x = 4 1 und  x = — 1 verlangen  eine 
besondere  Untersuchung.  Für  x = 4 1 ergiebt  sich,  wenn  p = n 
genommen  wird, 
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B„  = 


(-  1)" 


n (1  -f-  fr)" 
mithin  bei  unendlich  wachsenden  n 

LimHn  = 0. 

Für  x = — 1 wird 

_ (-l)n-l 

" M(l  — fr)*’ 

hier  wächst  zwar  der  erste  Factor  des  Nenners  in’s  Unendliche,  dage- 
gen könnte  die  Einheit  zur  Grenze  haben  und  folglich  der  Nenner 
die  unbestimmte  Form  co  . 0 erhalten;  man  darf  daher  nicht  behaup- 
ten, dass  Limit „ = 0 sei.  Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  1(1  + x)  = \x  — |.zä.-f-  ix3  — -f  • • • • , 

- 1 < x -f  1. 

Lässt  man  — x an  die  Stelle  von  x treten,  so  folgt 

4)  1(1 — x)  = — \x  — Ix 2 — Ix 3 — \x*  — ••••, 

- l £*<.  + l; 

die  Differenz  der  Gleichungen  3)  und  4)  ist 

5)  Z(r=^) = 2<*x  + .+  H ). 

- 1 < « < + 1. 

z 1 

Für  x — — j— wo  z jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 

6)  le  = 2[jTT  + 1 (t+t)  + '(t+t) 

und  damit  ist,  wenigstens  theoretisch,  die  Aufgabe  gelöst,  zu  jeder 
positiven  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  zu  finden.  Bei  kleinen 
Werthen  von  z,  wie  z.  B.  für  z — 2 und  z ■=  3 , ist  die  Formel  6) 
zur  numerischen  Berechnung  vollkommen  brauchbar ; bei  grösseren  z, 
z.  B.  schon  für  z = 10,  convergirt  dagegen  die  Reihe  so  langsam, 
dass  sie  praktisch  nicht  mehr  benutzt  werden  kann. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  l(a  -j-  b)  = la  -j-  Z^l-f-  ist,  er- 
hält man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3) 

7)  l(a  + V)  = la  + j ~ i (I)  + i (§)  » 
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diese  Formel,  welche  auch  mittelst  des  Taylor’schen  Satzes  ent- 
wickelt werden  kann,  dient  zur  Berechnung  von  1(a  -J-  b),  wenn  1a 
bekannt  ist.  Eine  zu  demselben  Zwecke  noch  bequemere  Formel 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 


l(a  b)  = la  -(-  l 


'1  + 


2 a 4-  b\ 


2 a -(-  l> 


wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Iland  nach  Nro.  5)  entwickelt 
wird,  nämlich 


Diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  a und  6,  weil  dann  — - 

2«  -f-  b 

immer  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  von 
1 2 gefunden , so  kann  man  jetzt  13,  1 4 , 1 5 etc.  berechnen , indem 
man  b = 1 und  a = 2,  3,  4. etc.  setzt;  selbstverständlich  braucht 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlicher  Rei- 
hen zu  berechnen. 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  aus  deren 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  Es  ist  gleich- 
zeitig 

z = e'*  und  z = 


mithin,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt  und  vergleicht, 

Iz  . le  = Hogz  . Ib  oder  Iz  = Hogz  . Ib, 
und  umgekehrt 

Hogz  — ~ Iz  — Mi,1z, 


wo  Mi  den  sogenannten  Modulus  des  aus  der  Basis  b construirten 
Logarithmensystems  bezeichnet.  Für  das  Brigg 'sehe  System  ist 
b = 10  und  nach  den  vorigen  Formeln 

110  = 2,30258509,  ^ = 0,43429448. 

II.  Nehmen  wir  f(x)  = ex,  so  ist  /W  (x)  — ex  und  es  bleiben 
daher  f(x),  f"(x)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig;  der  Mao 

Laurin’sche  Satz  giebt  dann 

ex  — Rn 


1 +}*  + r3*,  + ---  + 


1 . 2 ...(»—  L) 


xn  ■ *> 
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und  zwar  ist,  wenn  p = n gesetzt  wird, 

/y>  R 

Bn  = 


J»x 


1.2.3  . . . « 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  Limit, „ = 0 wird,  sobald  x 
eine  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  der  Ausdruck 

i p(n)  = 

w 1.2.3...» 

gegen  die  Null  convergirt;  wegen 

r.  t/»(»  + l)  T.  x 
Lim  > . — = Lim  — ■—  — 0 
ip  (»)  n 1 

findet  die  letztere  Eigenschaft  bei  jedem  endlichen  x statt,  mithin 
ist  Limltn  = 0 und 


9) 


„ , X , X*  X* 

fiX=1  +T  + T72  + lT2T3  + 


Für  x = 1 erhält  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
mit  dem  übereinstimmt,  was  in  §.  7 gefunden  wurde. 

Lässt  man  — x an  die  Stelle  von  x treten , so  ergiebt  sich  aus 
Nro.  9)  die  Gleichung 

x x-  x“ 

10)  e * — i _ t + — — + 

welche  mit  der  vorigen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
werden  kann ; man  erhält 


11) 

12) 


+ tr 


2 

ez  — e~ 


1 4-  1 

^ 1.2  “ 1.2. 3. 4 


+ 


x , x3 

— T + 1.2.3 


+ 


+ 


2 1 1 1.2.3  1 1.2. ..5 

Die  Formel  9)  führt  auch  zur  Entwickelung  einer  beliebigen 
Exponentialgrösse  ax,  wenn  nur  deren  Basis  a positiv  ist;  man  hat 
nämlich 

13)  ax  = (e,a)x  = exla 

xla  ( xla )s  ( xla )3 

= 1 +_r  + 1T  + 17173  + 

Setzt  man  in  Nro.  9)  ex  = z und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 

logg 


rithmen  irgend  eines  Systemes,  so  folgt  x = 


löge 


, mithin 


1 _L  1 ]21L  J_  _L  (l°0e\‘  t . 

1 löge  1.2  \logeJ 


“ ‘ 1 löge  1 1.2  \logt 

Hierin  liegt  die  Lösung  der  Aufgabe,  aus  dem  Logarithmus  einer 
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Zahl  die  letztere  herzuleiten.  Am  einfachsten  wird  die  Formel  bei 
natürlichen  Logarithmen. 


§•  47. 

Goniometriseho  und  oyclometrische  Reihen. 


I.  Da  die  Differentialquotienten  des  Cosinus  abwechselnd  Sinus 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind,  so  lässt  sich 
der  Mac  Laurin’sche  Satz  auf  den  Fall  /(x)  = cos  x anwenden  und 
giebt,  wenn  im  Reste  p = » genommen  w'ird, 


1) 


cosx 


X ■ 


x‘ 


X ' 


1.2.3...» 

X 6 


co8(\nn  -f  &x) 
xn~1 


1.2  1.2.3. 4 1.2. ..6 


-cos 


(n — 1)» 

1.2...(» — 1)  ' " 

Aus  Abschnitt  II.  des  vorigen  Paragraphen  weiss  man  ferner, 
dass  bei  unendlich  wachsenden  n 


Lim 


1.2.3...» 


Ö 


ist;  verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  cos (5«  » + ff#) 
nicht  über  das  Intervall  — 1 bis  1 hinausgeht,  so  gelangt  man  zu 
der  Formel 


x1  x 4 

2)  cos*  = 1 - ^ + Y72T3T4 

welche  für  jedes  endliche  x gilt. 


x6 


1.2... 6 


+ 


3) 


II.  Auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man 
xn 


stnx  — 


1.2.3...» 


sin(  4»  jc  -(-  ffx) 


x 


x8 


+ 


X» 


1 1.2.3  1 1.2. ..5 

und  bei  unendlich  werdenden  » 


1.2...(» — 1) 


stn 


(»  — 1)  7t 


4) 


x» 


sin  x = — — * 

1 1.2.3 


+ 


1.2.. .5 


Da  sich  aus  sin  x und  cos  x die  übrigen  goniometrisehen  Functio- 
nen des  Bogens  X herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Problem  der 
Berechnung  aller  goniometrisehen  Functionen  gelöst.  Uebrigens  wer- 
den wir  später  noch  besondere  Reihen  für  tanx,  cotx,  secx  und 
esex  entwickeln. 
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III.  Um  das  Theorem  von  Mae  Daurin  auf  den  Fall  f(x) 
— arcsin x anzuwenden,  lassen  wir  zunächst  n -f-  1 an  die  Stelle 
von  n treten  und  schreiben  demgemäss 
f(x)  — Bn+l 

/W(0) 


, /'(0)_  , /"( 0)..,  , 
= /(0)  H — x + ~YYX  + 


+ 


1.2...» 


x" 


Aus  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 
f(i  + V(z)  = Dl  + l arcsin  x = 


1.3.5...  (2  ft — 1)  | 

U l(&)i  1-*  . 1 • 3 (ft),  . 

(i-A 

2*(1— xyV  1— *»( 

1 2ft — 1 1+x  1 (2  ft — l)(2fc — 3) 

U-fx/ 

geht  nun  zunächst  hervor,  dass  f(x) , f'(x) , f"(x)  etc.  endlich  und 
stetig  bleiben  so  lange  x 2 die  Einheit  nicht  erreicht;  wir  müssen 
daher  — 1 x -)-  1 voraussetzen.  Die  genannte  Formel  liefert 

auch  dieWerthe  von  /'(0),  f"(0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kür- 
zer aus  der  Relation 

/(*+«(*)  = (2Hi)^/^1)W  + wß»(x) 

herleiten  (§.  14,  Nro.  6);  es  folgt  nämlich 

/(*  + »(  0)  = fc-yW(O) 
mithin,  weil  /( 0)  = 0 und  /'( 0)  = 1 ist, 

/"(0)  = 0 , /W(0)  = 0 , r1  (0)  = 0 ..... 

/"'( 0)  = l2,  P (0)  = 12.32,  /vu(0)  = 12.32.52, 

Denken  wir  uns  n als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
gendes Resultat 

5)  arcsin  x — Hn  + i 

_x  1 x3  , 1.3  a;5  1 . 3 . . . (» — 2)  xn 

~ 1 + 2 3 + 2.4  5 i +2.4...(w—  1)  IT’ 
welches  noch  durch  eine  Discussion  des  Restes  zu  vervollständigen 
ist.  Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausführen,  so  würde 
man  eine  etwas  complicirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
benutzen  daher  ein  anderes  Verfahren.  Dieses  beruht  auf  der  Bemer- 
kung, dass  der  Differentialquotient  von  arcsin  x eine  algebraische 

Function,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  — x-)~  a ist  und  dass  folglich 
der  Diffcrentialquotient  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
mischen Satze  vorgenommenen  Entwickelung  übereinstimmen  muss. 
Um  diesen  Gedanken  auszuführen,  bezeichnen  wir  den  Rest  + , , 
der  jedenfalls  von  x abhängt,  mit  cp(x) , und  setzen  n — 2 m — 1 : 
es  ist  dann 


Digitized  by  Google 


222 

6)  aresin  x 
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* , 1_»|  1.3# 

1 + TlF  + 274'5  + 


+ 


1 . 3 . 5 . . . (2  «i  — 3)  x 2 


2 . 4 . 6 ...  (2  Mi  — 2)  2 Mi  — 1 


+ 9>(*) 


und  durch  Differentiation 
1 


7) 


Vl 


• • • + — -5. v^2w> — z*«-*  4.  <p'(x). 
1 2. 4. 6. ..(2»»  — 2)  T-VW’ 


Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  — xQ  für 
X setzt, 


1 


Vt-: 


= 1 + 1-**  + |t|-*  + 


1 ■ 3 ■ 5 . . ■ (2  Ml  - 

* O ,4  « 


3) 


2 . 4 . 6 ...  (2  m — 2J 

1.8..(2mi-1)  f 2m  + l (2»+l)(2»  + 8)  ) 

^ 2.4....(2mi)  ! 1 ' 2 mi -(- 2 ^(2»»4-2)(2w  + 4)  ^ i 

und  nun  giebt  die  Vergleichung  beider  Resultate 

<p'(z)  = 

1 .3  ..(2m  — 1) 


2 . 4 ....  (2  mi) 


»Ml 


2 Ml  4- 1 


»3. 


(2  m 4 1)  (2  mi  4 3) 


x*  4-  • 


2 Mi  + 2 (2  m 4 2)  (2  wt  4 4) 

Aus  den  Gleichungen  6)  und  7)  geht  ferner  hervor,  dass  <p(x) 
und  cp'(x)  innerhalb  der  Grenzen  — 1 und  4 1 endlich  und  stetig 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  <jp(»)  lässt  sich  daher  das  Theorem 

rp(x)  = <p(0)  4 x <p'(&x) 
benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  qp(0)  = 0 ist. 


<P(x) 


1.3...(2m-l)  +.j  2m41 

2.4 (2m)  ( 2 mi  4 2 


.(2m) 

(2m  41)  (2m  4 3) 

• /O«,  I OWO—  I ^ > 


(2  mi  4 2)  (2  m 4 4) 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  liegt  zwischen  Null  und 
1 4 #3z3  4.  #4*4  4 . . . = 1 


1 —^3*3’ 


sie  kann  daher  mit 
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1 — tf3a;3 

bezeichnet  werden,  wo  £ einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ech- 
ten Bruch  vorstellt.  Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
< p(x ) ist  nun  nach  Nro.  7) 

1 .3. 5. ..(2m  — 1)  s&imx-m  + 1 


8) 


arcsin  x 


2.4.6 (2  tu)  1—  #3a;3 


x_  . 1 x ; 

~ ’ T + J 1 


3 1 3 a-5 

J_  LI  L 4- 

1 O I K 1 


+ 


1.3... (2m  — 3)  x 3 


2.4  5'  ' 2 . 4 ... (2 »»  — 2)  2m  — 1 

Die  hier  vorkommende  Reihe  zählt  m Glieder  und  wird  unend- 
lich für  m = cd;  wegen  a:3  <C  1 ist  in  diesem  Falle  Limxim  = 0, 
während  1 — O3  x1  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
folgt  sehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  nähert  und 
dass  mithin  die  Gleichung  besteht: 


1 a;3 


1.3  a:5 


1.3.5a:7 


9)  ««*»*  = T+t7  + OT  + 2.<4.6  7 


+ 


- 1 < x < + 1. 

Für  x = + 1 verliert  diese  Schlussweise  ihre  Gültigkeit;  der 
Rest  erhält  nämlich  die  Form 


+ 


1.3. 5. ..(2m—  1)  f03ffl 


2.4.6 (2m)  1 — O3 

und  besteht  aus  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
convergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  11  die 
Einheit  zur  Greilze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
daher  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  gilt  die 
Gleichung 


— cosu 


oder 


arcsin 


v1 


— cos  u 


2 V 2 

worin  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist;  für 
sin  u — x wird  cos  u = V 1 — x 3,  u — arcsin  x,  mithin 


10) 


i arcsin  x = arcsin 


Vl  — X* 


— arcsin  y, 


wobei  y eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt.  Wäre 
nun  die  Gleichung  9)  auch  nur  für  alle  Werthe  von  x = 0 bis  x 


= bewiesen,  so  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  von  Nro.  10) 
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entwickeln,  da  hier  y das  Intervall  0 bis 


durchläuft, 


wenn  X 


von  0 bis  1 geht;  demgemäss  ist 


! \f  1—Vi— ** , , n/ 1— Vi— , 

i arcsin x=  y + l\V  ^ + 

Das  erste  Glied  lässt  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  überstei- 
genden Werthe  von  x-  in  eine  Potenzenreihe  verwandeln,  wie  For- 
mel 11)  in  §.  45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Gliedern,  wenn 
man  beide  Seiten  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  auf  die  3te,, 
5te  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher 


s arcsin x = \x  -f  ±x*  + 

+ J(b*  + + ) 

+ + ••••) 

+ ••••••••• 


Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedingungen,  welche  nach  §.41 
nöthig  sind,  um  die  Reihenglieder  in  Verticalcolonnen  summiren  zu 
dürfen;  vereinigt  man  daher  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
und  multiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

11)  arcsin  x = x *jX3  -j-  + ••••, 

und  zwar  gilt  dieselbe  von  x = 0 bis  x = 1 oder  auch  von  x — — 1 
bis  x = + 1,  da  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  besitzen. 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  Entwicke- 
lung 11)  mit  der  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  man 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfahrt  man,  dass  die 
Gleichung  9)  auf  das  Intervall  x = — 1 bis  x = f 1 ausgedehnt 

werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  x = 0 bis  x = 


gegolten  hätte. 


Giebt  man  dem  x einen  solchen  Zahlwerth,  dass  arcsin x einen 
bekannten  aliquoten  Theil  der  Kreisperipherie  ausmacht,  so  erhält 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Ludolph’schen 
Zahl;  so  ist  z.  B.  für  x — | 

7T.  1 | 1 1 1.3  1 

6 ~~  2 + 2 3.23  ^~  2.4  5.26  ^ 


Die  Specialisirungen  x = 


und  x = 1 liefern  ähnliche 


Reihen,  jedoch  convergiren  letztere  zu  langsam  für  die  numerische 
Berechnung. 
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Aus  Formel  9)  lässt  sich  endlich  noch  eine  Reihe  für  arccos  x 
ableiten,  wenn  man  von  der  Beziehung 

arccos  x = | n — arcsin  x 

Gebrauch  macht. 

IV.  Die  in  §.  14,  IV.  entwickelten  Formeln  zeigen,  dass  die 
Differentialquotienten  von 

f{x)  — arctan  x 

für  jedes  endliche  x continuirlich  und  endlich  bleiben;  ferner  ist 
ß2t>(0)  = 0,  /f»*+»(0)  = (—  1)*  1.2.3. ..(2k), 
mithin  nach  dem  Theorem  von  Mac  Laurin  für  p = n 


( 1)»—  1 /g»  / 

arctan  x ;;  ’ sin  I n 

nV(l+ds*i)«  \ 


arctan 


k) 


= {«-  4-  + (-ly 

n — 1 


Der  absolute  Werth  von 


V 1 -j-ff*** 

absolute  Werth  von  x ; der  Ausdruck 


beträgt  weniger  als  der 


- _L  / x 

” ~ n \Vl  -\-WxV 


nV(  1 » \V  1 + 0'*a;*J 

convergirt  also  bei  unendlich  wachsenden  n gegen  die  Null,  wenn 
x*^  = 0 ist,  und  Letzteres  findet  so  lange  statt  als  der 
absolute  Werth  von  x die  Einheit  nicht  übersteigt.  Da  ferner 
sin  (n  arctan  das  Intervall  — 1 bis  -f-  1 keinenfalls  überschrei- 
tet, so  hat  der  Rest  unter  den  vorigen  Bedingungen  die  Null  zur 
Grenze,  und  mithin  ist 

12)  arctanx  = Ja;  — Ja;3  + — » 

— i < * <;  + 1. 

Im  Fall  der  absolute  Werth  von  x mehr  als  die  Einheit  beträgt, 
kann  man  die  Gleichung 

13)  arctanx  — lit  — arccotx  — \%  — arctan  — 

* x 

benutzen  und  arctan  — nach  der  obigen  Formel  entwickeln;  dies 
*c 

giebt,  x als  positiv  vorausgesetzt, 

. n 1,1  1 , 

arctan  x = — (-.... 

2 x ' 3a;3  5a:3  ^ 


*>  1. 


Schl  Om  lieh,  Analysis.  I. 


15 
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Bei  negativen  x sind  beiderseits  die  Vorzeichen  urazukehren. 
Durch  die  Formel  13)  erledigt  sieh  auch  die  Entwickelung  von 
arccol  x. 

In  dem  speciellen  Falle  x = 1 geht  die  Gleichung  12)  über  in 
1 n = l — l -Ul  14. 

dieses  Resultat  ist  indessen  nur  formell  merkwürdig  und  eignet  sich 
wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Convergenz  der  Reihe  nicht 
zur  numerischen  Berechnung  von  n.  Bequemere  Formeln  erhält  man 
dadurch , dass  man  J je  in  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bögen  zerlegt 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  erhält  man  z.  B.  nach  Formel  10) 
in  Abschnitt  II.  der  Einleitung 

\n  — arctan  4 -f-  arctan 
\n  — arctan  | -(-  arctan  g -(-  arctan  g, 
und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  leicht  nach  Formel  12)  in 
rasch  convergirende  Reihen  verwandeln. 


§.  48. 

Die  Methode  der  unbestimmten  Coefflcienten. 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  aus  sogenannten  einfachen  Func- 
tionen zusammengesetzt  sind,  gelingt  es  nicht  selten,  direct  das  Inter- 
vall zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelung  für  die 
zusammengesetzte  Function  existiren  muss;  in  solchen  Fällen  wird 
die  Restuntersuchung  unnöthig  und  sind  nur  noch  die  Coefflcienten 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Vortheil  ein 
vom  Mac-Laurin’schen  Satze  unabhängiges  Verfuhren.,  das  im 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Coefflcienten  vorläufig  unbe- 
stimmt zu  lassen  und  sie  durch  irgend  eine  Eigenschaft  der  gegebe- 
nen Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §.  7 ge- 
schehen ist;  gewöhnlich  leisten  hierbei  Differentiationen  gute  Dienste. 
Das  Detail  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Beispielen 
ersehen. 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.  41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  so  gelangt 
man  zu  dem  Resultate 

( arcsinx )*  = a?s  -f-  $x*  -f-  ^a;6 

welches  für  alle , das  Intervall  — 1 bis  -f-  1 nicht  überschreitende  x 
gilt.  Das  Bildungsgesetz  der  Coefflcienten  tritt  aber  bei  jener  Multi- 
plication nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  dem  Mac-Lau- 
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rin’schen. Satze  schwer  zu  finden  sein,  weiL  hier  ßn){x)  ein  äusserst 
complicirter  Ausdruck  ist ; wir  setzen  daher  vorläufig 

1)  ( arcsin  x)*  = »j  x'2  + o4  x*  -(-  aG  xe  + , 

— 1 < x < + 1. 

Aehnlich  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Reihe  für  arcsinx 

mit  der  Reihe  für  (1  — x2)  » multiplicirt , wobei  nicht  zu  übersehen 
ist,  dass  die  letztere  nur  unter  der  Bedingung  — 1 <*<  + 1 
convergirt;  man  erhält  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 

arcsin  x 


2) 


VT^ri 


— &,  * + t>a  x3  + &5  X*  + 


- 1 ,<  * < + 1, 

und  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  nicht  näher 
bekannt. 

Um  nun  alle  a und  b zu  bestimmen ,’ differenziren  wir  die  Glei- 
chung 1)  und  erhalten 

. 2 arcsinx’  „ , . „ , „ , , 

3)  r =2  a2x  + 4 a4  x3  + 6 a6x5  + • • • • ; 

V 1 — x 3 

diese  Differentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
die  abgeleitete  Reihe,  welche  letztere  mit  Nro.  2)  übereinstimmen 
muss, 'innerhalb  des  Intervalles  — 1 bis  -f-  1 convergirt.  Multipli- 
cirt man  die  Gleichung  3)  mit  V 1 — und  differenzirt  noch  ein- 
mal, so  wird 

^ •=  (1.2a2  + 3.4a4a:2  + ö.ßagX4  + 


V 1 — z2 


— (2%*  + 4a,a:8  + 6ac*5  + 


} * - 
V 1 — X J’ 


nach  Multiplication  mit  V 1 — verschwinden  die  Radicale  und  es 
lassen  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
wodurch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht : 

1.2  a-i  + 3 . 4 (I4  -f-  5 . 6 a$  x*  + 

= 2 + 2 iaixi  + 4S  a4  x*  + • • • • 

Die  Vergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  vonx 
giebt  nun 

2*  2J 

«2=1. 


«4 


3 . 4 3.4’ 

42  23.4s 

06  = a*  576  = 3. 4. 5. 6’ 


U.  8.  W. 


15* 
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überhaupt  für  jedes  ganze  positive  k , 

4S. 6*. . . (2k  — 2)2  2 . 4 . 6 ...  (2 k — 2) 

3 . 4 . 5 . 6 . . . (2Ä-)  ~ 3 . 5 . 7 . . . (2k  — 1) 

und  demgemäss  haben  wir  nach  Nro.  1) 

2 x*  .2.4  z8 
4)  («rM,»*)*  = T + — 3 

— i < x < -f  l. 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sich  auf  ähnlichem  Wege 
auch  die  höheren  Potenzen  von  arcsin x entwickeln  lassen;  die  Coef- 
ficienten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  dieWerthe  von  a^,  a4,  «c  etc.  auch  in  die  Glei- 
chung 3),  so  erhält  man  noch 


5) 


arcsin  x 

V 1 — x'1 


2 2.4 

= x 4-  — x3  + r-rar'  -f 


3 '3.5 

- 1 <*<  + 1. 

Dieses  Resultat  gewinnt  eine  bemerkenswertheForm,  wenn  man 
e 


x = 


mithin  arcsin  x = arctan  e 


_?!_  + Li(_f!_Y+ . . .1. 


Vi  +** 

setzt;  es  wird  nämlich 
6)  arc<an,=_£_[1+|_ 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Gleichung 
j 7t  — arctan  5 + arctan  | 
findet  man  z.  B.  aus  Nro.  6) 


+ 


wonach  die  Berechnung  von  % sehr  leicht  ist. 

II.  Zufolge  der  in  §.  47  für  den  Cosinus  eines  beliebigen 
Bogens  gefundenen  Reihe  hat  man 


[1  + ! Tö  + Itl  (l 

• y 2.4.6/2y  1 

0/  T 3.5.7  \io/  J 

r ,21  , 2.4  / 

1 y , 2.4.6  /1  y , 1 

L1+  3 10  + 3.5  (l 

0)  + 3.5.7  (10)  + J 

cos  (ft  arcsin  x)  =1  — 


p2 (arcsin  x)2  ^ f 1*  (arcsin  x)* 


1.2  ’ 1.2. 3. 4 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  arcsin  x entwickelt, 
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cos  (ji  arcsin  x)  = 1 — ~ (x*  -f-  far4  -f 

f*4 


-f 

« 


+ f?(*4-f  I*6  + 

ItB 

-72Ö(XC  + 

+ 


Alle  hier  vorkommenden  Horizontalreihen  eonvergiren  von 
x — — 1 bis  x = + 1,  ferner  convergirt  die  Reihe  der  Horizontal- 
summen (die  vorige  Reihe)  und  sie  behält  ihre  Convergenz  auch  in 
dem  Falle,  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  giebt;  es  sind 
also  die  Bedingungen  erfüllt,  unter  denen  die  Doppelreihe  nach  Ver- 
ticalcolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 
it2  u4  — 4 u 2 

cos  (n  arcsin  x)  = 1 — ~ — 21  ^ 


ft6  — 20ft4  + 6 4 ft2 
720 


XK  -f- 


oder  nfit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Roihenentwickelung  von 
der  Form 

7)  cos  Qi  arcsin  x)  = 1 — A^x-  -j-  A4x4  — x°  -f-  • • • • , 

— !<*<+!• 

— i 

Durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von  (1  — x 2)  ä er- 
hält man  noch 

= + S, *■  - B,*‘  + ■ ■ ■ ■ , 

Vi-*J 

- 1 < * < -I- 1. 

Ganz  ähnliche  Betrachtungen  knüpfen  sich  an  die  Function 
sin  (fl  arcsin  x) ; diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Reihe 
fiarcsin.x  p* (arcsin  x)3  , f Ls(arcsinx)s 

1.2.3  ^ 172.3.4.5  _ ' ’ 

verwandelt  werden,  welche  nach  Entwickelung  der  Potenzen  von 
arcsin  x in  eine  Doppelreihe  übergeht.  Letztere  genügt  den  Bedin- 
gungen, unter  denen  die  Anordnung  nach  Verticalcolonnen  erlaubt 
ist,  und  so  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 
9)  sin ({i  arcsin x)  = (ix  — A3xa  Abxs  — 

— 1 ^ ^ + i; 

—1 

durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von  (1 — xr)  a folgt  noch 
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sin  (ft  arcsin  x)  _ ■ , T.  . 

— v‘  ^ — px  — Bax3  -f  jSjX*  — • • 


10) 


• . 


V l — *» 

< - 1 < *.<  + 1.  4 
Um  nun  die  Coefficienten  zu  bestimmen,  differepziren  wir  die 
Gleichung  7)  und  erhalten  • 

...  u sin (u  arcsin x)  , „ , „ . 

11)  — _ — , — _ — = 2A-2  x — 4 A4  x3  4"  üAa 

Vl-z* 

die  Befugiiiss  zu  dieser  Differentiation  liegt  dann,  dass  sowohl  die 
ursprüngliche  als  die  abgeleitete  Reihe  11),,  welche  leteteye  mit 
Nro.  10)  übereinstimmen  muss,  zwischen  — 1 und  f-  1 convergirt. 
\V"ir  multipliciren  ferner  die  Gleichung  1 1)  mit  ^ 1 — x‘J  und  diffe- 
renziren  noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

(i- cos  (fi  arcsin  x) 


Vl—x1 

= (1.2^2  — 3.4vl4;z*  + 5.64;x‘.— 
— (2 A-,x  — AA4X3  + 646z‘  - 


) Vl  — x"- 

X 


‘) 


V 1 — x * 

oder  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  1 — *»  und  gehöriger 
Zusammenziehung  ‘ , 

12)  (i*  cos(f*  arcsin  x) 

— 1.2  Ai  3.4 A4X3  + 5.6 Aex*  — 7.8 A6xe  + • • • 

— 2 3 Ai  x » + 4 3 A4  x * — 6*  A*  x6  + ■ '•  • 
Diese  Entwickelung  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)  sein; 
Bubstituirt  man  in  Nro.  12)  für  cos  (ft  arcsin  x)  die  ursprüngliche  Reihe 
und  schafft  die  zweite  Reihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  hat 
man 

ft*— (ft*— 2*),4aa:*  + (ft*— 4 ^Aax*  — (ft*  — 6 J)d(i«  + • • • 
= 1.24j  — 3.4A4x3  + 5.6A*4  — 7.8  Asx*  -f  • • • 

mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 

, _ f*1  , _ , ft* -2*  ft»(ft»-2») 

A*  1.2’  **  Al  3.4  ~ 1.2. 3. 4’ 


= 


ft»  — 4*  _ ft»(ft*  — 2»)  (ft*  —4*) 


, etc. 


5.6  1,2.3. 4-5.6 

Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7) 

13)  cos  (ft  arcsin  x) 

üL*.  + - ^(g!,-2»)_(ft»-4^  , 

1.2  A-  | . 2 . 3 . 4 1.2.  ...6  ' ' 

— 1 < x < + 1, 
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und  nach  Nro.  11) 
14) 


sin  (ft  arcsin  x) 

V 1 — «*■ ' 


) • 


T 


/HP*  — 2*)  4 f*(f*J  — 22)  (ft2  45) 
- a;4*  -J-  — 


1.2.3  ~ 1 1.2.. .5 

- 1 < * < + 1. 

Die  Coefficienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
men sich  durch  eine  sehr  ähnliche  Rechnung.  Man  differenzirt  zu- 
nächst die  Gleichung  9)  und  erhält 
ft  cos (fi  arcsin  x)  _ 


15) 


VT 


■ = ft  — 3A3x*  4-  SA*,!* 


was  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss;  man  multiplicirt  ferner  mit 
V 1 — %*,  differenzirt  und  multiplicirt  wieder  mit  y 1 — x- ; dies 
giebt 

ft2  sin  (ft  arcsin  x) 

= 2.3^3z  — 4.5^sx3  -f  6.7A7X5 • 

+ (ix  — 32j43a:3  --t-  5*.tlj*5  — 

Substituirt  man  für  sin  (ft  arcsin  x)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
und  vergleicht  dann  die  beiderseitigen  Coefficienten,  so  gelangt  man 
zur  Kenntniss  von  ^3,  A$  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 
16)  sin  (ft  arcsin  x) 


-.-x- 


+ KP\-  w 


mx3 

1.2.3  1 1.2. 3. 4. 5 


— 1 < x < + 1; 

endlich  giebt  die  Gleichung  15) 

cos  (ft  arcsin  x) 


17) 


= x _ + Q»*-1 


1.2 


Vl  — X2 
- 1*)  (1 
1.2. 3.4 


— 1 <*<  + 1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
17)  eine  goniometrische  Form,  indem  man  arcsin x = u,  mithin  x 
— sinu  setzt;  dem  Intervalle  x = — 1 bis  ® = -(-  1 entspricht 
dann  das  Intervall  u = — \ n bis  u = + | zr,  und  unter  der  ge- 
meinschaftlichen Bedingung 

gelten  bei  jedem  ft  folgende  vier  Gleichungen: 
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18)  cos  (i7t  = l — sin?u  -j-  f~.  vf~_  _ sin*  u 


pW -2*)^ 
1.2. 3. 4 


Hs^-22)  (^-42)  . „ , 

rTTTTe “ * 


SM(J«  fi  . p(p1  f-  2*)  . „ 

19)  = — smu  — P — sjm’m 

cos  u .1  1.2.3 


^ 1.2... 5 


20)  M (U»  = - sin  « — — 

r 1 1.2.3 

p(p'-l*)  »8~3»)., 


+ 


1 .2. 3. 4. 5 


sin6  u — 


21) 


cosjt«  , j*3  — 1*  . . , ö»*—  1»)  (fis  — 3»)  . , 

— — = 1 — , ■ sin1 « + — — , ’ '•  , -sin*u 

cosu  1.2  ' 1.2. 3. 4 


Dabei  ist  nur  zu  merken,  dass  die  Formeln  18)  und  20)  auch 
für  « = + jjr  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  übrigen 
ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Nimmt  man  für  p eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  und. 
19)  vorkommenden  Reihen  ab,  d.  h.  sie  werden  zu  endlichen  Reihen, 
deren  erste  aus  A ft  -|—  1 , und  deren  zweite  aus  j p Gliedern  besteht. 
Man  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen,  dass  jene  Glei- 
chungen für  alle  u bestehen.  Ist  nämlich  k irgend  eine  ganze  Zahl, 
v ein  Bogen  des  ersten  Quadranten,  und  bezeichnet  <p(u)  die  Summe 
der  Reihe,  so  hat  man,  weil  sin  (k  n — v)  = 4;  sin  v, 

(p(kn  — v)  — cp(v)  = cos  p v = cosp(kn  — v) 
oder  fp(w)  = cospw,  wo  w = kit  — v jeden  beliebigen  Bogen  vor- 
stellen kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  Formel  19). 
Nicht  minder  leicht  ist  'einzusehen,  dass  bei  ungeraden  p die  Glei- 
chungen 20)  und  21)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  man 
auf  dieselben  Resultate,  welche  bereits  am  Ende  von  §.  7 angedeutet 
wurden. 


§•  49. 

Die  unendlichen  Producte  für  Sinus  und  Cosinus. 

Wenn  die  ganzo  rationale  algebraische  Function  nten  Grades 
1)  /(*)  = Oo  + aix  + <*2**  + • • • + «»*" 

für  n specielle  Werthe  von  ,-r,  nämlich  für  x = xt,  xt,  . . . x„  ver- 
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schwindet,“  so  lässt  sich  dieselbo  auch,  in  die  Form  des  Productes 

2)  /(*)  — a„(x~  Xi)  (x  — x?)...  (**-  »,) 
bringen,  wie  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  bekannt  ist. 

Dieser  allgemeine  Satz  kann  auf  die  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen angewendet  werden  und  führt  dann  zu  vier  netten  Fonnein, 
von  denen  wir  wenigstens  eine  entwickeln  wollen.  Unter  der  Vor- 
aussetzung eines  ungeraden  fi  und  für  sinu  = x ist  nach  Nro.  20) 

3)  s’n  P u 

fi  sin  u 

= 1 - A3x*  + AiX* b (-  ljs^-^A^x*-1, 

und  da  rechter  Hand  eine  ganze  Function  (fi  — l)ten  Grades  vor- 
kommt, so  hat  man  auch 

sin  au 

4)  . — i — 

fi  sin  2i 

— (_  l)a<> ~ ( x — z,)  (x  — x2) (x  — x^_  j), 

wobei  Xi,  x?,  . . . x„ _ x ' diejenigen  fl — 1 speciellen  Werthe  von  x 
bezeichnen,  für  welche  die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  verscltwin- 
det.  Setzt  man  u = 0,  so  wird  auch  x = 0 und  die  Gleichung  4) 
geht  über  in 

1 = (—  l)ä(^~1).4jU  (—  a?i)  (—  «5)  .... 
damit  dividiren  wir  in  Nro.  4)  und  erhalten 

sin  (i  u 
fi  sin  u 

Sowie  nun  x den  Sinus  von  w bedeutete,  so  lassen  sich  auch  xt, 

x-j,  . . . x^_i  als  die  Sinus  gewisser  Bögen  ut , Uj , . . . uu , an- 

sehen,  und  daher  ist 

. sinfiu 

5)  : . 

fi  sin  u 

sin  i 


/ sinu  i / sinu  \ / sinu  \ 

\ sin Uy/  V sinu-iJ  V sinuM_lJ 


sin  «!  / \ stnuij 
Hier  sind  u,,  Uj,  . . '.  diejenigen  Specialwerthe  von  w,  für  wel- 

che die  rechte  Seite  der  Gleichung  3)  und  folglich  auch  deren  linke 
Seite  verschwindet;  die  l^ztere  Bemerkung  führt  augenblicklich  zur 
Kenntniss  jener  Bögen,  denn  die  linke  Seite  verschwindet,  wenn 
sinfiu  — 0 wird,  d.  h.  wenn  u einen  der  folgenden  fi  — 1 Werthe 
erhält : 
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+'^;+ 

lei 

2n 

» 

d* 

js. 

, Hp—  D.rf 

V 

P 

rr 

2n 

3n 

|(p—  1)  Jt 

T' 

#*  ’ 

’ » 

P 

Nach  Substitution  derselbe^  kann  man  in  Nro.  5)  je  zwei  Facto- 
ren  zusanunenziebcn  und  zur  Abkürzung 

= m 

setzen;  dies  giebt 


sin  ft  u 
fi  sin  u 


oder  auch,  wenn  fiu  — e und  folglich  w = — genommen  wird, 


Lässt  man  die  ungerade  Zahl  fi  in’s  Unendliche  wachsen,  so 

siti  z 

convergirt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gegen  dio  Grenze , 

z 

\ 

während  das  rechts  verzcichnete , aus  m = \{fi — 1)  Factoren  be- 
stehende Product  zu  einem  unendlichen  Producte  wird.  Man  ersieht 
hieraus  die  Möglichkeit,  sine  in  Form  eines  unendlichen  Productes 
darzustellen;  die  Ausführung  dieses  Gedankens  bedarf  aber  einer 
genaueren  Discussion  des  Productes  in  Nro.  6). 

Wir  bezeichnen  mit  k eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  nt 
und  zerlegen  das  genannte  Product  in  zwei  Theile,  nämlich 


7)  sin  e — fisin- 


1 — 


/ ■ 8 
/ sin  — 


1 — 


f* 


sm  - 


kn 


P, 


8)  P = 1 
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« 

* * » 

dabei  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  zunächst  auf  das  aus  m — k 
Factoren  bestehende  Ergänzungsproduct  P,  welches  unter  der  kurzen, 
von  selbst  verständlichen  Form 

9)  P = (i  - q,)  (i  - <20  . . . (i  - <2m_0 

dargestellt  werden  möge. 

In  den  Nennern  der  mit  Qi,  Q3  etc.  bezeichneten  Brüche  kom- 
men der  Reihe,  nach  die  Bögen  vor 

(k  -j-'  1) 7C  ( k -|-  2) n mit  mit 

(i  ’ ft  ’ ft  2 m + 1 ’ 

die  sämmtlich  kleiner  als  1 7t  sind;  in  den  Zählern  findet  sich  immer 

% 

z t p 

der  Bogen  — , welcher  kleiner  als  die  eben  genannten  Bögen  ist,  so- 

f4 

bald  z (k  4-  1)  3t  vorausgesetzt  wird.  Da  im  ersten  Quadranten 
dem  grösseren  Bogen  der  grössere  Sinus  entspricht,  so  sind  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  Qi,  Qt  etc.  positive  echte  Brüche,  mit- 
hin ist  auch 


(i  - <20  (i  - <20  ...  (i  - <2„,_0  < l 

d.  h. 

10)  p < 1. 

Um  einen  Ausdruck  zu  erhalten,  der  kleiner  als  P ist,  benutzen 
wir  den  leicht  erweisbaren  Satz,  dass  jedeB  Product  von  der  Form 
(1  — Qi)  (1  — Qj)  . . . mehr  als  die  Differenz  1 — (Q,  4*  Qi  -(-••■) 
beträgt,  sobald  Qj,  Q2  etc.  positive  echte  Brüche  sind*);  es  ist  daher 

11)  P > 1 — (Qi  4"  Qi  4"  • 1 • 4"  Qin-t)- 

Diese  Ungleichung  wird  einfacher,  wenn  man  die  Bemerkung 

sin£ 


hinzubringt,  dass  die  Function 


innerhalb  des  Intorvalles  £ = 0 


bis  | = |sr  fortwährend  abnimmt,  wie  man  aus  dem  negativen  Vor- 
zeichen des  Differentialquotienten  leicht  ersieht.  Man  hat  demgemäss 
für  jeden  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bogen  £ 


sin  £ ^ sin ; 

hn 


oder 


sin  £ 2 £ 


mithin,  wenn  £ = — gesetzt  und  quadrirt  wird, 

f4 


*)  Es  ist  nämlich  bei  positiven  echt  gebrochenen  Qj,  Qa,  Q3  etc. 

(l  — Qi)  (i  — Qi)  — i -(Qi  + QO-f  QiQ%>  i — (Qi4-Q3); 

daraus  folgt  durch  Multiplication  mit  1 — Q3 

. (1  — Qi)  (1  — Qa)  (1  ~ Qs) 

> i — (Qi+  Qi+Qs)  + (Qi  + Qa)  Qs  > i — (Qi  + Qa 4* Qa) 

U.  8.  W. 
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_1-.  < -ül  < ±L(-L.  _ _LV 

( . hn\*  " 4 h*  ^ 4 V/»— l h) 

Diese  Ungleichung  multipliciren  wir  mit  der  folgenden 

. ( ■ g V^- 

* ,1s?»  — 1 <T  — 

\ ft  / ^ fi1 


und  erhalten 


sin  - 


\ sin  - 


hn 


< 


_ j_y 

4 \/t  — 1 h J 


/ 


Setzen  wir  h = k -(-  1,  k -f-  2,  . . m,  so  kommen  linker  Hand 
die  mit  Qt,  Q2,  . . . Qm~  t bezeichneten  Quotienten  zum  Vorschein, 
und  durch  Addition  aller  Ungleichungen  ergiebt  sich 


4?i  + &+••■  + Qm-t  < -j- 
hieraus  folgt  noch 

1 - (Qi  + Q,  + • • • + Q 

und  um  so  mehr  nach  Nro.  11) 

I 

12)  i>>  1 


V k m ) 


4k 


-*>  > 1 ~ 4* 


gt 

4 J 


Die  Zusammenstellung  der  Ungleichungen  10)  und  12)  zeigt,  dass 


P = 1 — 


QZ 3 

u 


gesetzt  werden  darf,  wo  p einen  nicht  näher  bekannten  positiven 
echten  Bruch  vorstellt;  die  Gleichung  7)  wird  daher  zur  folgenden 


13)  sin  z — u sin  — 

ft1 


f sin  - 


1- 


st«  - 


* 


/ sin  ■ 


1-1 


sin  - 


kn 


('-£> 


Der  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  ft  bietet 
nun  keine  Schwierigkeit  mehr,  wenn  man  sich  dabei  k als  constante 
Zahl  denkt;  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen 

z 

. . sin  — 

/ g \ uz 

Lim  ( ft  sin  — ) = z,  Lim — — 

\ ft  / . « « 

sin  — 
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für  Sinus  und  Cosinus, 
erhält  man  nämlich  aus  Nro.  13)  die  Formel 

u)  *.  = . (i  - ji;)  (>  - ~wh)  (l - &)■ 

welche  nur  an  die  Bedingung 

— (fc  4-  1)  » <C  « < + (k  1)  n 
gebunden  ist.  Statt  der  Gleichung  14)  kann  man  schreiben 

"»r^—O-raK-iSO-O-Ä)- 


1 4k 

und  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  k als  unendlich 
wachsend  gedacht  wird,  so  convergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 
die  Einheit,  wofern  e irgend  einen  endlichen  Werth  behält;  das  end- 
liche Product  wird  zu  einem  unendlichen,  und  so  ergiebt  sich  die 
für  jedes  endliche  e gültige  Formel 


16) 


sine 


= Ä)-‘ 


ln  dem  speciellen  Falle  s — \ ft  erhält  man  hieraus 

n 133.55.7 

— 2 ' 23  ' 42  ' 6* 

oder  umgekehrt  ^ 

it  2 2 4 4 6 6 

2 — 1 3 3 ' ~5  5~  ' 7 


Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 
§.  48  vorgenommen  werden , doch  gelangt  man  zum  Endresultate 
kürzer  auf  folgendem  Wege.  In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  k 
durch  die  gerade  Zahl  2k,  das  andere  Mal  e durch  \e  und  haben 
dann  die  beiden  Gleichungen 


Sin  e 


1 — 


gi  z1 

8k 


-*(>-ra)(>-ra)(>-i& 

sin\e 


16  k 


!• * (‘ - iH?)  (‘  ~ Ä)  (> - eQ  - ’ - ('■ - <?&*)• ■ 
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worin  p,  und  (J>  positive  echte  Brüche  sind.  Die  erste  Gleichung 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  der  zweiten  und  erhalten 

17) 


i - 

16  k ' 


Pi  ** 
8k  I 


= (i-JL)  . . . (\ t ) 

\ 1*®*/  \ 3**V\  59®V  V (2  A:  — l)2  jrv  ’ 

welche  Formel  das  Correlat  zu  Nro.  15)  bildet.  Für  unendlich  wer- 
dende k geht  diese  Gleichung  über  in  . 

18)  cosl * = (l— g^i) 


cos  1 e 

auch  ist  noch,  wenn  z durch  2 z ersetzt  wird, 

19)  «»*  = (l-^)(l-^)(l-^)--". 

wobei  z jeden  beliebigen  Bogen  von  endlicher  Grösse  bedeuten  darf. 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  gehtunmittelbar  hervor,  dass 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von  un- 
endlichen Producten  dargestellt  werden  können. 


§.  50. 

Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  etc. 

Es  liegt  sehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  vorigen 
Paragraphen  die  Logarithmen  zu  nehmen,  um  wieder  auf  unendliche 
Reihen  zu  kommen;  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  lassen 
sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  quadrirt,  be- 
vor inan  zu  den  Logarithmen  übergeht.  Dies  giebt  folgende  Re- 
sultate 


1)  ,<»'»’*>  = ne>  + ■[(I-ilk)1 +'[('- 2^)1 


+ ' 


2)  l^os^z)  = l 


daraus  erhält  man  ferner  durch  Differentiation,  welche  nach  §.  42 
erlaubt  ist, 

12 z 2z  2z 


3)  cot z 


z (1  .t)'-’  — z'2  (2  Jty—z1  (3®)5  — 
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2^  o g 2 z 

4)  + + 

oikr  auoh,  wenn  \z  für  e gesetzt  wird, 

„\  . , 4*  . 4«  . 4« 

5)  (U»-^  + (8»)*  — g1  + (5g)1  — e*  + ~ ' 

Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  man  linker  Hand 

die  Formel  cot  z -f-  tari  \z  ==  esc  z benutzt,  so  findet  sich 

1 2z  2 z 2z 

6)  esez  = — + (1ä)4_^»  “ (2a)*—  e*  + (3a)*  — «* 

Um  noch  eine  Reihe  für  sec  z zu  erhalten,  bringen  wir  die  Glei- 
chung 6)  auf  die  Form 


esc  z = (- 

z 


71  + *■ 


' 2 :r  — £ 2;r  + £ 

, i_i 


(3  71  — Z 3 Tl+Z^ 

und  lassen  Ja  — z an  die  Stelle  von  z treten;  durch  Vereinigung  der 
einander  entsprechenden  Brüche  folgt  dann 

^ a 3 a 5 a 

SCC ~ (Ja)* — z‘l  (Ja)* — z-  ' (Ja)* — «* 

Die  unendlichen  Reihen,  welche  in  den  bisherigen  Gleichungen 
Vorkommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,  wodurch  sie  wieder 
zu  Potenzenreihen  werden.  Beschränkt  man  nämlich  in  Formel  1) 

die  Variabele  z auf  das  Intervall  — a bis  -1-  a,  so  sind  — , -ß-,  — 

^ a 2a  3a 

etc.  echte  Brüche ; dann  ist  ferner 

gnd  hier  lassen  sich  rechter  Hand  alle  Logarithmen  mittelst  der 
Formel 

1(1  — x)  — — x — \xi  — \x*  — • • • • , 


- 1 <*<  + 1 


entwickeln;  dies  giebt 

»(T)  — 


«*  j «4 

l*a*  *l4a4 

«*  , *4 

2*a*  *24a4 


s 16jr« 

ii£_ 
3 2°a6 


i_f!_ 

8 34a4  3 3“  a° 
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Die  vorstehende  Doppelreihe  genügt  den  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Anordnung  nach  Verticalcolonnen  erlaubt  ist,  folglich 
hat  man  auch 


Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  Horizontal- 
reihen mit  S, , St,  Sß  etc.,  so  dass  überhaupt 

8)  Sm  = TT-  + -7TT  + -=r - + * * • • 


ist,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

,( sine\  _ , S*rs  t S4e*  , Stiec 

\ ü / ” 1 -st*  s 7t*  3"jr« 

— 7t  <C  * <T  + 7t. 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  kann  mit  der  Gleichung  2) 
vorgenommen  werden,  sobald  e innerhalb  des  Intervalles  — \it  bis 
4 - \ 7t  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 

10)  Tm  = — + — + + 

erhält  man 

n)  ,cos*  = _,£12k£!_4ü 


71'* 


JT4 


3l6 


— I«  < * < 4-  \*- 


Die  hier  vorkommendeu  Summen  T3,  Tt,  T&  etc.  lassen  sich 
wieder  durch  Sj,  S4,  Sc  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist  nämlich 

_L  e __L 

2m  m 2m 

und  wenn  man  dies  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 


4-  — 4-  — _|_ 
1 4m  6m 


2m  — 1 1 
C A 1 

Om  m |m  ' 


1 


+ 


4-  • • • = Tn 


3m  ' 5" 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 
12)  Icosz 

_ i(2a-l)S^  _ , (2«-l)S,g«  , (26 — 1)  S6g6 

1 jr*  3 7t*  8 7te 

— I”  < S < + \7t. 
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Die  Formeln  3)  und  4)  lassen  siel»  analog  behandeln,  wobei  man 
die  für  — k n <y  g kn  geltende  Reihenentwickelung 

z '.-•«<  i • 


{k  ir)2  — z'1  (kn)- 


-(£)' 


+ 


. (kn)?  ' (kn)*  ' (kn)6 

zu  benutzen  halt;  das  Endresultat  findet  sich  aber  rascher  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  9)  und  12),  nämlich 

13) 

z n*  n*  n6 

— a.<  e < '+  n-, 

n‘  n* 

• • ‘ , 2(2«- Qfl«*  , ' 

T 'jrC  ' * ' ' * 

' •—  J*  < e < +i?-( 

' ErWzt  man  in  der  letzten  Gleichung  e durch.  J z und  addirtdie 
entstehende  Gleichung  zur  vorhergehenden,  so  erhält  man  noch- 
1 (21 

15)  csce  = — -( — ^ — 

e . n1 


1)«.*  ^ (2»- 1)8,*» 
T- 2^n*  ~ 


.(2*-l).**» 

1 , / , + , Vfc>«  * +••*•* 

, — ft  < e < + n , 

wie  sich  auch  durch  Transformation  von  Nro.  6)  finden  würde. 

Um  endlich  eine  Potenzreihe  für  sccz  zu  gewinnen,  beschränken 
wir  in  Nro.  t)  die  Vaiiabele  z auf  das  Intervall  — \ n bis  -J-  |» 
und  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 
4 ' 1 > ' ' * 


nn 


(!»»)*  — **  nn  ^ /2g) 

• . \n  %} 

— — j i + (— y + (—)*+ 

i\n  ( \nnj  \nn/ 


Um  = 


Indem  wir  zur  Abkürzung 

1 1 

1“  3m 

setzen,  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

ScJilömilch,  Analysis  I. 


16) 


+ J L + 

6m  r 7W  1 


IG 


Digitized  by  Google 


242  Cap.  VII.  §.  50.  Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  etc. 


17) 


sec  g — 1 -1- 

x 


2’U,  J 2*U3z*  . 2« 


+ 


+ 


— 3*  < * < + S*- 


An  die  Gleichungen  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  werth- 
volle Bemerkung.  Die  Tangentenreihe  muss-  nämlich  gleichfalls  zum 
Vorschein  kommen,  wenn  man  das  Theorem  von  Mac-Leurin  un- 
mittelbar auf  die  Function  /(*)  '=  tun  z anwendet;  es  ist  daher  t 
innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 


1 . 2 

und  zwar  bezeichnet  hier  (D*  tanz),]  den  speciellen  Zahlwerth,  wel- 
chen der  k te  Differentialquoinent'  von  tanz  für  z — 0 erlangt.  Der 
Vergleich  mit  Nro.'-14)  zeigt  erstens,  dass  bei  geraden  k jederzeit 
(D*tanz) 0 = 0 ist,  wie  mah  auch  auf  anderem  Wege  leicht 'findet, 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  k die  Relation 


18) 


(Z)* tan  z) o 2(2*  + 1 — l)Ft  + 1 


1.2.3 


ji*  + * 


J 


besteht.  Um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir  die 
Formel  4)  in  §.  14  für  x = 0 und  setzen  zur  Abkürzung 
’(!>*  tan  z)0  — xk,  (Je  ungerade); 
wir  haben  dann  bei  ungeraden  w 

19)  r»  — (n) j*,Ai  4-  (n)4tn-4  — • • • = ttn|nar,  ' . 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  ti  , r3 , r5  etc.,  wenn  succes- 
siv  » = 1,  3,  5 etc.  genommen  wird.  Man  hat  nun  einerseits  ' 

*5 


20) 


tanz  = --z  +.  ; r3  +• 

1 1 . J . .T  1 .6 

— {*'<  *<,  + j* 


-z>  + 


ferner  nach  Nro.  18),  wobei  zu  grösserer  Deutlichkeit  k 
sein  möge, 

*3P-i  . 


2 J)  -r*  1 


21) 


Sip  = 


2(23r  — 1)  . 1 . 2 ...  (2p  — 1) 


Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dass  f8,  r8,  z6  etc.  ganze  ra- 
tionale Zahlen  sind,  und  zwar  - ' 


r,  = 1,  r8  = 2,  r5  = 16  etc.; 
betrachtet  man  sie  als  bekannt,  so  zeigt  die  Formel  21),  wie  mit 
ihrer  Hülfe  die  Summen  Sj,  S4,  S8  etc.  gefunden  werden  können,  z.  B. 
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± 4.  _i_  ji  J_  4: . . . — jeL 

• . - . 1*.  r 2*  T 3*  ^ 6 ’ 


1 

l7 


-L'  * _L  * _L_  ...  — ?r*.- 

^ 2»  ' a<  ' an  ’ 


90 

nP 


_L  , J_  , JL  4.  - = 

16  ~r  . 2e  "r  36  "r  945  ’ 


Was  zweitens  die  Gleichung  17)  anbelnngt,  so  ist  zunächst  klar, 
dass  dieselbe  innerhalb  des  angegebenen  Intervalles  'mit  der  Ent- 
wickelung 

. . (DseczX  . {D-secz\ 

sec  z ■=  } 4 ^ — j- 7 - m + - i~~2~z  +•••• 

Ubereinstiminen  muss;  demnach  hat  man  für  ungerade  k 
(D*  sec  r)0  = 0 

und  für  gerade  k 

(P*  sec  z)<\  _ 2 + 1 _ 

1.2.3'.../;  . Sr*'*'1 

Zur  Abkürzung  sei 

(D*  sec r)o  = r* , (k  gerade); 

die  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  für  x = und  bei  geraden  n 
23)  . rn  — (»),!„_,  -f  (n)4r„-4  — ••••  = 0, 

woraus  mäh  r2,  t4,  »6  etc.  erhält,  wenn,  man  der  Reihe  nach  n = 2, 
4,  6 etc.  nimmt.  Es  ist  nun  einerseits 

• • ‘ . ■ . t 

r2  _«  • i T4 . 


22) 


•21) 


secz  =14-  — -f—  r*  4-  - 

t1.2  ^1  . 2 .3  . 4 


**+• 


— \n  <«'<'4-  \n, 
andererseits  nach  Formel  22)  für  k ~ 2p 

25^  u*p+i  — ^JvTiY7YT7Tj2py 

mithin  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

»2  = 1,  »4  = 5,  »g  = 61  etc. 

zur  Bestimmung  der  Summen  Ö) , U3 , etc.  dienen ; so  ist  z.  B. 

_1 1 

13  33  ' 58  32 


Schreibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  sin \mt  statt  0,  was 
bei  geraden  « richtig  ist,  so  erhält  man  dieselbe  Gleichung,  welche 


16* 
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in  Nro.  19)  fiir  ungerade  n verzeichnet  ist;  demnach  sind  die  Tangen- 
tencoefficienten  nach  derselben  Regel  gebildet  wie  die  Secantencoef- 
ficienten.  Aus  der  Bemerkung,  dass 

sec  e + tan  e — tan  (J  jr  -f-  | z) 

ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  tan  (J  n + \a)  = 1 + -S-*  + -f 

' ' — £*.<  e < + §*. 

worin  alle  mit  t bezeichneten  Coefficienten  Vorkommen.  , 


Die  Reihen  fiir  Cotangente,  Tangente  und  Cosccante  stellt  man 
häufig  unter  einer  etwas  andere»  Form  dar,  mit  deren  Angabe  wir 
diese  Untersuchungen  beschlossen  Wollen.  Nach  Formel  18)  ist 
nämlich 


, ,,  , S2x>  8tx* 

lxcotlx= 


dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac-Laurln  liefern 

B,  x"1  . B3x* 


27)  \x  cot\x  1 


1.2  1 . 2 ; 3 . 4 

— 2 jr  < ai  < -f-  2'», 


wobei 


BiP-i  — — [1)^  (\x  cot  Jx)]o 

gesetzt  wurde.  Aus  Gründen,  die  sich  später  ergeben  werden,  hat 
man  die  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coefficienten  2?],  J?3,  Bh  etc. 
mit  dem  Namen  der  Bernoulli’schen  Zahlen  belegt;  es  ist  daher 

. &ip B-Jp—l 


2‘P~ x4t‘P  “ ’ 1 . 2 . 8. . . (2p) 


oder 

28) 


S, 


äp 


1.  2.3'.  ..(2p)’- 
und  nach  den  Formeln  13),  14),  15) 

, 1 22  By  2 *B3 

’ e 1-2  1.2.  3.  4 

2 


1 . 2 ...  6 
» < * < -f  5r; 
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30) 


gt  1.2  ^ 1 . 2 . 3. 4 


+ 


26(2®—  1 )Bb 
1 . 2 ...  6 
— \n  < * < + 


s5  + 


0,,  1 , 2(2«—  I) J9,  , 2(2®— 1)5,  , 

.1)  «.  = T + '«  + i . 2 . 3 . 4 gJ 

' »(»■-QJ,.,-  ... 

^ 1 . 2 ...  6 T 

f * . V • 

n ■<  g •<  -f-  *• 

Ein  Mittel  zur-  Berechnung  der  Ber n oul li’schen  Zahlen  erhält 
man  durch  Vergleichung  der  Formeln  21)  und  28);-es  folgt  nämlich 


36) 


Bip—i  — 


PTtp—  i 


tp~l  — 22i>_i  (2?p  r)  \ 
mithin  können  die  Bernoulli’schen  ' Zahlen  aus  den  Tangenten- 
coefficienten  hergeleitet  werden,  z.  B. 

t,  _Jl  n _ _L  Ä _JL  R _ J_  r _ JL 

1 6 ’ ^ 30  ■’  42 " ' 7 30  1 9 66  ’ 


r e»1  R _ ]_  R 

M 2730  ' 13  6 ’ n 


3617 


>'  By 


43867 


etc. 


510  798 

Anfangs  fallen  diese  Wei-the,  von  B,,  an  steigen- sie  wieder,  und  da 
naeh  Nro.  28  bei  unendlich  wachsenden  p 


B2 


Lim  lp* 1 ==  Lim  \ 

B 2p  — 1 ( 


i(2 p 4~  1)(2 p 4-  2)  S2p  + i) 


4 JT» 


&. 


= «o.l 


ist,- so  nehmen  die  Bernoulli’schen  Zahlen  schliesslich  rascher  zu 
als  irgend  eine  geometrische  Progression. 


§.  51...  ‘ ' 

Reihenentwickelungen  für  Functionen  mehrerer 
Variabelen. 


Da  nach  dem  Tavlor’schen  Satze  f(x  -(-  h)  in  eine  nach  Poten- 
zen von  h fortschreitende  Keihe  verwandelter  ist,  so  lässt  sich  der 
Analogie  nach  erwartet),  dass  bei  zwei  Variabelen  x und  y die  ge- 
änderte Function  F(x  h,  y -J-  k)  nach  Potenzen  von  h und  k ent- 
wickelbar sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
folgenden  Kunstgriffs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
specielle  Werrth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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1)  # . /(<)  = Ffr  + ht,  y + kt) 

für  t = 1 annimmt;  als  Function  von  t betrachtet  4 lässt  sich  f{() 

nach  der  M ac-Laurin 'sehen  Formel 


/(0=/(  0)  + + 


+ 


1 .2 


■ t’ 


+ n» 


1.2. 3 — 1) 

in  eine  Reihe  umsetzen  und  hieraus  muss  für  t = 1 die  gesuchte  Ent- 
wickelung'von  F(x  -f-  h , ty  -f-  k)  hervorgehen.  Durch  succts-ive 
Differentiation  der  Gleichung  1)  erhält  man  die  Formeln 

a F ' 0F 

" + 


AO  = 

/"(<>  = 


0(x  -f-  Af)- 

d*F 


d(y  + kt) 


k, 


[0(x-f  ^ 20(*;f  ’ [0(jr+*<XI* 

u.  s.  w. 

von  deren  Richtigkeit  män  sich  Reicht  überzeugt,  wenn  man  F zuerst 
als  Function  zweier  Variahelen  £ und  rj  behandelt,  welche  mit  t 
durch  die  Gleichungen  £ = x h t und  rj  — y y kt  verbunden 
sind.  Für  t = Oryird 

/(0)  = F(x,y),  ... 

A<>)=~- |?-Ä  + 4^*- 


02F 


+ ; 


0’F 


F*5- 


0X 


«>*/ 


/"(o)  = 4^4  >*s  + 2."«  + 44V. 


0X2 


dx  dy 

u.  s.  w., 

überhaupt  stimmt  /(ra,(0)  mit  dem  vollständigen  mten  Differential 
von  .F(x,  y)  überein,  wenn  man  sich  in  demselben  -0x  durch  h,  und 
dy  durch  k ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  geschrieben 
ist  also 

«•>=(B‘+r,*)v'’  ...  . . 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelung 

2)  F(x  + ht,y  + kt)  = F(x,y)+Q^h  + ±ky~t  . 


+ 


+(hK+hh)'f£F 

r 


(77— h -\--%—k 

\cx  dy 


1 0»~i F 


1.2. 

+ K„, 


(«  — 1) 


1 
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wobei  noch  der  Rest 

Itn  W 


-/Wffl-f),  0 ■<».<!, 


1.2.3....»-' 

durch  F auszudrücken  ist.  J)ie  Vergleichung  von  f'(t)  und  / (0) , 
f"(t)  und  /"( 0)  etc.  lehrt  nun,  dass  J (n>(t)  als  Dasjenige  betrachtet 
werden  kann,  was  aus  y(*)(0)  wird,  wenn  x^-\-  ht  für  x,  und  y -j-  kt 
für  y eintreten;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

3)  Fn(x-,  y,  h,  k)  = Q^h  -f  ±kj  d"F, 

bo  ist  1 

= Fn(x  -f"  hf , y kt , h,  k), 
mithin,  wenn  fl- 1 an  die  Stalle  von  t gesetzt  wird, 

„ t*Fn(x  ftht,  y 4"  fl-fcf,  h,  k) 

4)  A = . . i.2.ß..-.-»:~~  . 

. . V * ’ ' • 

Für  t = 1 hat  man  schliesslich  folgende  Entwickelung 

. Fi  (x,  y,  h',  k)  , • Ft(x,y,h,k ) 

5)  F(sr  + h,  y + k)  = F(x, y)  +-LL-^ ' + '^2 + " ' 

Fn-i(x,y,h,k)  • 


■ + 

+ 


1 .2.3...(«  — 1) 

Fn(x+-9h,y  + »k,h,k)_ 

1.2.3...» 


diese  gilt  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die  F unctionen  F,  1 i 
Fj,  . . . F„  Btetig  und  endlioh  bleiben,  während  x bis  x + h und  y 
bis  y -f-  k Zunimmt. 

Setzt  män  nach  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen x = 0,  y = Q und  schreibt  dann  x und  y für  h und  k, 
so  erhält. man  die  Entwickelung  von  F(x,y ) nach  Potenzen  von 
x-  und  y.  ' 

' Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Variabelen 
und  sind  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
leiten, dass,  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 


: • ' ' ' ■ §.52. 

Das  Unendliehkloine. 

’ ln  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
telst der  Differentialquotienten  einer  Function  für  letztere  eine  Reihe 
zu  finden;  cs  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Reihenentwickclung, 


i 
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wenn  sie  schou  bekannt  ist,  zur  Ableitung  der  Differentialquotienten 
dienen.  Gesetzt  z.  B.,  man  habe  durch  irgend  welche  Mittel  für 
fix  -j-  h)  folgende  Reihe  gefunden 

1)  /(*  + ’*)  = X»  + Xih  -f  XiW  4-  ; • ••+  Z.-i*“-1  + Q«hn > 

wo  2<0,  Xif-Xn— 1 bekannte  Functionen  von  <r  und  Qn  h"  den  gleich- 
falls bekannten1  Rest  bedeuten,  so  ist  erstens  für  h = 0 

2)  /(*)  = Xo- 

Diese  Gleichung  werde  von  Is'ro.  1)  abgezogen  und  der  Unterschied 
mit  h dividirtg  dies  giebt 


3) 


f{x  -f  h)  — f{x) 


= Zi  + h + Q-h* 


und  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

4)  /*(*)  = Zi- 

Setzt  man  ferner  in  Nro.  1)  f(x)  für  Xo  UI)d  fix)  für  fa,  so 
folgt  ■ 

/(z+ÄW(*)-A/'(*) 

5)  : — — = Zi+  Xo  A +• — Ä*-*  + pnh"  -2  . 

und  bei  verschwindenden  h 

6)  S-LL  = to  oder  /"(*)  =r  1 . 2 fc.  ■ 


Den  weiteren  Fortgang  dieser  ‘Schlüsse  übersieht  man  leicht 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  »i,  wenn  n »i  genommen 
wird,  • ; 

fM(x)  = 1 :2  . 3 , mXm: 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene  Behaup- 
tung und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  dife  vorausgesetzte  "Entwicke- 
lung 1)  mit  der  Taylor’schen  Reihe  übereinstimitien  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft' sich  noch  eine,  wichtige  allgemeine 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Nro.  3)  und  Nro.  4)  zeigt  nämlich, 
dass  in  Nro.  3)  das  Umschreiben  der  Glieder  foA,  x.;  h ' etc.  überflüs- 
sig war,  da  letztere  gleichzeitig  mit  h verschwinden;  aus  demsel- 
ben Grunde  hatte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Ilinsetzen  der  Glieder 
X\h,  Xa  h2  etc.  ersparen  können.  Beachtet  man,  dass  h der  Zuwachs 
von  x,  also  = xlx  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  die  prakti- 
sche Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines  Diffe- 
rentialquotientert  oder  einer  Differentialgleichung 
ankommt,  darf  man  die  Glieder  w’eglassen,  welche  hö- 
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• , 
here  Potenzen  von  z/a;  enthalten,  als  die  Ordnung  der 

Differentialgleichung  beträgt. 

Will  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
nenten, der  in  der  That  auch  ohne  Differentialrechnung  beweisbar 
ist,  Zur  Bestimmung  vou  d(xm)  benutzen,  so  verfährt  man  der  obigen 
Regel  gemäss  folgendermaassen ; es  ist 

M(xm)  — (x  4-  2/a ;)*  — xm  — mr*_1  z/a;  -|-  etc., 
mithin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc.“  bezeichneten  Glieder 
• d(xm ) =x  nixm~1dx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
deutet <p(ar)  die  über  der  Abscisse  OM  — x stehende  Fläche  BO  MP, 
xfx  die  Abscissenzunahnle  MMy  •=  PU,  y die  Ordinate  MP,  x den 
Berührungswinkel  UPT  (Fig.  39),  so  hat  man 

Fig.  39.  Fläche  BOMlPi  — Fläche  B O MP 

■f  Rechteck  MMt  UP 
+ Dreieck  P~UT 

, . . -j-  Abschnitt  PTP, 

oder  in  den  obigen.'  Zeichen  und  mit?  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 
PT  Pi  einen  Bruehtheil  des  Dreiecks  PP,  U 
ausmacht, 

q>(x  -f-  Mx)  = <p(x)  -f-  y z/a;  + | tarn  . z/a;s  -f-  \ q Mx  My, 

-1.  <?•<!« 

daraus  folgt 

(p(x  Jx)  — (p(x)  ■ ...  ' . . . . 

— —.y  4-  l(tanx  . Mx  -f  Jy) 


und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  z/a; 


d cp  (x) 
dx 


= y oder  dcp(x)  = ydx. 


Hier  übersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Dreieck  PUT  und  den  Abschnitt  PTP\  in  Rechnung  zog,  am  un- 
rechten  Platze  angebracht  war ; man  hätte  kürzer  sagen  können,  „je 
kleiner  z/a;  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  M cp  (x) 
mit  dem  Rechtecke  yMx  überein“  und  indem  man  die  Worte  „je 
kleiner,  um  so  genauer“  durch  den  Gebrauch  von  d statt  z/  in  die 
Sprache  der  Analysis  einführt,  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung 
dcp(x)  =*=  ydx. 

Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  hei  mehreren  Varia- 
belen;  so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwickelung  von  d-f(x,  y)  alle 
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Grössen  wegzulassen,  die  von  höherer  Dimension  als  von  der  zweiten 
sind,  nämlich  xJx3xiy,  zt x y- , A x3  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grenze 
haben,  unendlich,  klein  werdende  oder  kurz  unendlioh  kleine  Grössen^ 
in  diesem  Sinne  sind  die  Differentiale  dx , dy  etc.  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  von  zwei  'Diffe- 
rentialen, wie  z.  B.  dx *,  dxdy,  dy s,  heissen -entsprechend  Unendlich- 
kleine zweiter  Ordnung,  ebenso  sind 

dxm,  dxm~ldy,  dxm~?dy3,  dxm^3dy  dz,  etc. 
Unendlichkieme  von  der  Ordnung  m.  Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differentialgleichung  sind  alle 
unendlichkleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnun- 
gen die  Ordnung  der  gesuchten  Differentialgleichung 
übersteigen; 

eine  Ungenauigkeit  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  immer 
nur  um  Greozwerthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Greuzüber- 
gange  alle  jene  Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Voraus 
weggelassen ■ worden  sind,  in  der  That  gegen  die  Null  convergiren 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben. 
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Die  algebraischen  Functionen  oomplexer  Zahlen. 


Sowie  man  eich  jede  negative  Zahl  — y dadurch  entstanden 
denken  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  y mit  dar  negativen  Einheit 
multiplicirt  worden  ist  [ — y = ( — 1 ) y] , so  kann  man  auch  imagi- 
näre Zahlen  bilden,  indem  man  y mit  der  imaginären  Einheit  V — 1 
multiplicirt;  dabei  wird,  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 
und  gewöhnlich  zur  Abkürzung  \J  — 1=*  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 
chungen . • 

( • i*  = — 1',  i*  = + l , *«  = — 1 , *•*=-(-  1 , 

^ , i6  ='-|-  * , i1  ~ — i , »»  r=  . 

statt  finden.  Aus  einer  reellen  Zahl  x und  einer  imaginären  Zahl 
iy  lässt  sich  ferner  ein  Complex  K -f - iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
complexe  Zahl,  x ihr  reeller,  y ihr  imaginärer  TheiL  Während  wir 
nun  bisher  immer  vofiflussetzten,  dass  die  unabhängige  Variabele  e 
einer  Function  f(g)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt 
sei,  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  z als  eine  complexe  Variabele  be- 
trachten und  untersuchen,  welchen  complexen.  Werth  die  Function  in 
diesem  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  ersten 
Elemente  der  Buchstabenrechnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
lteclinungsregeln  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind. 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  ihre  reellen  und 
gleichzeitig  auch  ihre  imaginären  Theile  gleich  sind.  Für  x — £, 
y — rj  isfc  hiernach  x 4*  i y = £ + ' rl  un(l  umgekehrt. 
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Addition  und  Substraction.  Unter  der  Summe  zweier  com- 
plexen  Zahlen  x -f*  iy  und  f f'jj  verstehen  wir  , den  Ausdruck 
(x  -f-  I)  -j-  Hy  4 rl) ; die  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  dem- 
nach eben  so,  als  wenn  i ein  reeller  Factor  warn.  Für  die  Sub- 
traction  behalten  wir  die  gewöhnliche  Erklärung  bei,  dass  der  ge- 
suchte Rest,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt,  wieder  den  Minuenden 
geben  muss.  Hiernach  finde|  man  sehr  leicht  (X  -j-  * V)  — 4 iy) 

= (X  — x)  4-  * ( V — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen.  • 

Multiplication  und  Division.  Unter  dem  Producta  zweier 
complexen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck , dar  ebenso  gebildet 
ist,  als  hätte  man  jene  Zahlen  wie  reelle  multiplicirt  und  dabei 
t2  — 1 'gesetzt,  nämlich  ' 

2)  (*  + «»  (I4-*,J)  =.(*!  — yi)  + *(*?  + 

Bei  der  Division  behalten  wir  'die  gewöhnliche  Definition  bei 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

x 4-  *?/  , . 

x 4-  iY  ^ ; 

die  Unbekannten  u und  v aus  der  Bedingung 

x 4 iy  = (X  4 *Y)  0*4“  **')'=  (Xu  Yv)  -j-  t(Xv  -J-  Yu). 

Diese  liefert  die  Gleichungen 

x = Xu  — Yv  , y — Xv  4-  Yu, 
und  wenn  man  die  hieraus  gezogenen  Werthe  > von  » und  v in  die 
obige  Gleichung  sübstituirt,  so  erhält  man 

x 4 iy  Xx  4-  Yy 

X + iY~  X'  + Y* 


3) 


t . Xy  - Yx 
f 1 X ‘ 4-  Y2 


Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  auch'  dadurch,  dass 
man  linker  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  X — iY  multiplicirt  uud 
die  Gleichung  (X  4"  *Y)  (X  — iY)  = X3  4"  . V2  beachtet. 

Eine  andere  Methode  zur  Ausführung  der  Multiplication  und 
Division  complexer  Zahlen  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede 
complexe  Zahl  x iy  unter  der  Form  r(cos  0 4 isinü ) dargestellt 
werden  kann.  Aus  . 

4)  x 4-  i y = r ( cos  0 4 i sin  (f)  = r cos  0 4*  * r sin  0 
folgen  nämlich  die  Gleichungen 

x = r cos  0 , y — r sin  d 

und  diese  geben,  wenn  r und  ü als  Unbekannte  angesehen  werden, 

5)  x2  4"  — r = V x2  4-  y2, 

6)  — — tan  0 , 0 — arctan  — + kn, 

' x x 
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worin  k eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  nennt 
hier  r den  Modülus  der  coroplexen  Zahl  x -f-  iy  und  nimmt  ihn 
stets  im  absoluten  Siflne;  das  Quadrat  des  Modulus,  also  den  Aus- 
druck a;2  -(-  y 2,  nennt  man  die  No  rm,  0 das  Argument  oder  die 
Amplitude. 

Nach  dieser  Umwandlung  von  x -(-  iy  in  r (cos  0 -f-  i sin  0) 
ist  es  nielit  mehr  nöthig,  complexe  Zahlen  der  eratep  Form  zu  be- 
trachten. ...  , , . . 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r (cos  6 + i sin  0 ) . n (cos  0t  -f* i sin  0,) 

— r ri  [cos  0 cos  Oi  — sm  0 sin  0i  4~  * (»*»  0 cos.Oi  + cos  6 sin  0,)] 
= rr,  [cos  (0  0,)  4-'  i sin  (0  4-  0j)], 

der  neue  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli , das 
neue  Argument  die  Summe  der  gegebenen  Argumente. 

Duroh  mehrmalige  Anwendung  dieser  Regel  gelangt  man  zu  der 
allgemeineren  Formel  . * 

7)  r,  (cos  Oi  4-  i sin  0t) . r2  (cos  0ä  4~  * sin  02) . . . r*  (cos  0m  -f-  i sin  0m) 
= n r* . . . rm  [cos  (0,  4-  0i  4-  • • • 4-  0«)  + i sin  (0,  + 0a  + - + 0m)]. 


Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division.  Multiplicirt  man 
näjplich  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 
r(cos0  4-  isinO ) 

.'  •'  • r iXoos  Oi  -^-.  i sin  0t) 

m*t  —(cos  Oi  —i  sin  Oi),  so  wird  der  Nenner  = 1 und  folglich  ist 
der  gesuchte  Quotient 

f 

. y (cosO  -f-  isinO)  (cos0,  — isinOi) 

f 

— — [cosO  cos  Oi  4 - sin  0 sinOi  -f-  i(sinO  cosOy  — cosO  si»0,) 

oder  zusammen 

r(cosO  4-  isinO)  r „ 

' — [cos(0  — 0j)  4- isin(0  — 0t)]. 


8) 


(cos  Oi  4-  i sin  Oi) 

Potenzirung  und  Radicirung.  So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiven w unter  zm  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producte 
zi  2?  ■ • ■ zm  für  gleiche  z entsteht,  so  möge  [r(cosO  4"  ismO)]m 
Dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
alle  r und  0 gleioh  sind;  man  hat  dann  die  Formel 
91  fr  (cosO  4"  isinO)]”  = rm(cosmO  -f-  isinmO), 

welche  den  Namen  des  Moivre’schen  Satzes  fuhrt.  • 
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Untere"  verstehen  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei.  Komplexen,  e 
diejenige  Zahl,  deren  nte  Potenz  gleich  zm  ist;  setzen  wir  daher 

• m 

10)  ' [r  (cos  0 -f-  i sin  0)]  * = q(cosi]  4-  isint]),, 

wo  p uud  ij  nicht  bekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

[r(cos0  + i sin 0)]m  = [ p (cos t]  4-  i&ini])]*  • . 

sein.  Bei  ganzen  positiven  m nnd  n giebt  dies,  dem  Moivre’scjien 
Satze  zufolge,  / 

r’n(cosmO  4-  isinmÜ)  — p" (cos n t]  -(-  4 sinn  ij) 
und  durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theile, 

Qncosnr}  = rmcosmü  , p"ss'nn q = rmsinmO. 

Hieraus  erhält  man  zunächst  ; . ’ ' 


• Q = *'  . 

wobei  p und  r im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  sind.  Durch  Substi- 
tution dieses  Werthes  von  p gohen  ferner,  die  vorigen  Gleichungen 
in  die  folgenden  über  . . 

cosnrj  =x  cosmO  ,'  sinnt]  ~ sin  mH,  . . 
welche  nur  dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  die  Differenz 
zwischen  nt]  und  mO  ein  gerades  Vielfaches  von  n beträgt.  Wir 
haben  daher,  wenn  k eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zah) 
bezeichnet, 

, mü  4-  2kn 

nt]  = ml)  4-  2 kn  oder  t]  — , 

fl 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  p und  t]  in  Nro.  10) 

. r . n , ■ ■ /.NTn"  5T(  mö-|-2Jfc*  , . . mf)-\-2kn  \ 
11)  [r(cosO-\-ismO)\  = r jcosJ — — — ; — j- 

Da  k das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  — 00  bis  -(-  60  durch- 
laufen kann,  so  scheint  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
unendlich  viel  verschiedene  Werthe  zu  haben,  doch  ist  dies  nicht,  der 
Fall.  Giebt  man  nämlich  dem  k das  eine  Mal  den  individuellen 
Werth  h,  das  andere  Mal  den  Werth  n h,  so  ändert  sich  der 

Boeen  ^ ^kn  2 n und  hat  dann  wieder  denselben  Cosinus 
n 

und  Sinus  wie  vorher;  bei  positiven  k braucht  man  also  nur  k — 0, 
1,  2,  ...  (n — 1)  zu  nehmen.  Ferner  bleibt  die  rechte  Seite  der 
obigen  Gleichung  dieselbe  für  k = — h und  für  ifc  = n — h.  Die 
negativen  k liefern  also  keine  neuen  Werthe.  Demaaeh  hjit  der  A~us- 
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m 

druck  [: r(cosß  isinfl)]n  nur  « von  einander  verschiedene  Werthe, 

welche  ans  Nro.  11)  für  k = 0,  1,2 — 1)  hervorgehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  k gleich  einem  Viel- 
fachen von  in,  etwa  k = hm,  und  lässt  in  der  neuen  Gleichung 


• * v — m 

[r(cösÖ  -f-  isin(J) ] " 


r\cosm(0+2h7X) 
( n 


W-  in 
n gleichzeitig  in’s  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,  dass  — 

' • • • ‘ n 

sich  einer  irrationalen  Zahl  fl  nähert,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 

Gleichung  • • • 

12)  [r(cosO  -f-  isinß)]^  = r^{cos(i(0  -(-  2 hx)  -f-  isinfi(ß  + 2 hx)). 

Hier  ist  h eine  willkührliche  ganze  Zphl,  und  die  rechte  Seite  hat 

unendlich  viele  verschiedene  Werthe.  • 

Wie  bei  Potenzen  mit  reeller  Variabelen  e,  so  verstehen  wir 

auch  bei  einem  cemplexen  e unter  e~f  den  reciproken  Werth  von 

ef\  hiernach  ist  -z.  B.  für  ganze  positive  m 

[r(cosä  -\-isinß}]  [r(cosß  -f-  isinO)]m  rm(costnü  -J-  isinmß) 

" ==  r~m(cosmö — isinmß)  . 

und  ähnlich  in  jedem  anderen  Falle. 


§•  54.  , 

Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 


I.  Dem  Moivre’schen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 
cosmß  — ( cosß  + ieinß)m; 

die  rechte  Seite  ist,  m als  ganz  und  pbsitiv  vorausgesetzt,  ein  Pro- 
duct aus  m gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  binomische 
Satz  benutzt  werden  kann , weil  die  Multiplication  bei  reellen  und 
bei  imaginären  Factoren  auf  völlig  gleiche  Weise  geschieht.  Nach 
beiderseitiger  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile 
gelangt  man  zu  folgenden  brauchbaren  goniometrischen  Formeln 

1)  cos m ß ä (m)8  cosmü  — ( m)icosm~30siniß 

+ (»1)4  cosm~i0  sin40  — .... 

2)  sinmO  = (-i«)j  cosm~l0  sinß  — (m)s  cosm~3Ö  sin30 

-j-  (m)icosn~iQ  sinsß  — 

oder 
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3)  = (m)0  — (m),tan*0  + [m)ttan*0 


cos  "*  ft 


— (m)e  tan60  -f- 


eiM  m f) 

4)  'cosm()  t~~  (»Oi  tanO  — (»i)3tan30  -(-  (m)5  tan* 0 — • • • 

II.  Die  Auflösung  der  Gleichung  ar"'=  -f-  1.  Aus'  der 

. j_ 

vorstehenden  Gleichung  folgt  x = (-(-  1)” ; die  gesuchten  Werthe 
von  x können  folglich  nach  Nro.-ll)  berechnet  werden,  wenn  man 

r = 1,  0 = 0,  m = 1,  Je  — 0,  1, (»  — 1)  setzt,  und  sie  sind 

in  der  allgemeinen  Form 

2 kn.  ...  2 kn 

x = cos i sin 


n . . 

enthalten.  Man  kann  hierbei  gerade  und  ungerade  n unterscheiden; 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Reihe  nach  •’  ■ 

. n_ 
o 


• n-2i ■£  + 1, 


im  zweiten  Falle 


k — 0 , 1,2, 
n — 1 , n — 2, 


n — 1 

2 ’ 
n 4-  1 


Für  ein  gerades  w sind  hiernach  die  Werthe  von  x 


+ 1, 

2 n , . . 2n 

cos 1-  * sin  — — 

n n 


' • 4j t , . . 4sr 

cos h * s»n , 

n n 

6jt  , . . 6 ?e 

cos 1-  t sm 


— 1 

2jt  . 2a 

cos i sm 

n n 

4«  . . 4 n 

cos i sm 

n n 

6 n . : . 6 ic 

cos t sin 

n n 


(n — 2)n  , . . (w  — 2)jt 

cos  - - — 4-  * sm , 

n n 

dagegen  für  ein  ungerades  n : 


cos 


(n  — 2)n  . . (n — 2)tc 

* sm  — , 
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. + 1* 


2a  , . . 2a 

cos f-  ism , 

n n 


4a  , . . 4a 

cos 4-  t stn 

n n 

6a  . . . 6a 

cos + i sin 

n n 


2a  . . 2a 

cos — i sin 

n n 

4a  . . 4a 

cos % sin 

n ti 

6a  . . 6a 

cos * sin 

n n 


(n — l)a  . . (n — l)a  (n — l)a  . . (n — l)a 

cos  - - (-  isin  - — : — — , cos  - isin  v — 

n n n n 

So  hat  z.  B.  die  Gleichung 

*«  = + 1 

folgende  6 Wurzeln- 

+ 1, 


1 + <V7 

2 r 1 n » 


~ lt 

.Vä 


-I  + i 


. VT- 


.Vs 


III.  Die  Auflösung  der  Gleichung  xn  = — 1.  Fürr  = l, 
ö = a,  m = 1 erhält  man  aus  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 
Wurzeln 

• (2fc-l-l)a  . . (2k  4-  l)a 

x = cos  1-  i sm  1 ; 


bei  geraden  « hat  demnach  x folgende  Werthe: 


a . . . a 

cos  — *-  4-  isin  — . 
n n 

3a  , . . 3a 

cos 1-  i sin , 

n n 

5a  , . . 5a 

cos h i sin , 

n n 


a . . 
cos  — — isin 
n 

3it 
n 

5 7t 

cos i sin 

n 


cos i sin 


71 

n 

3a 

n 

5a 

n 


(n  — l)a  . . . (m — l)a  (» — l)a  . . (n — l)a 

cos  \-  i siri  — , cos * sm  

n n n n 


dagegen  bei  ungeraden  »: 

Schlömilch,  Analysis  1. 


17 
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- 1, 


7t 

7t 

• 7t 

% 

cos  — 

-(-  i sin 

cos  — 

— x sin  — ti 

n 

n 

n 

n 

3jt 

3 Tt 

3sr 

. . 3 jt 

cos 

4-  « sin 

— - — 

COS 

— i sin , 

n 

n 

n 

n 

5:r 

5 it 

5 n 

5 7t 

COS 

4-  i sin 

COS  

— t sm , 

n 

n 

n 

n 

— 2)zc  , 

. . (n 

— 2)71 

(n  — 2 )n 

...  ( n — 2)n 

h x sin  — 

COS 

— t sin 

n 

n 

n 

n 

§.  55. 

Die  Exponentialgr  ö sscn  mit  complexen  Variabolen. 


Unter  der  Zahl  e wurde  der  Grenzwerth  des  Ausdrucks 
für  unendlich  wachsende  ca  verstanden;  demgemäss  ist 

—“•[(>+ ?h  . 

. . l * z 

oder,  wenn  ca  g = m,  mithin  — = — gesetzt  wird, 

CO  »» 


e'  = Lim[(  1 + ^)" 

Diese  Gleichung  hat  den  Sinn,  dass  die  Exponentiälgrösse  als 
Grenz werth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werden  kann  ; sie  eignet 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  Exponentiälgrösse, 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchungen  für  jeden  Fall  die  Be- 
deutung der  Potenz  kennt.  Wir  definiren  demnach  e1  + '1'  durch  die 
Gleichung 

1)  e*+i"  = Lim  J^l  -(-  X J > (für  m = cd) 

und  setzen  der  Einfachheit  wegen  m als  ganze  und  positive  Zahl 
voraus. 

1 Um  den  angedeuteten  Grenzenübergang  auszuführen,  bringen 
wir  zunächst  die  Basis  der  Potenz  auf  die  Normalform,  nämlich 

2)  1 + - 1 * — r(cosO  isinO ) , 


(für  m = oo ). 
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woraus  eich  ergiebt 


L nt  m1  J ' 


i + — 

m 


setzen  wir  ferner 


arctan 


1+  — 
m 


so  felgt  aus  der,  für  tanÜ  angegebenen  Gleichung 
0 = & + len, 

wo  k eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.  Die  Glei- 
chung 2)  lautet  jetzt 

1 + X-  = r [cos(ft  -j-  kn)  + i sin (tt  4-  kn)]-, 
tu 

für  x = 0 und  y = 0 wird  r = 1 , & = 0 , mithin 
1 = coskn  4“  isinkn  = coskn, 
woraus  hervorgeht,  dass  k eine  gerade  Zahl  sein  muss.  Man  hat 
desswegen  einfacher  • • 

1 _i_  L*J!  — r(Cos&  + isin&) 
m 

und  nach  dem  Moivre’sclien  Satze 

3)  ,ex  + '>  ==  Lim  { rm (coswift  -|-  isinmü)}  • 

Darin  ist 


= ('+!?  + 


x*  + y1) 
m2  ) 


und,  wenn. 


2x  , x2  -f - V2 1 

m m2  ft 

gesetzt  wird,  so  stellt  sich  rm  unter  folgende  Form : 

_ A . • i 17.  . 


. **  + »* 


Bei  unendlich  wachsenden  m convergirt  — gegen  die  Null,  mit 

17* 
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hin  wird  ft  unendlich  gross,  und  die  vorstehende  Gleichung  zeigt 
dann,  dass  rm  den  Ausdruck  cz  zur  Grenze  hat. 

Was  ferner  m9  anbelangt,  bo  ist  identisch 


m&  — 


& 


ianft 


mlan% 


cos  fr 
sin  fl- 
fl- 


l + £ 


bei  unendlich  wachsenden  m convergirt  fl-  gegen  die  Null, 


sind’ 

~¥~ 


gegen  die  Einheit,  folglich  ««fl-  gegen  den  Werth  y.  Nach  diesen 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  Gleichung  3)  zu 
4)  e*+<*  = cx(cosy  + isiny). 

Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  etwas  allgemeinere 
Exponentialgrösse  a ' anwendbar.  Bei  reellen  t ist 

«'  = e“a  = Lim  [(l  4 J , 


und  wenn  man  diese  Gleichung  als  Definition  für  den  Fall  e = 
x -)-  iy  beibehält,  so  findet  man  ohne  Mühe 
5)  ax+< • = az[cos(yla)  4-  isin,(ylä)]. 

Um  zu  entscheiden , ob  die  Fundamentaleigenschaft  der  Expo- 
nentialgrösse, nämlich  die  Gleichung  a‘  . n^'~  a'  + f,  auch  bei  com- 
plexen  e und  £ richtig  bleibt,  multipliciren  wir  die  Gleichung  5)  mit 
a I + • ij  — ai  [Cos  (»;  1 a)  4 i sin  (ij  l a)] 
und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz  ' 

r(cosO  4 isin6).ri(cosßi  4 isin0i)=rrt[cos(0  4 Oi)  4 *sin(d  4 öi)]; 
das  Resultat  ist 


ax+i*  . af+'l  = a*+^  {cös[(y  4 

— a (*  + {)+ •'(»+»)) 

und  es  erhellt  hieraus,  dass  jene  Eigenschaft  in  der  That  für  com- 
plexe  Exponenten  gilt.  Alle  übrigen  Eigenschaften  der  Exponen- 
tialgrösso,  wie  z.  B.  («')*  = ak‘ , sind  Folgerungen  der  erwähnten 
Eigenschaft  und  bleiben  daher  gleichfalls  ungestört. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theoreme  ist  folgende. 
In  Formel  4)  setzen  wir  x ~ 0,  das  eine  Mal  y — u,  das  andere 
Mal  y — — «,  und  haben  dann 

eiu  = cosu  4 ! sin u , er’*  = cosu  — isinu, 
mithin  durch  Addition  und  Subtraction 
6)  2 cosu  = c'u  4 ®~'*»  2 isinu  = efu  — er iu. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  beiderseits  auf 
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die  »»te  Potenz  erhebt  und  rechter  Hand  den  binomischen  Satz  an- 
wendet, 

7)  . 2m  cosmu 

= (jw)8  e'm“  -f  He«"-»“  -f  (m)j  eilm~4)u  + • • • • 

8)  2mimsinmu 

= (w)0  efmu  — (w)i  et(m~Qu  4-  (m)i  — 

Hier  kann  man  jede  Exponentialgrösse  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
umsetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
"Seiten  vergleichen.  Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

2mcosmu 

= (m)„  cosmu  -j-  (in)iCOs(m — 2)u  + (»»)a  cos{m — 4 )u  -f- 

- Nicht  überflüssig  ist  es,  die  Palle  eines  geraden  und  eines  unge- 
raden m zu  unterscheiden.  Bei  geraden  in  giebt  es  einen  mittelsten  ' 
Binomialcoefficienten'  (m)  i und  jeder  andere  Coefficient  kommt 

3® 

zweimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Coefficienten  ver- 
sehenen Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2 zu  folgender  Gleichung  führt: 

9)  2m~1  cosmu 

— (m)6  cosmu  (m\  cos(m — 2)u  -(-  (rn)i  cos  (m — 4)m  -)-•••• 

• • • 4-  (wi),  cos  2m  4-  . 

5 > — i 5™ 

Dagegen  ergiebt  sich  für  ungerade  m: 

10)  2m~1cosmu 

= (m)0  cosmu  (m)i  cos(in  — 2)u  -f-  (»»)2  cos(m  — 4)  «4 
• • • 4-  (»),,  „ cos3u  + ( m ) cosu. 

Die  Gleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
zwar  findet  man  bei  geraden  m: 

' im 

11)  (—  l)s  2m~i  sinmu 

— (m)0  cosm u — (w),  cos{m — 2) « -|-  (w)8  cos(m — 4) u — • ■ • • 

• • • 4--(— l)a”,_rl(»i)i  cos  2u  4-  (— l)*mä(»0,  , 
dagegen  bei  ungeraden  m: 

i(m—  I) 

12)  (—1)  2m~i  smm  u 

— (m)0  sin  m u — (m)i  sin  (m  — 2 )«4  (»»)*  sin(m  — 4)  u — 

■•"  + (— l)5^  3V)j(m_3)s;»3«  + (—  l)a<m  ,,(m)j(n_))  simm. 
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Die  hier  entwickelten  vier  Gleichungen  bilden  gewissermaassen 
die  Umkehrungen  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  in  §.  54. 


§•  56. 

Die  Logarithmen  complexer  Zahlen. 


Wie  bei  reellen  £,  so  verstehen  wir  auch  bei  complexen  £ unter 
lt  diejenige  Zahl  z,  welcher  die  Eigenschaft  e*  = £ zukommt.  Setzen 
wir  demnach  , 

1)  • -Hij)  = X + iy, 

wo  x und  y vorläufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

e*  + '>  = | 4-  j jj 

oder 

• ex  (cosy  + i siny)  = | -f  »jj  . 

sein.  Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  e*cosy  = £,  ex  siny  = r\ 
liefern  erstens 


e»*  = £*  + ij»  , ex  = Vp  + Vt, 

3)  * = $?(*»  + y»), 

und  zwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne,  weil 
ex  bei  reellen  x nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichungen  2)  werden 
durch  Substitution  des  Betrages  von  ex  zu  den  folgenden 

I .... n 


4) 


5) 


C0S1J  = 


V¥T 


siny  = 


v 


tany  = j , 


y = arctan  + mit 


wo  m eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  näher  be- 
stimmen lässt,  wenn  man  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  nega- 
tiven | unterscheidet.  Für  r)  — 0 wird  nämlich  y = + mit  und 
nach  Nro.  4)  cosy  — -j-  1 oder  cosy  — — 1 je  nachdem  | positiv 
oder  negativ  ist;  hieraus  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m eine 
gerade,  im  zweiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  muss.  Bezeichnet 
1c  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  vermöge  derWerthe 
von  x und  y folgende  Formeln  : für  ein  positives  f : 

6)  ?(£  + *»?)  = + *1*)  + »Jordan  -j  + 2fc;rJ  , 

dagegen  für  ein  negatives  J: 
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7)  Hi  + *»?)  = l Hi1  + V7)  + *|  arctan  y + (2 k + 1) * J • 

In  dem  sehr  einfachen  Falle  | = + 1 und  ij  = 0 erhält  man 
hieraus 

8)  I(+l)=±2Äjr»,  ?(—  1)  = + (2k  + 1)jt»  , 

mithin  kann  bei  positiven  | 

9)  Hi  +**j)  = i*(£*  + i?s)  + * arctan  y -f  I(+l), 
und  bei  negativen  | 

10)  Hi  + *v)  = 3 Hi2 * *  + V7)  + iarctan  y 4-  ?(—  1) 

gesetzt  werden.  Die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
übrigens  nicht  überraschen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 

K.—  lÄm  — 1 )3 , (für  » = oo) 

ist  und  dass  ]/£,  den  Untersuchungen  des  §.  64  zufolge,  n verschie- 
dene Werthe  besitzt. 

Aus  der  Gleichung 

e*i  . c'«  — e'i+*» 

ergiebt  sich  bekanntlich  die  Haupteigenschaft  der  Logarithmen 

H£i  Si)  = Kl  + Kr, 

jene  Relation  besteht,  wie  in  §.  55  gezeigt  wurde,  auch  bei  com- 
plexen  s,  und  e-, , mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  bei 
complexen  £i  und  £2.  Eine  Anwendung  des  Satzes  besteht  darin, 
dass  man  die  Werthe  von  1(1+*  ^)  und  l (|  — irj)  nach  Formel  7) 
oder  nach  Formel  8)  entwickelt  und  die  beiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen von  einander  abzieht;  man  findet  so 

11)  = 2i  | arctan  y + 2ää  | » 
wo  h eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 


§.  57. 


Die  goniometrischen  und  cyclometrischen  Functionen  mit 
complexen  Variabelen. 


I.  Die  in  §.  55  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 

eiu  J_  g-i»  eiu  _ e-<» 

cosu  = , sinu  — — 

Z £ % 
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wollen  wir  als  die  allgemeinen  analytischen  Definitionen  von  cos  ir 


und  siwu  beibehalten;  es  ist  dann 

e~ • -)-  e+* 


cos  (»'  v)  — 


sin(iv ) = 
t bei  < 

«OS  (x  -f  iy)  = 


2 

• e~®  — e+® 


e®  -f  e~* 


.e®  — e* 
»- 


2*  * 2 
und  überhaupt  bei  complexen  u = x + iy 

e<(*+i»  -|_  e— <(*  + !>)  g— » + <*  -|_  g+r—  <* 


sin(x  -| -iy)  = 


ei(x  + {y)  — i(x  + ip)  0 — y + ix  g-fjr  — ii 


. 2*  , 2i 

oder,  wenn  man  sowie  e~ix  durch  cosx  und  sinx  ausdrückt, 

i) 


cos(x  -f-  iy)  = 


■cosx  — i- 


- sinx , 


■ / i • \ e»  es  . , c"  — es 

2)  sj«(a:  -f-t y)  = sinx  + » cosx. 

J 2 

Vermöge  der  Werthe  von  cos(iy ) und  sin(iy)  kann  man  dafür 
schreiben 

cos  (x  -f-  i y)  = cosx  cos(iy)  — sinx  sin(iy) , 
sin(x  iy)  = sinx  cos(iy)  -f-  cosx  sin(iy) , 
woraus  hervorgeht,  dass  die  .bekannten  Formeln  für  cos(a  -f-  ß) 
und  sin  (a  -f-  ß)  auch  bei  imaginären  ß richtig  bleiben.  Die  Glei- 
chungen 1)  und  2)  liefern  ferner 

cos'!(x  -f-  iy)  -f-  sin1  (x  + iy) 

_ (e*  + e~»y  (e*  — e-v\ 

die  Relation  cos3  e -j-  sin 3 2=1  besteht  daher  auch  bei  complexen  e. 

Für  die  übrigen  goniometrischen  Functionen  behalten  wir  die 
gewöhnlichen  Definitionen 


»\* 

V“1* 


sec  z 


. sin  z 

tan  e = u.  s.  w. 

cos  z 


cos  z 

ungeändert  bei.  Hiernach  ist  z.  B. 

tanjx  + iy)  = + i(e*  - e~*)cosx  , 

(fi*  -j-  e *)cosx  — i(ev  — es) sinx' 
oder,  wenn  man  den  Nenner  durch  Multiplication  mit 
(e*  -(-  es) cos x -f  i(e*  — es) sinx 

reell  macht, 
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3) 


tan(x  -j-  iy) ■. 


2sin2x  -f-  i(eif — e~ **) 


e*»  -(-  2cos2x  + e~3» 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  goniometrischen  Func- 
tionen des  complexen  Bogens  x -\-iy  auf  die  F orm  qi(x,y)  -j-  itj)(x,  y) 
bringen.  ' . 

II.  Für  die  cyclometrischen  Functionen  benutzen  wir  die  ge- 
wöhnlichen Definitionen,  zufolge  deren  sie  die  kleinsten  Umkehrungen 
der  goniometrischen  Functionen  sind.  So  verstehen  wir  z.  B.  unter 
arcsin  (f  + irj)  denjenigen,  für  | it]  — 0 verschwindenden  Bogen, 
dessen  Sinus  den  Werth  f 4-  irj  besitzt.  Setzen  wir  demnach 

4)  arcsin irj)  — x i y , 

wo  x und  y vorläufig  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt  die  Glei- 
chung 

. si»(®4-t>)  = 1 + *»? 

gelten,  die  nach  Nro.  2)  mit  der  folgenden  übereinkommt, 

e*  + e~»  . , .cv  — e~r  . . . 

- sinx  t cosx  = | + tij. 

Zur  Bestimmung  vön  x und  y dienen  jetzt  die  beidep  Gleichungen 

..  y e»  — e~ * 

5)  sin  x = | , — ■— cos  x — tj. 


Aus  diesen  erhält  man  leicht 

6)  .»«-1  ■ ■ -J? 


e»  = -4—  + 

sinx  cosx. 


e~» 


sinx 


cosx 


und  durch  Multiplication 


1 = 


» 1 2 


st»-® 


cos*® 


oder 

• st»*®  cos*®  — |3  cos3®  — rj3sin3x. 

Ersetzt  man  st»*®  durch  1 — cos*®,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 
mit  der  Unbekannten  cosx  und  es  wird 

cos*®  = 1(1  - |*  - tj*)  ± | V (1  — |*  — i}*)*  + 4 tj* ; 
hier  ist  nur  das  obere  Zeichen  anwendbar,  weil  sonst  cos*®  negativ 
ausfallen  würde.  Man  hat  demnach 

cos*®  = | [l  — |*  - 1J*  + /(l— i*  — ij*)*  + 4i?3]  , 
st»*®  = ‘[l4S2  + «i3-  ^(l-|*-tj*)*-f  4»j*J, 

oder  auch 


st»*®  = i [l  4 V 4-  *2a  - V(i  4 12  4-  *2’)s  - 4 1*] . 
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Benutzt  man  zur  Abkürzung  die  Symbole 

7)  x = V 1 + **  ’+  ~ Vr(iTF+^r^4{* . 

8)  Y=y=Vl  — p-n*  +/(l-Sa-»l-’)2  + 4^. 

80  hat  man  nach  dem  Vorigon 

sinx  = X,  cosx  — T; 

hieraus  ergiebt  sich  der  Werth  von  x,  und  zwar  ist  einfach  x— arcsin  X 
zu  setzen,  wenn  der  anfangs  ausgesprochenen  Bedingung  des  gleich- 
zeitigen Verschwindens  von  £ und  x genügt  werden  soll.  Ferner  hat 
man  aus  Nro.  6) 

y = l(iii + 7h) = Kt  + ~y)' 


mithin  zusammen 
9)  arcsin  (£  -}-  iif)  — arcsin  X il 


«(4+4)- 


Die  Function  arccos (£  -|-  *?0  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Be- 
handlung, wobei  sich  ergiebt 


10) 


arccos 


(£  + iri)  = arccos  X + il  yj-, 


auf  gleiche  Weiso  würden  sich  auch  die  übrigen  cyclometrischen 
Functionen  complexer  Variabelen  in  die  complexeForm  u -f-  iv  brin- 
gen lassen. 


Wir  betrachten  noch  einige  specielle  Fälle  der  obigen  Formeln. 
Es  sei  erstens  ij  = 0,  so  wird 

* = y^Vi  + F-Vii-h*, 

und  hier  sind  die  Fälle  £ <^  1 und  | > 1 zu  unterscheiden. 

Für  £ •<[  1 ist  der  absolute  Werth  von  V^l  — £3)2  = 1 — £2, 
mithin  wird  X — x,  ferner  nach  Nro.  8)  Y = V 1 — £^  und 


fl  . ...  . 

-y  = 0;  die.  Gleichung  9)  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  die 

Identität  arcsin  £ = arcsin  £.  Dagegen  ist  für  £ > 1 der  absolute 
Werth  von  V (1 — £'2)2  — £ä  — 1 , mithin  X — 1 , arcsin  X = £ 7t. 


. . V 0 

Ferner  wird  unter  diesen  Umständen  Y — 0,  folglich  —y  — — 


wovon  sich  der  wahre  Werth  auf  folgende  Weise  findet.  Es  ist 
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r 2 

r»  — Va  — g*  — ij*)*  + 4ij*  + i — £*'— ij*’ 

mithin,  wenn"  man  Zähler  und  Nenner  mit 

V*(l  — 5*  - J*2)2  + 4 ij»  -a-l2  — ri3) 

multiplicirt, 

??J  V(l  — S*  — ij*)*  + 4i?*  — (1— — ij*). 

r»  2 ; 

• I « » 

für  t]  = 0 wird  hieraus  wegen  £ I>  1 

1.  -f  = V7^T.- 

Zufolge  der  gefundenen  Werthe  hat  man  aus  Nro.  9) 

11)  arcsin g = |jt  + *'?(£  + V £4  — l),  £>1, 

und  es  wird  dieses  Resultat  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert, 
dass  zu  einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinus  kein  reeller  Bogen 
gehören  kann. 

Aus  der  Formel  10)  erhält  man  für  t]  — 0 und  £ 1 

12)  arcco$g  = il(i — V £'2 — l); 

die  Addition  der  Gleichungen  11)  und  12)  zeigt,  dass  die  Relation 
arcsin  £ 4-  arccos  £ = | it 
auch  für  £ 2>  1 richtig  bleibt. 

Es  sei  zweitens  £ = 0;  es  wird  dann  X = 0,  Y = 1,  mithin 

t = it  Daaber 

£2  _ 2£2 

x*  1 + £»  + v*  _ v (1  + £’  + - 4 £’ 

_ 1 4-£24->?34-V(i  4-£24-^)2-4£2 
2 ’ 
so  ist  für  £ = 0 der  wahre  Werth  von 

~ = 1 4-  fl3  und  JL  = VTT^j 

die  Gleichungen  9)  und  10)*  gehen  jetzt  in  die  folgenden  über 

13)  arcsin  (i rj)  — il(Vl 1)) , 

14)  arccos  (irj)  = \n  ]-  il(V  1 4*  ri2  — v)- 

Durch  Addition  derselben  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass  die 
Summe  von  arcsin  und  arccos  auch  bei  imaginären  Variabelen 
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gleich  dem  Quadranten  ist.  Dieser  Satz  gilt  überhaupt  für  complexe 
Variabele,  wie  man  durch  Addition  der  Gleichungen  9)  und  10)  leicht 
finden  wird. 

Wir  betrachten  noch  die  Function  arctan  (£  deren  com- 

plexer  Werth  x + iy  sein- möge.  Aus 
15)  arctan  (£  + i tj)  = x 4-  iy 

folgt  umgekehrt 

tan  {x  + iy)  = g 4-  irj ; • 

für  die  linke  Seite  substituiren  wir  den  ursprünglichen  Werth 

(e*  4-  e~*)  sin  x i (e*  — e~ »)  cos  x tan  x -\-  i Q 

( e » + e~")  cosx  — »(«»  — e~»)  sinx  ~ 1 — i Q tanx' 
wobei  zur  Abkürzung 


16) 


e-J  = Q 


e* 

gesetzt  worden  ist,  schaffen  die  Brüche  weg  und  vergleichen  die 
reellen  und  imaginären  Theile;  wir  erhalten  dann  folgende  zwei 
Gleichungen 

tanx  = | -j-  rjQtanx,  Q — rj  — £Qtanx. 

Die  erste  Gleichung  liefert 

17)  tanx  = — - , 

' i-nQ 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  substituirt,  so 
wird 

mithin 


Q = 


«je*--(i+** + **>«  = - n, 

1 + V-  + *?-  ± V (1  + 4-  tf?  - 4 >/« 

2t] 


Das  nöthige  Vorzeichen  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung, 
dass  für  r]  = 0 auch  y — 0 und  Q — 0 werden  muss ; daher  ist 
nur  das  untere  Zeichen  zu  gebrauchen.  Setzt  man  zur  Abkürzung 

iS)  z=V(rn* 

wo  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist,  so  wird 

Q l+l*  + i f-z 


Aus  Nro.  17)  folgt  jetzt 
19)  x = arctan 


2*1 

I 


+ kn, 


1-VQ 

und  dabei  ist  k eine  positive  ganze  Zahl;  soll  aber  x gleichzeitig  mit 
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| verschwinden,  so  muss  k = 0 genommen  werden.  Ferner  ergiebt 
sich  aus  Nro.  16) 


und  da  Q bekannt  ist,  so  hat  man  auch  x und  y,  mithin  nach  Nro.  15) 
21)  arctan  (|  irj) 


arctan  - 


2f 


+ •'VZ— •!*  — (l  — ijjv 


1— + ^ * \Z--^-(l->2)2. 

In  dem  speciellen  Falle  | = 0 wird  Z = 1 — i?s  oder  = 7JJ  — 1, 
je  nachdem  jjj  weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  daher 


arctan  (» rj)  ==  i\l  , V3  < 1 > 

arctan  (irj)  = t'|  l » *2*  > 1 i 


für  t]  — 1 liefern  beide  Formeln: 

arctan  i = * ® . 

Die  übrigen  Cyclometrischen  Functionen  können  auf  gleiche 
Weise' behandelt  werden. 


§.  58. 

f 

Differentiation  complexer  Ausdrücke. 

Den  vorigen  Untersuchungen  zufolge  kann  eine  Function,  welche 
ausser  der  Variabelen  z noch  die  imaginäre  Einheit  * enthält,  auf 
die  Normalform 

1)  /(*,  i)  = <p(z)  + iip(z) 

gebracht  werden,  dann  lässt  sich  aber  auch  eine  bündige  Erklärung 
über  den  Differentialquotienten  von  f(z,  i)  geben.  Unter  f'(z,  i) 
versteht  man  nämlich  den  Ausdruck  (p'(z ) -|-  und  es  ist  daher 

21  df{z,i)  _d<f>(z)  .dipjz) 

' dz  dz  ' dz 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  Differentialquotienten 
der  einfachen  Functionen  complexer  Variabelen  aufsuchen. 

Die  Potenz.  Setzen  wir  nach  §.  53 
(r  -\-  i y)P  — [r  ( cos  0 + i sin  0)}a  = r“  cos  p 0 + iru  sin  g 0 , 

= V x*  + y3 , tanO  — 

X 
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so  erhalten  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

0[(x  + ip)0]  „ . . 00  , u . „ 0r 

— = — (ir"  sin  fit)  1-  pr^~1cosp0-r— 

ox  ox 


8x 


+ cos (tO  ; 


es  ist  aber 


00 

0af 

0r 


y 


X 


dx  Vx*  + If 


sin  0 


— + cnsO, 


mithin  nach  Substitution  dieser  Werthe  und  gehöriger  Zusammen- 
ziehung 

d[(x  4-  iy)f‘]  _ 


dx 


— yr- 


cos(p — 1)0  -f  i(ir“_1sm  (p — 1)0 


= p r“-1[cos  (p  — 1)0  + isin(n  — 1)0] 


d.  h. 
3) 


+ «•?/)■“] 

dy 


= p(x  + ip)^-'. 


Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  findet  man 

„ er (x  + iyY]  . , . . s,(  , 

4)  TT  DJ  J _ 

6y 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  3)  und  4),  dass  die  Differentiation 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszuführen  ist,  als  wenn 
i ein  reeller  Coefficient  wäre. 

Die  Exponentialgrösse.  Durch  Differentiation  der  Gleichung 
ex+ir  — excosy  + iexsiny 
erhält  man  augenblicklich 
0«*  + '» 


5) 


6) 


0X 

dcx+<> 

dy 


= ex  cosy  4-  iexsiny  =.ex  + <*’, 

= — ex siny  iex cosy  = iex  + (*; 


wie  man  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  ungestört. 

Der  Logarithmus.  Die  Formeln  6)  utid  7)  in  §.  66  können 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden 

+ in)  = ä*(£3  + 0S)  + * (arctan  f c 

wo  c eine  von  | und  t]  unabhängige  Grösse  bezeichnet;  daher  ist 
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7) 

* 


8) 


8Z(£  + <!!)_  I 


. V _ tj  — it] 

ls4-^  *f3  + »j3  i3  4-  v2 

l 


! + *V 

3?(l  + *'»?)  v 


dt] 


+ * 


..  S 


J—iy 


i3  + r,2  r i3  + v3  i3  + Va 
1 


i + ifj 

Auch  hier  geschieht  die  Differentiation  ebenso,  als  wenn  i reell  wäre. 

Die  trigonometrischen  Functionen.  Aus  der  Gleichung 

.....  e*  + e~»  . . .e'  — e-y 

sin  (x-\-ty)  — sin  x 1 cos  x 

J Jh 

erhält  man 

d sin (x  + i y)  e*  4-  e~ v .e*  — e~*  . 

9)  t;—- = x cosx  — * x smx 


dx 


= cos  (x  4-  iy), 


, . dsin(x-\-ty)  ey  — e~ * . , .cy -\- e~y 

10)  V-1 — - = smx  -f  j — cosx 

öy  2 2 

— icos(x -\- iy). 

Für  die  übrigen  trigonometrischen  Functionen  ist  ebenso  leicht 
nachzuweisen,  dass  die  gewöhnlichen  Differentiationsregeln  ungeändert 
bleiben. 

Die  cyclometrischen  Functionen.  Setzen  wir,  wie  in 
§.  57,  Nro.  4) 

arcsin  (|  irj)  = '*  + iy  > 

wobei  zwischen  X und  y die  Gleichungen 

ef  + e-»  . * e»  — c-» 

smx  — | , cosx  = T] 

stattfinden,  so  .haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  | 
folgende  drei  Gleichungen 

0 arcsin  (f ,-f- 1 rj)  dx  , . dy 

0l  — 0?  + 

e>  + e->  dx  , e»  — e-y  . dy 
—5—cosxw+—Y—sinxJI=l, 

e* — e~y  . dx  ey  4-  e— * dy 
—smxjj  -f  — cosxjj  = 0. 


11) 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man 

dx  \(e»  + e~*)cosx ' 

ÜT  “ \}(e>  + e~>)  cos  x]i  + [J(e»  — e-»)«n*]*' 

dtj  J (e*  — e~')sinx 

8?  ~ ß(e»  + e-»)c«w*]*  + [\{e*  — e~»)sinx)?' 
ßubstituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  und  berücksich- 
tigt die  Relation 

P + _ 1 

pi  ± qt,  p — iq  ’ 
so,  gelängt  man  zu  der  Formel 

0 arcsin  (£  4- « rß . 1 

0 £ — 1 (er  + c -*)  cos  x — — e~»)  sin  x 

1 1 


oder 

12) 


cos(x  4-  iy) 
0 arcsin  (£  4-  i v) 


V"  1 — sin!!(a:4-*y) 


13) 


ÖS  v 1 _ (5  4-  *‘*7)a 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  .sich 

0 arcsin  (£  -j - irß _.  _1 , 

»v  — ? V^i  — (S  4-  * i)? ’ 

es  gilt  daher  die  gewölmliche  Regel  zur  Differentiation  des  arcus 
sinus  auch  bei  complexen  Variabelen.  Für  die  übrigen  cyclometri- 
schen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Differentialquotienten  complexer  Aus- 
drücke erreicht  man  häufig  den  Vorthei),  verschiedene  Differential- 
quotienten unter  einen  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  bringen. 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 


d arctan 


ßx  aß 


- dx 


a a2  -f-  /32x2 

nicht  wesentlich  von  einander  verschieden;  setzt  man  nämlich  in  der 
ersten  iß  für  ß,  so  wird 

d.  i.  nach  Formel  11)  in  §.  56 
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ßx  , \ . aß  . 

i d { arctan +2 hn  \ — % „ , -da, 

\ a — / «s  -(-  p-a:s 

was  mit  der  zwejten  Gleichung  übereinkommt. 

Dass  der  Gebrauch  com  plöxer  Zahlen  auch  bei  der  Entwickelung 

höherer  Differentialquotieuten  von  wesentlichem  Nutzen  sein  kann, 

mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 

« _ J_  / 1 1 

a2  4"  ßixi  2 i \ßx — ia  ßx-\-ia 

erhält  man  durch  m-malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 


( “ 1 

_ (—l)m1.2...tnßm 

1 1 1 

ya-t  + ßtxV 

2 ia 

(ßx — »a),n+l  ( ßx-j-ia )m+M 

( — l)m1.2...mßm.  (ßx-\-ia)m+1 — (ßx — ta)m+1 

2»  (a»  4-/J2xs)m+1 

Um  die  imaginären  Ausdrücke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 
' ß x + * « = r (cos  0 + t sin  0) 

r — V /S2»2  -f-  «*,  0 = arctan-^--, 

es  wird  dann 


(ßx  + ta)m  + 1 — (ßx  — ta)m+I 
= rm  + 1[coa(jn  1)0  + tsin (m  -f- 1)0] 

— rm  + i 1)0  — t sin (m  -f- 1)0] 


. mithin 


2*r"+1sf»(»»-J- l)0  = 2*(a* + /J*a:s)**^  + >sfn^(m-f-l)arcian^J 

;hin 

sinl  (m  -f  1)  arctan  1 

14>  = 


Aus  der  identischen  Gleichung 

ß^  = 1 / 1 . 1 \ 

a2  + 02a;2  2i  \ßx  — ia  ßx4-ia/ 


erhält  man  nach  derselben  Methode 


15) 

öchlömilcb,  Analysis.  L 


cos£(m  -1-  1)  arctan 

(«» + ß*x*)T<m  + l> 
18 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  « = [i  = 1,  m — n — 1 und 
berücksichtigt,  dass 

Z)"-1  ( — l — -)  = Da  arctan  x’ 

VI  + **/  • 

ist,  so  kommt  man  auf  dasselbe  Resultat  zurück,  welches  in  §.  14,  . 
Nro.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Verfahren  gefunden  wurde. 


§.  59. 

Potenzenreihen  mit  imaginären  Variabelen. 


Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

1)  i'(r=|)  = b + §**  + !**  + 

2)  arctany  — * y — \ y3  + j;#4  — 

— l<a;  < + l,  -lCK  + 1, 

so  fallt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Reihe  mit  der  zweiten  identisch 
werden  würde,  wenn  man  ihr  den  Zeichen  Wechsel  zu  verschaffen 
wüsste.  Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  x = iy;  die  linke 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 
/ 1 4-  i u\ 

Kr —y)  = iarctany' 

wobei  1 1 als  eindeutig  = 0 vorausgesetzt  wird ; die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1)  geht  über  in  ■ 

*(i!/  — $!t3  + ä»6  — ). 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,  ist 

eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,  weil  die  Formel  1)- 

nur  für  reelle  x bewiesen  wurde.  Die  Gleichung  2)  zeigt  nun,  dass 

in  der  That  die  Gleichung  1)  für  x — iy  ihre  Gültigkeit  behält. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

x . 1 x*  . 1 . 3 x5  , 

arcstnx  = — + + , 


iöf  + Vi+y*)  = -f- 


JLil  , i_j»  ii 
2 3 + 2 . 4 5 


- 1 <:  * < + i , + 

deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann,  der  in  §.  47 
zur  Entwickelung  der  Reihe  für  arcsin- x eingeschlagen  wurde;  auch 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  x — iy  die  erste  Reihe  in  die 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  arcsin  x für  ima- 
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ginäre  x richtig. bleibt,  wenn  deren  Modulus  die  Einheit  .nicht  über- 
schreitet. 

Behufs  einer  dritten  Anwendung  gehen  wir  von  dem  leicht  be- 
weisbaren Satze  aus,  dass  ein  Product  von  der  Form 

(1  + +Ä2a:)(l  -f  a3«) , 

völlig  entwickelt,  zu  einer  Potenzenreihe 

1 -f-  Ci  X -f-  C-2  X1  -f-  C3  X3  -(-■•••••  • 

führt,  worin 

Ct  = Ki  + ®s  4~  «3  4*  a*  +••••» 

C3  — a3  ct3  + «3  4~  tti  a4  4~  • • • 

+ a8«3  + «2«4  + • • • 

4-  ß3ß4  4“  • • • •» 

U.  S.  W. 

und  überhaupt  jeder  Coefficient  nach  einem  bekannten  combinatori- 
schen  Gesetze  gebildet  ist.  Demzufolge  hat  man  z.  B. 

.-fL.)  ...... 

3*W 

'=  1 4-  c\x  4-  c*x*  4-  c3x*  4- 

und  für  den  ersten  Coefficienten 

Gi  = h + b + •") 

und  nach  §.  50,  S.  243 

• . . /*=*•  ; 

Auch  die  übrigen  Coefficienten  sind  leicht  zu  bestimmen;  setzt 

man  nämlich  x — — z'1  und  multiplicirt  beide  Seiten  der  Gleichung 

3)  mit  e,  so  erhält  man 

\ l*jr*/\  22W  \ 32W 

= e — C \e»  4-  C3*5  — C3e‘!  4- 

und  hier  ist  die  linke  Seite  identisch  mit  sinz  (§.  49  Formel  16), 
mithin  muss  die  rechte  Seite  mit  der  Sinusreiho  übereinstimmen, 
woraus  folgt 

— - — ” , Oa  — - — ~ ~ , etc. 


3>  ‘ (I+ro)(1-+^)(1 


C,—  1.2.3’  — 1.2...5’ 

Aus  Formel  3)  wird  jetzt 

0+rö)0+iS.)(> 

= 1 4- 


1 

1.2.. 

*♦ 

\ r 

JLV .. 


Z2 


XJ 


J Z J Z 1 . . 

1.2.3  r 1.2. ..5  T 1.2... 7 ^ 

18» 
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und  zwar,  gilt  dies  für  alle  reellen  x.  Setzt  man  x t=  -f-  und 
multiplicirt  beiderseits  mit  y,  so  geht  die  Reihe  über  in 


. y + 


y 


+ — -v— - + — ^ — + 
2.3  ^ 1 .2...  5 ^ 1 .2... 7 ^ 


y1 


C»- 


e~* 


und  man  hat  daher  die  Gleichung 
cf  — e~» 


« ^=5= — 0 0 +5&)  0 +ää%) 

welche  zeigt,,  dass  das  unendliche  Product  für  sin  z auch  in  dem  Falle 
richtig  bleibt,  wo  z durch  die  imaginäre  Variabele  iy  ersetzt  wird. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen 
4 4 4 


«l  = 


«3  = 


“»  = 5^’  6tC-; 


l*re*’  "J  3're*  ’ 
man  gelangt  nämlich  zu  der  Formel 

c»  + e'_f,  , 4y»W  4 t/»  \ , 4 ?/»  \ * 

2 \X  l*rey  \ "^3**V  \ +5*«V 

welche  beweist,  dass  das  unendliche  Product  für  cos«  auch  im  Falle 
» = iy  richtig  bleibt. 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  nämlichen  Transforma- 
tionen anwendbar,  welche  in  §.  50  mit  den  unendlichen  Producten 
für  sinz  und  cos  z ausgeführt  wurden.  Nimmt  man  zuerst  die  Lo- 
garithmen und  difl'erenzirt  nachher  in  Beziehung  auf  y,  so  erhält  man 

6) 


_1_ 

y 


= -=-  + 


2 y 


(i*)s  + y* 


+ 


7) 


8) 


9) 


2 y 


+ 


e»  — e~» 

2 y 

(2  n)*  + y* 
ef  — c-f 
e * -f  e~* 

*y  + 


+ 


2«/ 


(3  *)*  + y* 


+ 


2 y 


a*)*+»*  d^)3+i/s 


+ 


2 y 


(i  *)3  4-  y* 


re 


+ 


er  — g— r 

2 y 

(2«)J+y* 

2 

C»  +e“i' 
3re 


2y 


(3  re)2  y 


öre 


1 + 


G*)*  + y3  (I*)2  + ^n  G*)*  + y2 
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dieselben  Resultate  ergeben  sich  aus  den  Formeln  3),  4),  6)  und  7) 
des  §.  50  durch  Substitutition  von  e — iy. 

Verwandelt  man  ferner  die  soeben  gefundenen  Reihen  in  Poten- 
zenreihen, so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

io)  ey  + e~r 

ey  — e~y 

. ~ y ^ 1.2  y 1.2..4J/"*'l.2..6y  “ ‘ 

— n < V < + *, 

e » — e~y 


11) 


22(2'J — 1)R, 

1.2 


y — 


c y + e~y 

2<(2<  — 1)R, 


y3  4- 


12) 


1.2. .4  J ' 1.2... 6 

* %n  y <C  “I“  ä*’ 

2 


26(26_  1)^5 

y ■ ’i 


e»  — e-», 

2(2l. — l)B,  , 2 (23  — 1)2?3 

-2/  + , o -7—y 


1.2 


13) 


1.2. .4 
— JT  y <d  -f-  7C  , 
2 


e*  + e- 


=±  1 - 

1.2y  ^ 1 .2. .4 


J/4  - 


.6 


2(2»-  1)3, 

1.2.. 


+ 


*/6+- 


1.2. 

— |«  < y < + 1^; 

darin  bedeuten  B\,  J9, , 2?5  etc.  die  Bernoulli’schen  Zahlen,  r2,  t4, 
rs  etc.  die  Secantencoefficienten. 

Man  ersieht  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
meln 29),  30),  31)  und  24)  in  §.50  auch  für  z = iy  richtig  bleiben, 
wenn  y auf  dasselbe  Intervall  wie  e beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
es  nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mac-Laurin  auf 
complexe  Variabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
unter  denen  die  Gleichung 

. f(x  + iy) 

, f'\ 0) 

1 


: /(o)  + (*  4-  iy)  + (*  + W + 


1.2 

gültig  ist ; diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen. 
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Cap.  IX. 


Die  Zerlegung  rationaler  algebraischer  Functionen  in 
Factoren  und  Partialbriiche. 


§.  60. 

Der  Fundamentalsatz  der  Lehre  von  den  algebraischen 
Gleichungen. 


Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt,  dass  Gleichungen  der 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  complexe  Wurzeln 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  daher 
die  Frage  nahe,  oh  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleich- 
falls stattfindet.  Die  Theorie  der  • imaginären  Zahlen  macht  eine 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  möglich,  welcher  wir  nur  eine 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  c(l , r, , r.j , . . . c„"  gegeben 
ist  und  die  Zahl  <]  grösser  als  jeder  der  Quotienten 

Cj-M  c*  + ä _ rn 

ct  ct  + 1 ’ i 

gewählt  wird,  so  kann  man  aus  den  Ungleichungen 


3 > 


Ct  + i 

Ct  ' 


3 > 


C*  + 1 


leicht  die  folgenden  ableiten 


3 > 


Cn 

Cn-  1 


c*  + i<c*3i  C1  + J < c*  + 3 < , . . . 

diese  führen  noch  zu 

C*  + 1JOt  + I -f • C*  + jM*  + S -J-  • • ■ • -|- 

< ctwk(qw  4-  S*«»2  4- 4-  qnwn), 
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worin  w eine  beliebige  positive  Variabele  bezeichnet, 
letztere  , so  wird  gw  <~%  | und 


Wählt  man 


qto  4-  q2w2  -{-••'  + a"*o" 

< 5 + (p2  + + • • • • in  inf.» 

wobei  die  Summe  rechter  Hand  = 1 ist.  Die  nunmehrige  Unglei- 
chung 

c* w*  >>  ct  + 1tot  + l -f-  ei  + 2«e*  + '2  4 • • • • -f-  c„wn 
enthält  folgenden  Satz:  in  der  aus  positiven  Grössen  bestehenden 
Reihe 

c0  -|-  c,w  + cäw2  -f 4 c„w" 


lässt  sich  to  immer  so  klein  wählen,  dass  irgend  ein  Term  ct  wk  mehr 
beträgt  als  die  Summe  aller  nachherigen  Glieder.  — Sind  die  Glie- 
der theils  positiv  theils  negativ,  so  kann  mau  sie  auf  ihre  absoluten 
Werthe  reduciren  und  dann  bleibt  die  Schlussweise  dieselbe.  Man 
ersieht  hieraus,  dass  bei  hinreichend  kleinen  w das  Vorzeichen  der 
Summe 


ctw * -f  0*  + !«’*  + ' 4-  • • • • 4-  e„wn 
mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt. 

Wir  betrachten  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 

1)  /(*)  = ««  4-  «i*  + «j*1  4-  ' • ’ 4 anXn, 

welchen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  «ten  Grades 
zu  nennen  pflegt.  Setzt  man  für  x die  beliebige  complexe  Zahl 
w 4 *f>  so  stellt  sich  f(x)  = f(u  -(-  iv)  unter  die  Form  ilf  4 *7Vi 
wo  M und  N ganze  rationale  Functionen  von  tt  und  v sind.  Die 
Norm  von  M 4*  iN,  d.  h.  der  Ausdruck  M2  4 W2,  kann,  wie  leicht 
zu  sehen  ist,  beliebig  gross  gemacht  werden,  wenn  man  w oder  v 
oder  u und  v zugleich  in’s  Unendliche  wachsen  lässt;  dagegen  kann 
Jf1  4"  niemals  negativ  werden,  und  folglich  hat  dieser  Ausdruck 
ein  Minimum,  welches  entweder  = 0 oder  ]>  0 ist.  Welcher  von 
diesen  Fällen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  M2  4 N2  selber  bezeich- 
net werden  soll  und  u 4 der  complexe  Werth  von  x sein  möge, 
für  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

Es  bedeute  q eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
tu  eine  beliebige  reelle  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  1)  x ■=  u 4 2 V 
4 QW  gesetzt;  man  erhält  dann  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2)  f(u  4 iv  4 qw)  = r 4 * Q, 

dessen  Norm  P2  4 ist.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 
zen von  Qto  ordnen,  indem  man  u 4 4 Qw  ah  ein  aus  u 4 tv 
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und  (jw  bestehendes  Binom  ansieht  und  dem  entsprechend  die  Poten- 
zen von  u -f-  i v -j-  pic  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Gestalt 

f(u  -f  iv  + pw)  — M iN  - (-  (jil,  -(-  «Vi)pw  4*  * * • • 

• • • • 4-  (Mn  4-  iNn)  p"  wn, 

worin  M,  N die  vorige  Bedeutung  haben,  und  Mi,  Ni , M< , 2V., 
• . . M„,  N„  rationale  Functionen  von  « und  v sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
Mi  und  Nk  die  ersten  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Functionen 
bedeuten;  es  ist  dann  » 

3)  f(u  4-  iv  4~  p w)  . 

= M-\-  4-  (Mi  4-  iNt)  gtwt  H -f  (Mn  4-  i 2V„)  p"w”. 

Für  Q , welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wurde,  lassen  sich 
vier  verschiedene  Wahlen  treffen,  nämlich 

J_  J_  l_  l_ 

P =(+!)*.  P = (-!)*,  P = (4-0*.  9 = (-«■)*. 

welchen  die  Werthe 

p*  = 4-  i . p*  — — i , p*  = 4-  *.  p * = — » 

entsprechen;  bezeichnet  demnach  £ eine  reelle  (positive  oder  nega- 
tive) Einheit,  so  kann  einerseits-  p*  — e,  mithin 
/(»  4 «»  + pw) 

= M 4-  f Mtw*  4- 4-  »(JV4-  eNtwk  -)-•••  •), 

andererseits  p*  = ti,  folglich 

/(« -|-*t>4-  pw) 

= M — eNkw*  4- 4-  t(JV 4-  tMtw*  4-  • • •) 

gemacht  werden.  Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind  für  die  ge- 
nannten Fälle 

P2  4-  Q2  = AP  4-  N*  4-  2 E(MMt  4-  NNt)w*  4- 

P2  4-  Q2  = Jtf*  4-  N*  4-  2f (NMt  — MNi)u> * 4- , 

demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

P2  4-  Q*  — (M%  4-.  N*)  = 2 s(MMk.  4-  NNk)w * 4- 

als 

P2  4-  Q*  — (M*  4-  2V2)  = 2 £ (NMk  — MNt)wl  4- 

zu  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  tc  hat  jede  der  Summen  rechter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied,  man  kann  daher  jene 
Summen  negativ  werden  lassen,  indem  man  dem  E das  hierzu  erfor- 
derliche Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
Voraussetzung,  dass  M2 N2,  das  Minimum  der  Norm  alsoP2  4" 
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— (Jf*  + N*)  positiv  sein  soll,  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
dann  auf,  wenn  gleichzeitig 

MMk  + NNt  = 0,  NMk  — MNt  = 0 
ist.  Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 
(M,}  + W)  (M*t  + Nf)  = 0, 

und  da  Af*  -1-  N*  nicht  = 0 ist , so  muss  1P  + iVJ  — 0 , d.  h. 
M — 0,  N = 0,  mithin  auch  f(u  -|-  *'*’)  — 0 sein.  Demnach 
existirt  immer  wenigstens  ein  complexer  Werth  x=u-\-iv, 
für  welchen  die  ganze  Function  f(x)  verschwindet. 

Bezeichnet  rx  einen  complexen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
ist  f(rx)  = JO , mithin 

/(*)  = /(*)  — /(n) 

= «i  (x  — fi)  + as(zJ  — r,*)  4*  • • • + an(x"  — r*);' 

jeder  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Parentheseninhalt  lässt  sich 
durch  x — rx  ohne  Rest  dividiren,  und  daher  hat  man  auch 

/(x)  = (x  — n)  K + a-i  (x  4-  n)  4-  aä  (x1 4-  in  + rj)  4-  • • • 
...  4-  «„(*"-*  +••••  + rj-1)] 

= (*  — n)  [«i  4-  «an  4-  «W  4-  • • • 4-  «n»-”-1 
4"  Oh  4“  «3yi  «fi»-”  2)  z 

4- 4-  «s*”-1] 

oder  unter  Benützung  leicht  verständlicher  Abkürzungen 

f(x)  = {x  — r,)  (b0  + bx  x 4- 4-  b^a:"-1). 

Der  zweite  Factor  rechter  Hand  ist  eine  ganze  Function 
(»  — l)ten  Grades,  die  wir  mit  fx  (x)  bezeichnen  wollen,  so  dass 
f(x)  = (x  — r,)  f\(x). 

Von  der  Function  f (x)  gilt  nun  wieder  der  Satz,  dass  sie  für 
einen  gewissen  Werth  x = r3  verschwinden  muss;  hieraus  folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

■fi  (4)  ==  (* — n)  ft  (4), 

wo  /j  (#)  eine  ganze  Function  (n  — 2)ten  Grades  bedeutet.  Auf  die- 
sem Wege  fortgehend,  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung 
/„_]  (x)  = (x  — rn)  f„  (x) 

und  darin  ist  /„  (x)  vom  Grade  n — n = 0,  d.  h.  eine  Constante  G. 
Durch  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhält  man 
f{x)  = aHx * -f  an-ixn~l  4-  • • • 4-  ox  x -(-  a0 
= Cix  — u)  {x  — ra)  ....  ix  — rH), 
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worin  C = a„  sein  muss,  wie  man  u.  A.  auf  di'e  Weise, erkennt,  dass 
man  Leide  Seiten  durch  x"  dividirt  und  nachher  x in's  Unendliche 
wachsen  lässt.  Die  Gleichung 

4)  f(x)  — an  (x  — r,)  (x  — rt)  ...  (x  — r„) 

zeigt,  dass  /(x)  jedesmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x eiuen 
der  \\  erthe  r, , r2,  . . . r„  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jede 
algebraische  Gleichung  «ten  Grades  [/(x)  — 0]  hat  n Wur- 
zeln *). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  zur  nähe- 
rungsweisen Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  weil 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  ande- 
rerseits, weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  für 
algebraische. 

Um  eineri  reellen  Werth  von  x zu  finden,  welcher  die  Gleichung 
fix)  = 0 

befriedigt,  suche  man  zunächst  zwei  Näherungswert  he  xr  und  xa  der 
Art,  dass  die  Functionen  /(x),  /'(x),  /"(x)  endlich  und  stetig  bleiben 
von  x = X]  bis  x=  xa,  und  dass  f(xt ) und  /(x2)  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben.  Denkt  inan  sich  x,  und  y,  = f(x ,)  sowie  xa  und  y2 
= /(xa)  als  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten der  Abscissenaclise  liegender  Curvenpunkte  1\  und  Pa,  wobei  OM1 
= xu  M1P1  = y, , UM.2  — xä,  Ma P2  — y2  sein  möge,  so  wird  die 
Curve,  deren  Gleichung  y.  = /(x)  ist,  die  Abscissenachse  zwischen  Mt 
und  il/2  in  einem  Punkte  M schneiden,  dessen  Abscisse  OM  das  ge- 
suchte x darstellt;  auch  existirt  nur  ein  solcher  Durchschnitt,  wenn 
die  Curve  von  P,  bis  P2  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwährend 
fällt,  d.  h.  wenn  f'(x)  innerhalb  des  Intervalles  x = xa  bis  x = xa  sein 
Vorzeichen  behält.  Setzen  wir  noch  voraus,  dass  f"(x)  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  gleichfalls  keinen  Zeichenwechsel  erleide,  so  sind 
hinsichtlich  des  Verlaufs  der  Curve  von  I\  bis  P2  nur  vier  Möglichkei- 
ten vorhanden : die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  oder 
sie  fallt  mit  concaver  Krümmung,  oder  sie  lallt  convex  oder  steigt  con- 
cav.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  /'(x)  und  /"(x)  gleiche  Vor- 
zeichen; wir  ziehen  dann  die  Sehne  PiPa,  welche  die  Abscissenachse 
im  Punkte  S schneiden  möge,  legen  an  Pa  die  Tangente  PaP2,  und 
haben  in  beiden  Fällen 


d.  i. 
A) 


OS  < OM  < OT, 


Xj(x2)  — x2/(x,)  _ /(Xj) 

/(xj  -/(Xi)  < < a /'(x2). 

Im  dritten  und  vierten  Falle  Bind  /'(x)  und  /"(x)  von  entgegenge- 
setzten Vorzeichen;  wir  legen  dann  an  P,  die  Tangente  Pa  1\ , ziehen 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 


d.  i. 
B) 


OTj  < OM  < OS 

f(x i)  ^ „ x,  /(x2)  — x2/(xt) 

/'(X,)  " ' /(xa)  — /(X,) 
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. von  den  algebraischen  Gleichungen. 

Wenn  die  Coefficienten  a0 , «i , • ■ . a„  reell  sind  und  x — 
u -f-  iv  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  — 0 bedeutet, 
so  genügt  dieser  Gleichung  auch  der  conjugirte  complexe  Werth 
x = u — iv,  wie  man  aus  den  über  f(u  -f-  iv  9 w)  Angestellten 
Betrachtungen  leicht  erkennen  wird;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paarweis  vor.  Ist  nun  z.  B.  T\  = A + *,“■  und  die 
conjugirte  Wurzel  r2  = A — i fl,  so  können  die  beiden  complexen 
Factoren  x — rx  und  x — r2  zusammengezogen  werden  und  liefern 
den  reellen  quadratischen  Factor 

(*  — A — j»  (x—  A + ffi)  = (x — A)*  + (t?. 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  in  rteelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Als  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f{x)  — xn — 1 dienen, 
wobei  die  Wurzeln  der  Gleichung  x" — 1=0  aus  §.  54  bekannt 
sind.  Man  erhält  für  gerade  n: 

5)  x"^  1 

=.(x — !)  (* +•  l)^x3 — 2x  cos~~  + (%* — 2 xeos^p  + 1^*  • • • 

* (xS  — 2aJ  cös  -fr  i)  , 

dagegen  für  ungerade  »: 

6)  xn  — 1 

= (x — 1)  ^x3  — 2xeos  4- 1^  ^x3#  — 2 x cos ~~~  f 1 

• ■ • (x3  — 2 x cos  4~  1^  • 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  x"  4-  1=0  gelangt  man  zu 
analogen  Resultaten;  es  ist  nämlich  für  gerade  n: 

7)  x»4  1 . 

x3  — 2 xeos  — 4*  1 ) (x3  — 2 xeos^-  4-  1 
n / \ n 

• ■ • ^x3  — 2 x cos  n~~~  + > 


Wenn  demnach  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem  f'(x)  und  f"(x)  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
oder  B)  neue  und  zwar  genauere  Näherungswerthe. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren- 
zen, zwischen  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng  ziehen.  . 
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und  für  ungerade  n: 

8)  1 

= (x  -f  1)  (x*  — 2 xcos  ~ -(-  1^)  ^ ' x 5 — 2*cos  • ■ • • 

. ....^-2xcos^^  + l). 

Diese  vierSätzo  gestatten  eine  geometrische  Interpretation,  wenn 
man  einen  mit  dem  Radius  = 1 beschriebenen  Kreis  in  2»  gleiche 
Theile  theilt  und  die  Theilpunkto  mit  einem  festen  Punkte  verbin- 
det, .welcher  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehenden 
Durchmesser  um  x vom  Centrum  entfernt  liegt. 


§•61. 

Die  Zerlegung  ächt  gebrochener  Functionen. 


Unter  einer  gebrochenen  rationalen  algebraischen  Function 

/(*) 


versteht  man  einen  Bruch 


F(x) 


dessen  Zähler  und  Nenner  ganze 


Functionen  sind;  sie  heisst  acht  gebrochen,  wenn  der  Nenner  von 
höherem  Grade  als  der  Zähler  ist,  im  Gegenfalle  nennt  man  sie 
unächt  gebrochen.  Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann  man 
mit  dem  Nenner  so  lange  in  den  Zähler  dividiren,  bis  ein  ächt  ge- 
brochener Rest  zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  jede  unächt  gebro- 
chene Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  ächt 
gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe  mehrerer  ächt  gebrochenen  Functionen  ist  wieder 
eine  ächt  gebrochene  Function,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  das 
Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  därstellt,  z.  B. 

3 . 2 z 5x2  — 2 x + 3 


+ 


X2  — 1 (iS  — 1)  ( X 1 + 1) 


man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  um- 
gekehrt wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  ächt  gebrochene 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Par- 
tialbrüche, zu  zerlegen.  Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir  uns 
vorerst  den  Nenner  F(x ) in  Factoren  zerlegt,  etwa 


F(x)  — C(x  — rj)  (*— r2)  ....  (*  — »•„) 

und  nehmen  C — 1,  worin  keine  wesentliche  Beschränkung  liegt, 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochenen 
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Function  durch  den  Coefficienten  der  höchsten  im  Nenner  verkom- 
menden Potenz  dividiren  kann.  .Da  möglicherweise  mehrere  der 
Wurzeln  rt , rit  . . . rn  gleich  sein  können,  so  wollen  wir  annehmen, 
es  seien  vorhanden  a Wurzeln  jede  = o,  ß Wurzeln  jede  = b u.  s.  w.; 
es  ist  dann 


1)  F(x)  = (x  — a)a  (x  — b)ß  (x  — c)r  ...  (x  — Je)* , 
« + 0 + Z + --  --I-*  — » 


und  die  Grössen  a,  b,  c,  . . . Je  sind  jetzt  sämmtlich  verschieden.  Der 
Zähler  der  gegebenen  Function  heisse  /(r);  sein  Grad  Ist  n. 

■Für  den  Augenblick  sei 


2) 

mithin 

3) 

ferner 

4) 


0(x)  = (x  — b)ß  (x  — c)V  ....  (x  — Je)*, 
F(x)  = (x — a)a  0{x), 


A = 


m 

0(a)  ’ 


fi  (*)  ---- 


fix)  — i$(i) 


x — a 


es  gilt  dann,  wie  durch  Substitution  der  Werthe  von  A und  f (x) 
sogleich  geprüft  werden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 


5) 


/(*) 


+ 


fi  (x) 


(x  — a)a0(x)  (x  — «)“  (x  — a)u~l0(x) 


und  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Bemerkungen.  Da  0(x) 
den  Factor  x — a nicht  enthält,  so  ist  0(a)  von  Null  verschieden, 
mithin  A eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Ferner  hat  man.  zufolge 
des  Werthes  von  A 


* 


M*)  = 


/(«)  - »w 

x — a 


der  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  x und  verschwindet  für  x = o;  eben  desswegen  lässt  sich 
diese  Function  ohne  Rest  durch  x — a dividiren  und  folglich  ist 
der  Quotient,  d.  h.  f (x)  eine  ganze  Function  .von  x.  In  der  Glei- 
chung B)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
acht  gebrochene  Function  in  zwei  ächt  gebrochene  Functionen  zer- 
legt werden  kann,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie 
die  Urfunction,  während  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  eine 
Einheit  niedriger  ist.  Indem  man  dasselbe  Theorem  wieder  auf  die 
zweite  Function  rechter  Hand  anwendet,  erhält  man 
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m 

(x  — «)"  *£(/) 

A'  Ax  /,(*) 

( x — «)"  ' (x — a)"_  1 (x — a)'! &(r)  ’ 


, _/,(«) 
"I  — » 


/.(*)  - 


Mx)-At*(x) 


0(«)  ’ - - . . x — a 

es  erhellt  augenblicklich,  wie  dieses  Verfahren  fortgesetzt  werden 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  muss : 

/(*)  _ A 4, 

(x  — a)K  <i>(x)  (x  — a)u  ( x — a ),:  1 

, •‘‘bt  — 1 i fn  (x) 

• • • ■ + - — r + 


6) 


x — a <I*(x) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

W(x)  = (x  — c)y  ....  (x  — k)x, 
so  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

f«(x)  _ fJx) 

®(x)  ~ (x  — by  'F{x)  ’ 

mit  dieser  acht  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselben 
Umwandlungen  vornehmen  wie  in  Nro.  6)  und  indem  man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleichung 


V) 


/(*)  __  A A , A,t- 1 

F(x)  (x — a)a  (x — o)K~'  x — a 

i B , B\  i i Bfi-t 

'r  (x—  b)!>  T (x  — bjt-1  ^ ' x — b 

+ : • • 

i R i i_  i Kx-i 

^ (x  — k)x  ^ (x—  Jfc)*-»  _r . _r  x—k 


Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegung 
ficht  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  auf 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  A,  Ai,  • • . Att—\,  B,  Bx  etc. 
an.  Diese  würden  sich  zwar  bei  wirklicher  Ausführung  der  vorhin 
angedeuteten  Operationen  unmittelbar  finden,  doch  ist  dieses  Ver- 
fahren so  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt. 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  offenbar,  allen  auf  der  rech- 
ten Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  Nenner 
(x  — a)“(x — b)f*...(x — k)x—F{x)  zu  verschaffen  und  dann  die  Zähler 
zu  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  /(x)  und  dem  rechts  zum 
Vorschein  kommenden  Zähler  ist  aber  nur  möglich,  wenn  beiderseits 
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gleich  hohe  Potenzen  von  x gleiche  Coefficienten  besitzen;  man  er- 
hält damit  a -{-  ft  • 4~  y,  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 

stimmung der  eben  so  viel  Unbekannten. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  von 
93;*  — 3z  8 
z3  x*  — x 1 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x3  — x2  — x -{-  1 eind  x=-f-  1, 
x = -f-  1 , x = — 1,  daher  ist  x3  — x2  — x -f-  1 = (x  — l)2 
(x  -(-  1)  und 

9x2  — 3x  4-  8 _ 9x2  — 3x  + 8 

x3  — x2  — x 1 (x  — l)2  (x  + 1) 

= 4_  A'  , B . 

(x  — l)2  X — 1 X -f-  1 

Nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  (x — l)2  (x  -f- 1)  hat  man 
die  beiden  Zähler 

9x2  — 3x  + 8 

= (-4,  + B)  x2  4-  (A  - 2 S)  x + (A  - Ax  + Ii\ 

deren  Identität  folgende  drei  Gleichungen  liefert 

-|-  ü • — 9,  A — 2 B z-~  — 3,  A — A j li  — 8 ; 
man  findet  hieraus  A = 7 , At  — 4 , /j  5,  mithin 
9x2  — 3x-f-8  _ 7 , 4 j 5 

xJ  — x2  — x 1 (*  — l)2  x — 1 x '4-  1 

Bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Partialbrüchen  würde  auch  die- 
ses Verfahren  sehr  weitläufig  werden;  wir  wollen  daher  noch  andere 
Methoden  zeigen. 


§.  62. 

Die  Zähler  der  Partialbrüche. 

Zunächst  mag  der  einfache  Fall  betrachtet  werden,  wo  a 
= y = • • • = X = 1 ist,  also  der  Nenner 
1)  F(x)  = (x  — a)  (x  — b)  (x  — c)  ....  (x  — Je) 

keine  gleichen  Factoren  enthält;  die  Gleichung  12)  lautet  jetzt 

/<*)  A B C K 


= ß 


2) 


+ 


4- 


F(x)  x — a x — b ' x — c 
Wir  bringen  dieselbe  auf  die  kurze  Form 


+ 
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3) 

<rO) 

wo  "rf.-  •• 

<t(x) 

mithin 


/O)  A , 

F(x)  x — a Ö>(x)  ’ 
die  Summe  aller  übrigen  Partialbrüche  bezeichnet  und 
<Z>(x)  = (x  — 6)  (x  — c)  . . . (x  — k), 


4)  F(x)  = (x  — «)  <2>(x) 

ist.  Durch  Multiplication  der  Gleichungen  3)  und  4)  erhalten  wir 
/(x)  — A <P(x)  + (x—  a)  qi(x) 

und  für  x = a 


/(a)  = A<t>(a)  oder  A — 


m 
<*>(«) ' 


Um  aus  dieser  Gleichung,  welche  mit  Nro.  4)  des  vorigen  Para- 
graphen ühereinstimmt,  <!>(«)  zu  entfernen,  differenziren  wir  die  Glei- 
chung 4),  wodurch  entsteht 

F'(x)  = (x—  a)  ®'(x)  -1-  <f>(x), 
und  nehmen  auch  hier  x — a;  dies  giebt 
F'(a)  = <T>(a), 


mithin  nach  dem  Vorigen 

6) 


Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  ganz  analog 
gestalten  und  es  ist  daher 

m c_  m m 


6) 


B = 


F'(b) 


F'(c) 


K — 


F\k) 


Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 
x3  — 7 

x3  + 2x2  — 5x — 6 


Der  Nenner  desselben  verschwindet  für  x — — 1 , x = -f-  2, 
x — — 3 und  ist  daher  = (x  -(-  1)  (x  — 2)  (x  + 3) ; die  Zerlegung 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

x3  — 7 A B C 

x3  + 2x3  — 6x  — 6 x+1  ' x — 2 x-|-3 

Hier  ist  a = — 1,6=  -f-  2,  c — — 3, 

/(x)  = x3— 7,  F'(x)  = 3x3  4*  4x  — 5, 


A = 


/(-l) 

F'(-l) 
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Tt  = 


C = 


F'(- f 2) 

/(-  3) 


+ 15 
+ 2 


l 

S» 


'+  1. 


F'(—  3)  ~ + 10 
und  daher  zerlegt  sich  der  betrachtete  Bruch  wie  folgt 
s»  — 7 1 ^ 1 

5 


**+2as*— 5x— 6 x + 1 5z  — 2+5  * + 3 

Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren  bleibt  im  Wesent- 
lichen ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  a,  b,  C,  ...  k 
eomplex  sind,  denn  die  vorgenommenen  Rechnungsoperationen  gelten 
ganz  gleichförmig  für  reelle  und  complexe  Zahlen-.  Will  man  aber 
den  Uebelstand  vermeiden , dass  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 2)  imaginäre  Grössen  Vorkommen,  so  braucht  man  nur  je 
zwei  solche  Partialbrüche  zu  vereinigen,  deren  Nenner  je  zwei  con- 
jugirte  complexe  Wurzeln  enthalten.-  Um  dies  näher  zu  erläutern, 
wollen  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(x)  — 0 habe  nur 
zwei  complexe  Wurzeln;  diese  sind  dann  einander  conjugirt  und  von 
den  Formen 

a — p + j q , b = p — iq. 

Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 

, fjx)  _ A Y B_  . C 

’ F(x)  x 

und  darin  ist 


-p  — iq  ' x — p iq  ^ x — c 


. + ...+ 


K 


A = 


f(p-\-iq) 


B = 


f(p-'i  a) 


F'(p  + iq)  ~ F'{p-iq) 

Die  vollständige  "Entwickelung  von  A führt  zu  einem  Werthe 
von  complexer  Form  etwa 

A = M + iN, 

da  sich  aber  A und  B .nur  in  dem  Vorzeichen  von  i unterscheiden, 
so  muss  B den  conjugirten  Werth 

B = M — iN 

besitzen.  In  Nro.  7)  lassen  sich  jetzt  die  beiden  ersten  Partialbrüche 
zusammenziehen;  der  gemeinschaftliche  Nenner  wird  (x — p)-  + q2, 
im  Zähler  kann  man  zur  Abkürzung 

2M=P,  — 2 (Mp  + Nq)  = Q 

setzen  und  erhält  dann 

/(«)  __  **+Q  , G . . K 

F{x)  (x—p)2  + q2^x  — c 


8) 


+ 


+ 


Schlömllch,  Analysis.  I. 


x — k 
19 
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Dio  beiden , zu  conjugirtcn  Wurzeln  gehörigen  imaginären  Par- 
tialbrüche liefern  also  zusammen  einen  reellen  Partialbruch  mit  qua- 
dratischem Nenner.  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  Jedes  Paar 
von  Partialbrüchen,  welches  von  einem  Paare  conjugirter  Wurzeln 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

7x  — 3 

x3  — 3xs  -f  x -f  5 ' 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x3  — 3xJ  + x + 5 sind  x — 
2 + i,  x — 2 — i,  x — — 1 , mithin  wird  die  Zerlegung 
7 x — 3 _ A , B C 

x3  — 3 x2  + x -)-  5 x — 2 — * x — 2 + i,  x + 1 
Hier  ist 


a = 

2 + i 

• 

b — 2 - 

- i 

i.  c = — 1 

/(*)  = 

- 7 x — 

3 

» 

~F'(x) 

= 

3xJ  — Gx  + ; 

A = 

/( 2 

+ 

0 

+ 11 

- 

+ 

F\ 2 

+ 

0 

+ 

6 i a 

B- 

/(  2 
F\ 2 

— 

0 

0 

. + 11 

— 2 

— 

— — 1 \--2i 
6»“*  + 

/(-l)  -10 


F'( — 1)  +10 


folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7 x — 3 _ 1—2  i | + 2» 1_ 

x3  — 3xJ  + x+5~~x — 2 — i x — 2 + t x + 1 
d.  i.  bei  Znsammenziehung  der  beiden  ersten  Partialbrüche 
7x  — 3 x + 2 __  1 

x3 — 3xJ  + x + 5 x‘l — ,4x  + 5 x + 1 


Als  zweites  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 
xm~~l 
xn — 1 ’ 

worin  m und  n m — 1 positive  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen. 

7t 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  — — ■O , so  hat  die  Gleichung  x"  — 1 

= 0 bei  geraden  » die  beiden  reellen  Wurzeln 
x = + 1 , x = — 1 

und  n — 2 complexe  Wurzeln,  welche  aus  den  Formeln 

x = cos  h + isin  Mt,  x = cos  h & — isinhd ■ 
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dadurch  erhalten  werden,  dass  man  h 
Nun  ist  im  vorliegenden  Falle 

/(*)  — xm~ *,  F(x ) = xn  — .1 , F'(x)  — nx"~l-, 

die  beiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  Partialbrüche 

1 1 (— 1)" 1_ 

n x — 1 ’ n *+1 

Ferner  giebt  die  Wurzel  x = cos h 4 -)-  i sinh 9 einen  Partial- 
bruch, dessen  Zähler  ist 

^ (cos h ft  4-  isin  hft)m~1  cosh(m  — »)ft  -f-  i$inh(m — «)ft 

m ( cosh  ft  -4 -isinh  ft)'*  “ 1 n 

wobei  der  Moivre’sche  Satz  benutzt  wurde.  Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  »ft  = ST  und  h eine  gerade  Zahl  ist,  erhält  man  ein- 
facher 

cos  hm  9 4-  i sinh  in  & 

E — ; 

n 

die  Wurzel  * — cOs  h ft  -f-  isinh  ft  giebt  also  den  Partialbruch 
1 cos  h m ft  i sin  h m ft 

n x — (cos  h ft  4-  * sin  h ft) 

Der  conjugirten  W urzel  * = cos  h ft  — i sin  h ft  entspricht  der 
conjugirte  Partialbruch 

1 coshmd ■ — f sin  hm  ft 
n x — (cos  h ft  — i sin  h ft)  ’ 

beide  Partialbrüche,  zusammen  liefern  den  reellen  Bruch 

2 (r  — cos  h ft)  cos  h m ft  — sin  h ft  sin  h ni  ft 

10)  - 

’ n x * — 2*cos/»ft-f-l 

dessen  Zähler  sich  noch  etwas  reduciren  lässt,  was  aber  späterer  An- 
wendungen wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhält  nun  die  gesuchte 
Zerlegung,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebenen  Brüche  nebst  den 
Brüchen  summirt,  welche  aus  Nro.  10)  für  h — 2,  4,  6,  . . . n — 2 
hervorgehen ; unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  (F)  ist  also  für 
gerade  n : 


11) 


— 1 


1 1 

n x — 1 


+ 


l 


(— i)* 

n x 4 1 

cos  h ft)  coshmd  — si  n h ft  si  n h m ft 


xl  — 2 x cosh  ft  4*  1 
h = 2,  4,  0, n — 2. 

Bei  ungeraden  n sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  xn  — 1=0 
folgende 

1‘J* 
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* = 4"  1 1 

x = cos h d -f-  isinhd , ■ x = cos h & — isinhd, 
h = 2,4,6,...»  — 1; 

die  Rechnung  unterscheidet  sich  jetzt  nur  dadurch  von  der  vorigen, 
dass  die  Wurzel  x = — 1 nebst  dem  entsprechenden  Partialbmch 
wegfällt;  daher  ist  für  ungerade  «: 


12) 


1 


xm~l  _ ]_  

x”  — 1 n x — 1 

(x  — cos  h fr)  cos  h in  fr  — sin  h fr  sin  li  nt  fr 
x%  — 2 x cosh  fr  + 1 
h = 2,  4,  6,  ....  n — 1. 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

«>»— 1 


n 


xn  + 1 ’ 

wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  n.  Im  ersten 
Talle  hat  die  Gleichung  xn  + 1 = 0 nur  complexe  Wurzeln  von 
den  Formen 

x = coshd  4-  isinhd,  x = coshd  — isinhd , 

wo  fr  = — und  h = 1,  3,  5,  ...  n — 1 zu  setzen  ist.  DerWur- 
n 

zel  x = cos h fr  isinhd  entspricht  ein  Pai-tialbruch  mit  dem  Zähler 
„ ci,sh(m  — n) fr  4-  isinh(m  — n)fr 
n 

wofür  man  wegen' «fr  = 7t  und  wegen  des  ungeraden  h schreiben 
kann 

cos  h m fr  4-  * sin  h m fr 

li  = — : • 

n 

Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  liefern  daher  die  conjugirten 
Partialbrüche 

1 coshmd  4-  isinhmd  1 cos hmd  — i sin h m fr 

n”  x — (cos hd  4-  < sin h fr)  n x — ( coshd  — isinhd)  ’ 

die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.  Damit  gelangt  man  bei  ge- 
raden n zu  folgender  Zerlegung: 

, xm~l  2 — ( x — cos  h fr)  cos  h m fr  4-  sin  hd  sinhmd 

xn  4-  1 » xs  — 2 x cosh  fr  4-  1 

h = 1 , 3 , 5,  . . . n — 1. 

Bei  ungeraden  n sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  xn  4-  1==0: 
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x — — 1, 

x — cos  h ff  -f-  isinhft , x — cos  h & — i sinh  ft  , 

h =- 1 , 3 , 5 , . . . n — 2 ; 

die  Zerlegung  geschieht  also  wiei vorhin,  nur  kommt  noch  der  Par- 
tialbruch hinzu,  welcher  der  reellen  Wurzel  x — — 1 entspricht.  Man 
hat  daher  für  ungerade  n: 


14) 


x 


m — 1 


xn  1 n x + 1 

2 — {x  — cos h ft) cos h m ft  sin h ft  sinh m ft 

n — ’ x'1  — 2xcoshft  -f-  1 

h = 1 , 3 , 5 ....  n — 2. 


§.  63. 

Fortsetzung  und  Schluss. 


Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  a,  [ 3,  ...  x nicht 
sämmtlich  = 1 sind  (Formel  7 in  §.  61).  Es  sei  r irgend  eine  der 


Grössen  a,  b,  c,  ...  lc,  und  es  bedeute 


<P(x) 

0(x) 


die  Summe  aller  Par- 


tialbrüche, in  denen  r nicht  vorkommt;  die  Gleichung  7)  in  §.  61 
lässt  sich  dann  folgendermaassen  darstellen : 


1) 


/(*) 


R 


F(x)  (x — r)Q 

und  zwar  ist  hier 


+ 


R, 


Rn 


L . . . J SL- 

(x — r)P~ 1 ' x — 


■±  , yfr) 

r <£(:r) 


2)  F(x)  = (x  — r)Q  G>(x). 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wobei  zur  Abkürzung 

3)  R -1-  i?,  (x  — r)  + R,(x  — ry  \-  Re-i  ( x — r)?“1  — X 

gesetzt  werden  möge,  ergiebt  sich 

4)  f(x)  = X 4>(x)  -f  (*  — r)Q  <p  (x). 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  mehrmals  nach  einander  und 
nehmen  in  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Nro.  12) 
selbst,  x = r was  bei  X und  seinen  Differentialquotienten  X',  X" 
etc.  durch  ein  angehangenes  r bezeichnet  werden  möge;  wir  haben 
dann  folgende  Gleichungen: 
fir)  =XrO>(r), 
f(r)  = Xr0'(r)  + AV  3>(r), 
fir)  = Xr'l>"(r)  + 2X;.0'(r)  + X/'  ®(r), 
u.  s.  w. 
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Andererseits  ergeben  sich  aus  Nro.  3)  folgende  Werthe  von 
Xr,  XI,  X"  etc. 

Xr  = ü,  x;'=1.2f{j,  Xr=l-2.3JZj  U.8.W.; 

substituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichunged  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  1.2.3...«)  mit»)’,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Gleichungen: 

j /(r)  =Ä$(r), 

5)  f'(r)  — R<l>'(r)  + VE,  <P(r), 

( f"{r)  — EO"(r ) -f  2 . VE,  G>'(r)  + 2'E2t>{r), 

U.  B.  W. 

deren  allgemeines  Schema  ist 

/f-,(r)  = B4>W(f)  + (*)1  l’fi,  11  (r)  + 

Man  kennt  hier  (/<  (,r) , mithin  auch  </>(r),  O' (r) , &"(r)  etc.; 
die  Gleichungen  §)  enthalten  daher  nur  die  Unbekannten  E,  R j, 
Et  etc.,  welche  der  Reihe  nach  daraus  entwickelt  werden  können. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 

1 

x3(x  — l)2  (x+  1) 

= A + Ä l + b + _£i_  4 . 

x 3 x'1  x ( x — 1)?  x — 1 j F 1 

Um  zunächst  A,  A,,  A2  zu  bestimmen,  hat  man  A für  R,r  — 0, 

und 

Q>(x)  — (x — l)s  (x  -|— 1)  = x’ — x 1 — x -f-  1, 

&'(x)  = 3x2  — 2x—  1,  <P"(x)  = 6x  — 2 

zu  setzen,  während  f(x)  immer  — 1 ist.  Die  Gleichungen  5)  wer- 
den jetzt 

1 =A, 

0 — A( — 1)  -f"  A i , 

0 = A(—  2)  -f  2A,  ( — 1)  4-  2 A2, 
und  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

A “ 1 , A\  — 1 , A i — 2. 

Um  B und  B,  zu  finden,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B statt  E, 


setzt  r — 1, 

O(x)  = 

x*(x  4- 1)  = x*  4-  *3> 

0'(x)  = 

■ix3  4"  3**, 

und  erhält 

1 = B.2 

0 ==  B.7  4-  B,.'. 

mithin 

B = \ B,=-l 
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Zur  Bestimmung  von  C gehören  endlich  die  Substitutionen 
B = C,  r — — 1, 

0(x)  — x3(x — 1)J; 
die  erste  der  Gleichungen  5)  liefert  dann 

1 = C( — 4)  oder  C ~ — J- 

Zufolge  dieser  Coefficientenwerthe  hat  man  jetzt  folgende  Zer- 
legung 

1 

x3(x  — l)a  ( x 4-  l) 

= ± + _L  + A + I 1 L_. 

x3  T x3  T x ' 2 (x  — 1)*  4(x— 1)  4(*+l) 

Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach  unge- 
ändert,  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a,  b,  c,  . . . k complex 
ausfallen,  nur  wird  man  das  Imaginäre  wie  früher  dadurch  vermei- 
den, dass  man  je  zwei  Partialbrüche  vereinigt,  welche  conjugirten 
Wurzeln  entsprechen.  Ein  Beispiel  dürfte  hinreichen,  um  diese  Mo- 
difieation  kennen  zu  lernen. 

Wenn  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 
*4-1 

(**  4 !)*(*-!) 

handelt,  so  zerfällt  man  erst  x2  4 1 in  (*  — i)  (x  -}-  i)  und  setzt 
dann 

* 4-  1 * 4 1 

{x2  4-  1)*  (*—!)'“  (*  — i)3(*4-j)2(*—  1) 

A At  B B , C 

(x  — i)s  ' * — i (x  4 O4  * 4"  * • x — 1 

Die  Gleichungen  5)  liefern , wenn  man  /(*)  =*  { 1 , A für 
B,  i für  r und  0(x)  = (x  4 *)2  (x  — 1)  setzt,  die  Werthe 


Zur  Bestimmung  von  B und  B1  ist  keine  neue  Rechnung  erfor- 
derlich, denn  es  würde  sich  diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter- 
scheiden, dass  überall  — ? an  der  Stelle  von  i und  B statt  A stände ; 
man  hat  daher 


Die  Substitution  r — 1 , B = C,  0(x)  = (x*  4 l)2  giebt 
noch  C = | und  daher  ist 
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*4-1 

C»*  + l)*(r-l) 

_j_  f 1 1_  1 _ J_  [ 1— « 

4 I (x — i)2  (x  -|-  02J  4 U — i 

oder  bei  Zusammenziehung  der  conjugirten  Partialbrüche 

*4-i 

* 1*4-11  l 

~ (*’  4-  l)3  2 x‘  4-  1 + 2 * — 1 ' 


* 4 «J  2 * — 1 
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Cap.  X. 

Fundamentalsätze  der  Integralrechnung. 


§•  64. 

Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale. 


Die  Betrachtung  einer  Function  F(x ) und  ihres  Differentialquo- 
tienten F'(x)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben,  nämlich  ent- 
weder F'(x)  aus  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
wenn  F'(x)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differentialrechnung,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegeben?  Function  mit  f(x),  so  würde  es  darauf 
ankommen,  die  unbekannte  Function  F(x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f{x)  der  Differentialquetieut  ist. 

Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differentialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die  Gleichung 


1) 


F(x  + d)  — F(x) 

d 


= f(x)  + 9 


benutzt,  in  welcher  p eine  mit  <5  gleichzeitig  gegen  die  Null  conver- 
girende  Grösse  bezeichnet.  Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 
F(x  + 8)-  F{x)  =/(*) S + pÖ, 
nehmen  darin  der  Reihe  nach 

x = a,  a -|-  dj , a -(-  d,  -f-  . . . a -(-  d]  -f-  • • • -f-  d*-i, 

8 = dj , d4 , d3 , ...  d„ 

und  bezeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  p , welche  jenen  Sub- 
stitutionen entsprechen,  mit  p] , p4 , .. . p* ; auch  wollen  wir  zur  Ver- 
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mcidung  jeder  Doppeldeutigkeit  von  f(x)  voraussetzen,  dass  f(x)  reell, 
endlich  und  continuirlich  bleibe  von  x = a bis  x = a 4~  • ■ 

• • 4-  3„_  j ; wir  haben  dann  folgende  Gleichungen: 

F(a  -f  3,)  — F(a)—/(a)  3,  -f  p,  3, 

F(a  + 3,  + 3j)  — F(a  -j-  3i)=/(a  4-  3|)  3$  4-  Qi  32 
F(a  4-  3,  4-  3S  4"  3a)  — F(a  + 3]  4-  3J)=/(a  4~  3'i  4~  3.4  33  4*  p3  3a 


fXa4_3i  4--4-3b) — 2'1(«4-Öi  4— 4-3b_i)=/(«4-  3[  4-  •4-3),-i)3B4"(,it3B 

Durch  Addition  derselben  ergiebt  sich 

F(a  4-  3,  4-  3,  4-  ...  4-  3.)  - F(a) 

= f(a ) 3[  4"  /(“  4*  3,)  3j  4"  f(a  4 3i  4"  3j)  3S  4-  • • • 

• • • 4*  f(fl  4"  3j  4"  32  4“  • • • 4~  3„_i)  3b 
4"  (*i  3j  4-  32  4-  q3ö3  4-  . . . 4-  p„  3„ . 

Wählen  wir  die  beliebigen  Grossen  3),  3^.,  ...  3,  so,  dass  ihre 

Summe  b — a beträgt,  so  ist  auch 

2)  F(b)  — F(a ) — [pi  di  -f-  p2  33  4~  • • • 4"  Q«  3«] 

= f(a)  3,  4 f(fl  4-  3j)  3ä  4“  /(a  4-  3i  4-  32)  33  4 

• • • 4~  /(<*  4"  3i  4"  3j  4"  * * ’ 4“  3*_i)  3„. 

Zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  a und  b lassen  sich  nun  belie- 
big viele  Zahlen  X\ , Xj,  Xj , . . . a;n_i  einschalten  und  wenn  die  An- 
zahl der  letzteren  willkührlich  bleibt,  bo  kann  man  dieselben  um  be- 
liebig kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unterschiede 
Xi  — a,  x-,  — Xi,  X3  — x-j,  ...  . z.-i  — x„-i,  b — x„- 1 
so  klein  machen,  als  man  will  *).  Auf  den  vorliegenden  Fall  für 

X\  a — 3] , ^1  — 3j, b xn — j — 3B 

angewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grössen  3)  , 3Jt  . . . 3, 
beliebig  verringern  ohne  hierbei  die  Bedingungsgleichung 

3i  4"  32  4“  • • • ■ 4"  3„  — b — a 

zu  stören.  Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grössen  p,, 
q2,  ...  Q„  der  Null  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absoluter 
Werth  kleiner  als  eine  willkührliche  Grösse  A gemacht  werden  kann. 
Man  hat  also  bei  hinreichend  grossen  » und  hinreichend  kleinen  3,, 

3»,  . . . 3„ 


*)  Geometrisch  ist  dies  der  unmittelbar  einleuchtende  Satz,  dass 
man  zwischen  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Strecke  AR  beliebig 
viele  Punkte  Mi,  M2,  . . . M„-,  einschalten  und  diese  beliebig  nahe 
nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  bo  gross,  als  man  will, 
gewählt  werden  darf. 
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— A < p,  < 4 A 

folglich,  weil  alle  8 positiv  sind, 

— A(Öi  -)-  Ö2  4*  <5,  4" 4"  ^n) 

< Ql  <^1  4"  ßs  4 Ql  &3  4"  • • • 4 Qn  8n 

4"  A($i  -(-  ö-i  -(-  <53  4- 4-  d„) 

oder 

— A(b — «)<C ßi^i  4-  Qt^-i  4”  4"  Qn^n  <C  4“  A(b — a ). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  (?i  dj  4 • • • 4 Qn  8„  be- 
liebig weit  verringert  werden  kann , wenn  n in’s  Unendliche  wächst 
und  jedes  ö unendlich  abnimmt,  w'ährend  die  Bedingung  Öi  4 4"  •• 

• • 4"  ön  = & — a ungestört  bleiben  muss.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen ist 

3)  Lim (qi di  4 p3da  4 • • • 4“  ß*^n)  = 0, 

mithin  -nach  Nro.  2) 

4)  F(b)  — F(a) 

— Lim  [/(a)^i  4-  f(a  4"  ®i)  ^2  4"  f{a  4-  äi  4-  äi)  d3  -f 

4 f(a  4 dj  4-  4-  • • • 4-  <5«-i)  $■]  ■ 

Hiermit  ist  die  anfangs  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende 
freisteht,  x für  das  beliebige  b zu  schreiben. 

Den  vorhin  ausgesprochenen  Bedingungen , dass  bei  unendlich 
wachsenden  n jedes  8 gegen  die  Null  convergiren  und  die  Summe 
aller  8 constant  = 6 — « bleiben  muss,-  genügt  man  u.  A.  durch 
die  Annahme 


in  welchem  Falle  einfach  8 für  öj , d2  etc.  geschrieben  werden  möge; 
est  ist  dann 

5 *)  F(b)  — F(a) 

= Lim  { (/(«)  +/(«  + 8)  + f(a  + 2 8)  4-  . . • 4 /(«  4 «=T«)]  «}, 


wobei  f{x)  continuirlich  bleiben  muss  von  x — a bis  x = b. 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  f(x)  8 sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 


•)‘  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
f(x)  — x,  mithin  F(x)  die  unbekannte  Function,  deren  Difforentialquo- 
tient  — x sein  soll,  so  wird 
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F(b)  — F(a)  = Lhn  Z f(x)  8, 

wobei  sicli  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Glieder 
bezieht,  welche  für 

x = a,  a -f  d,  n -)-  2 8,  ...  a 4-  « — 1 <5 
ans  f(x)  8 hervorgehen ; noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

F(b)  — F(a ) = Lhn  £ f(x)  8, 

a 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a der  erste  Werth  von  x,  dass 
jeder  folgende  Werth  um  Ö grösser  und  dass  endlich  b — 8 der  letzte 
Werth  von  x sein  soll.  Insofern  hier  Ö die  Differenz  zwischen  zwei 
Nachbarwerth en  des  x ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  <dx  besser 
als  8,  also 

F(b)  — F(a)  — Lim  £ f{r)  z/r. 

a 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim 
erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  unendlich  wach- 
b — (i  . • 

senden  n der  Ausdruck  — = 0 = dx  die  Null  zur  Grenze  hat 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme  des  dx  kürzer  durch  das  Zei- 
chen des  Differentiales  ( dx ) ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

F(b)  — F(a)  = Lf(x)  dx, 

a 


F(b)  - F(a) 

=z  Lim  {[o  -j-  (a  4-  d)  -f-  (<i  -(-  2d)  -| 1-  («  + » — 1 d)]  d} 

= Lim  {nad  + (1  +2-f3 (-  n — 1)  daJ 

= Lim  fand ^ d2j 


und  wenn  man  für  d seinen  Werth  - — — einsetzt: 

» 

F(b)  — F(a)  = Lim  ja  (b  — a)  -j-  £ (6  — a)  (b  — a — — 

= a (6  — o)  + | (b  — o)2 

— 3 ° 2 a 

Daraus  folgt,  indem  man  x für  b schreibt: 

F(x)  = |s2  + F(a)  - la2, 

oder,  wenn  der  von  * unabhängige  Theil  F(a)  — |aa  mit  C bezeichnet 
wird: 

F(x)  = \x>  + C, 

wo  nun  C eine  willkührliche  Constante  bedeutet.  In  der  That  wird 
F’{x)  — x,  wie  verlangt  wurde. 
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wobei  es  zur  bessereu  Unterscheidung  üblich  gewprden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen;  die  Be- 
zeichnung ist  nun 

b 

6)  F(b)  — F(a)  = J f(x)  dx.  ‘ 

a 

Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  x — a und  x = b genommene  Integral  von  f(x)dx 
oder  auch  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx,  genommen 
von  z = a bis  i = t. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieses  Ausdruckes  ken- 
nen zu  lernen,  wenn  wir  auch 
jetzt  nicht  tiefer  darauf  ein- 
gelien.  In  Fig.  40  sei  in  recht- 
winkligen Coordinaten  OM—x 
die  Abscisse,  MP  = fix)  die 
Ordinate  und  die  von  einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
GH  an  gerechnete  Fläche 
GHPM=  F(x),  dann  bedeu- 
tet F (b)  — F(a)  eine  Fläche, 
welche  die  Strecke  b — a der 
Abscissenachse  zur  Basis  hat;  für  OA  = a und  OB  — b ist  dem- 
nach 

F(b)  - F(a)  = Fläche  AB  DG 


Fig.  40. 


Mau  wird  sich  feiner  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen,  dass  der  Differentialquotient  von  F(x)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F(x)  ist  oder  in  Zeichen 


7) 


dF(x) 

dx 


= /(*). 


dass  also  hier  zwischeh  F(x)  und  f(x)  dieselbe  Beziehung  stattfindet, 
welche  wir  anfangs  voraussetzten.  Um  nun  umgekehit  F(x)  odt  r 
F(b)  — F(a)  durch  f(x)  auszndrücken,  genügt  die  geometrische  Be- 
merkung, dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  AB  DO 
erhält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteck- 
förmiger  Streifen  vorstellt;  für  MMi  = Hx  ist  die  Fläche  eines 
solchen  Streifens  = fix)  A x,  mithin  näherungsweise 

F(b)  — F(d)  = f{x)  Ax 
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' •* 

und  genau 

6 

F(b)  — F(d)  = Lim  E fix ) <dx  = J fix)  dx, 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimint. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F(b)  — F(a) 
aus  f(x ) hat  zwar  den  Vortheil,  ganz  direct  zu  sein  und  die  auszufüh- 
renden Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachherigen  Gren- 
zenübergang) deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet  an  der 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ausführbar 
sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.  Man  ist 
daher  genöthigt,  einen  indirecten  Weg  einzuschlagen , welcher  darin 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F(x ) den  Difierentialquotienten 
f(x ) oder  das  Differential  f(x)dx  entwickelt  und  durch  ein  neues 
Zeichen  den  Rückgang  von  f(x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.  Demgemäss 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  , f f(x)dx 

jede  Function,  deren  Differential  = f(x)  dx  ist  und  nennt  den  in  8) 
verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  f(x)  dx. 
Weise  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  — fix)  dx  ist,  so  kann  man 
umgekehrt 

9)  J f(x)  dx  — F{x) 
oder  auch 
10) 


/j f(x)  dx  — Fix)  + Const. 


setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge- 
sprochenen Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkührliche  Constante  anzuhängen.  — Durch 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  sich 


d J fix)  dx  — dF(x)  = fix)  dx, 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  beiden  Zeichen  d Und  f sich  gegen- 
seitig aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  auch  das  bestimmte 
Integral  wieder  herleiten;  denn  setzt  man  nach  geschehener  unbe- 
stimmter Integration  einmal  x — 6,  dann  x = O,  so  folgt  durch 
Subtraction 

(*=«  . b 

J fix)dx  — J fix)  dx  = FQ>)  — Fia)  = J fix)dx. 

(x  — » u 
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t t • * 

Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  f(x)  innerhalb  der  Grenzen  x = a 
und  x ~ b keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modification,  die  wir  später  erörtern  werden. 


- §.  65. 

Die  Fundamentalformeln. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differentialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralforme], 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
darf. Aus  der  Differentialformel 

dijr+i)  = x“dx' 

welche  für  alle  fl,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  fl  = — 1, 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

'f*  TjU  + 1 S. 

!)  / xf*  dx  = — — j-  -)-  Const.,  u ^ — 1. 

J (i  + 1 ' r < 

Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

,((«  -f-  lx)tt+1)  , 

dl~öl  + l )b  I =(a  + **)',d* 

aus,  so  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

2)  j(a  + bxy  dx  = + Const.,  (i  > - 1. 

Die  Differentialformel 

dlx  — — dx 

x 

giebt,  in- derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 

/dx 

— = Ix  -f-  Const. ; 

X 

allgemeiner  ist 

4)  f^TTx  = T lia  + hx)  + Const-' 

womit  für  den  Ausnahmefall  ft  = — 1 in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelung  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben  Ver- 
fahrens leitet  man  die  folgende  Integralfomel  ab: 

SchlOmilcb,  Analysis.  L 20 
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0)  h,  M5  = — b(a  + bx)  + Cor,St'' 

welche  nur  den  speciellen  Full  fl  — — 2 von  Formel  2)  darstellt; 

ferner  hat  man  nach  §.6  > 

6)  f ~7~är~i  ~ “3  arctan  — -f-  Const., 

J a*  + ß*x2  aß  a 

oder  für  a*  = a,  ßi  = b,  wo  nun  a und  b notbwendig  positiv  sein 
müssen: 

dx 

— = — = arctan  - 

Vq 


f, 


t ' xVb  „ 

, , = . ■ — u.  arctan  — r=  -f  Const. 

a-\-bx*  Y ab 


Aus  §.  6 ergiebt  sich  bei  gleicher  Uehandlung 

oder 


Ja 


dx 


(\gL±z±b)  c 

\Yu-xVb ) 


■ bx'1  " 2\{ab 
wobei  a und  b an  sich  positiv  sein  müssen. 

Nach  §.  6 ist  weiter 

/xdr  1 

____==_?(a  + fcx,.)  + Co,{sL 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformeln, 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unt*?r  dem  Inte- 
gralzeichen stehen. 

Aus  §.  6 erhält  man  ferner  die  Integralformel 

— X — l(ßx  V «•’  ß'x‘2)  + Const., 

«3  -(-/?*  x2  P 

oder  für  aJ  = a , ß*  = b, 

9)  f - JX  = -±=1(xVb  + Va  + bx3)  + Const. ; 

J H-f  bx * V b 

auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

dx 


fr. 


f 


oder 

10) 

11) 


V ut  — ß^x* 

dx 


1 . ßx  r ‘ 

-rr  arcsin  - h Const-, 

ß a 


r dx 

JVT^ 

entialfor 

J 'y a -j-  bx"1 


1 ,xVbn 
= = -7=  arcsm  ■>—  4-  Const. 
bx‘  Vb  Va 


Die  Differentialformeln  in  §.  6 liefern  noch  die  Integralformeln: 

xdx  V«  + bx * , _ 

1-  Const., 
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12) 

13) 
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dx  x 


V7ö“ 


V («  bx 3) 

/xdx 

V (a 


a\f  a -f-  bx3 

1 


-(-  Const., 

-(-  Const. 


4 bx'1)3  bVa-\-bx‘‘ 

Hiermit  ist  die  Reihe  derjenigen  Grundformeln  beendet,  welche 
irrationale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
halten. 

Aus  der  Gleichung  d[xlx  — x]  = Ixdx  folgt  weiter 
14)  J Ixdx  = x(lx — 1)  -)-  Const. 

Durch  Umkehrung  der  bekannten  Formel 

wird  ferner 

/eal 

eaxdx  = — j- 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 
von  logarithmischen  und  Exponentialfunctionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  ferner  die  vier  Gleichungen  um: 

,/  cosiiu\  , . (sin  fl  u\ 

— ) = $tn(iudu,  — — — J = cosfiudu, 

,(  lcos(iu\  , (lsin(iu\  , 

j = tan/iudu  — — — j = cot^iudu. 


txdx 


Const. 


so  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln : 

1-6) 

j sin  {tu  du  = — cos^u  -)-  Const. 

17) 

J' cos(iudu  = + S>'W^—  4 Const. 

18) 

J' tanfiu  d u = — 4 Cotist. 

19) 

J“  cotpudu  — 4"  4 Const. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  §.  6 geben  ferner 

du  * arctan  + Const. 

aß  \ a / 


20)  J 

■»  /; 


a3 cos3 u -|-  ß3 sin3 u aß 

= ■-*  l(a  + ßatanU)  + Const. 
2 aß  \a  — ßtanuJ 

20* 


a3cos3u  — ß3sin3u 
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Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen 


S . . V 1 — a***] 

d^x  arcsin  ax  . J 

J . 1(1  +«2^)1 

d\x arctan  ax — — — - 

L 2 a J 

entspringen,  nämlich 


arcsin  ax  dx, 
arctan  axdx 


22) 

23) 


/|/"  J ]*! 

arcsin  axdx  — x arcsin  ax  -| — 1-  Const. 

/arctan  axdx  — x arctan  ax  — " 1 ) _i_  Const. 

2 a 


§•  06. 

Allgemeine  Reductionsformeln. 


Sind  die  Differentiale,  um  deren  Integration  es  sich  handelt, 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welche, 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Inte- 
gral der  complieirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestandtheile 
zusammenBetzen.  Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

I.  Es  mögen  a und  b Constanten,  U und  V Functionen  von  x, 
endlich  u und  v die  Diiferentialquotienten  jener  Functionen  bezeich- 
nen; es  ist  dann 

d(a  V -j-  b V)  = (a  u -|-  bv)dx, 

mithin  umgekehrt 


1) 


J^(au-\-bv)dx  ==  aü  -f-  bV. 

Zufolge  der  Bedeutung  von  w und  v gelten  ferner  die  Gleichungen 
dU=udx,  dV=vdx, 

aus  denen  folgt 

ü = J udx,  V — J ' v dx ; 

nach  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  1)  in  die  fol- 
gende über 

2)  J' (au  -\-bv)dx  = a J'udx  -j-  b J'vdx, 

welche  die  Regel  zur  Integration  der  Aggregate  enthält. 
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Hiernach  ist  z.  B. 

f — 4 \mdx—  f i~jmdx==  f~\~ — TT~]dx 

J ax-\-ßx 2 J x(a-\-ßx)  J a Ix  a-fjSxJ 

f'd* =x„ 

aj  x aj  a -\- ßx  a a ß 

= iif_jL_y 

a V«  4-  ßx/ 

Da  die  Differentialformel,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
auch  für  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  lässt  sich 
die  Formel  2)  gleichfalls  auf  jede  endliche  Reihe  ausdehnen;  z.  B. 

fr=rdx 

= J (1  4-  x -{■  a:5  -f-x3  +••••  + xn~1)dx 
= J dx  4-  J'xdx  4 J x‘‘dx  4-  • • • 4-  J 1 dx 

ff.  rpn 

= T + T'+T  4--"  + -+^. 

II.  Unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält  man  aus 
der  Differentialformel 

d(UV ) = Uvdx  4-,  Vudx 

die  folgende  Integralformel,  wobei  von  der  Regel  für  die  Integration 
der  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 


J Uvdx  4-  J' Um  dx  — 


UV 


oder 


J'uvdx^z  UV — J Vudx. 

Zufolge  des  Werthes 

• V = J vdx 

ist  die  vorige  Gleichung  identisch  mit 


•j  Uvdx  = uj  vdx  — J vdxjudx, 

wofür  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

J Uvdx  — ul  vdx  — J udx J' vdx, 

oder  auch,  weil  udx  = dU  war, 


Digitized  by  Google 


310 

3) 


Cap.  X.  §.  Gfi.  Allgemeine  Reductionsformeln. 
J üvdx  ~vf  vdx  — j' dU f vdx. 


Diese  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integration 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  das  Integral  von  vdx  leicht 
gefunden  weiden  kann  und  gleichzeitig  d ü ein  nicht  zu  complicirtcr 
Ausdruck  ist. 

So  hat  man  z.  B.  für  U — 1(1  -f-  £J),  V = X, 

J Kl  f z*)xdx  = 1(1  -f  **) i Jxdx-J- ■++ J' xdx 

-/m- 

und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

Jrr‘,  = /(« - t+z)'“  = 1*’  - i,(1 + *’>■ 

so  ergiebt  sich  schliesslich 

j x\(  1 + x*)dx  = \(l+  **)/(!  + x*)  — Ix*  + Const. 


III.  Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Function,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der  Form 


so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Variahelen  häufig  gute  Dienste; 
man  kann  nämlich  <p(x)  — y setzen  und  nunmehr  y als  neue  un- 
abhängige Variabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
(p(x)  = y auf  x zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Form  x = ip(y)  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  mau  durch  Differentiation  der  vorigen  Gleichung  dx=  i’'(y)dy 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 

JfW(x )]  dx  ~ J /(äfl  v'(y)  d,J- 

Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen , wobei  unter 
Anderrn  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 

j f(y)^'(n)dy  — F(y)  4-  Const. 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

J /[?  (*)]  dx  = i'TvW]  4-  Const., 

womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist. 
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So  z.  B.  wird  man  in  dem  Integrale 

1 


h 


+ e- 


■ dx 


dy 


y setzen,  Woraus'x  = ly,  dx  — — folgt;  das  Integral  ver- 

V 


wandelt  sich  jetzt  in  das  folgende 

dy 

y 


o 

r i dji  _ f 
J y + -r  v 


dy 


y1  + 1 ’ 


dessen  Werth  arctan  y 4-  Const.  ist;  man  hat  daher 
dx 


/; 


ez  -|-  e~* 


ardan(ex)  -(-  Const. 


Hinsichtlich  der  vorhin  erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
(p(x)  = y müssen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

a;2 X 

mehrere  verschiedene  Werthe  für  x geben  kann  (aus  — - — - = y 

A X 


z.  B.  folgt  ebensowohl  x — y -j-  Vy*-f-l  als  x ■=  y — V y‘‘  1) 

und  es  wäro  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh- 
men sei  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y wieder  rückwärts  durch  x 
ausgedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  <f(x)  zurück- 
kommt, von  welchem  man  ausgegangen  war. 


§.  67. 


Integration  durch  unendliche  Seihen. 


Wenn  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integration 
einer  gegebenen  Function  zu  bewerkstelligen,  so  versucht  man,  das 
Integral  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln ; dies  geschieht 
meistens  auf  folgende  Weise. 

Das  Integral  sei  von  der  Form 


Jf(x)cp(x) 


dx 


und  f(x)  eine  Function,  die  sich  wenigstens  für  alle  zwischen  x — A 
und  X — fl  liegenden  x,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  lässt, 
etwa 


1)  fix)  — -f  Xy  -f-  X2  -f-  X3  -f- ; 
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es  ist  dann 

2)  J f{x)  q:(x)  dx  = j' (A'o  -)-  X,  Xi  “)-  ■ • • ) <p(x)dx. 


Hier  fragt  sich  vor  Allem , ob  der  in  §.  54,  I.  für  endliche  Rei- 
hen bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bleibt; 
wäre  dies  der  Fall,  so  würde 


3) 


J f(x)<p(x)dx 

- J' X0  cp(x)dx  J' X|  <jp(x) dx  -)-  J' Xj<p(x)dx  -f- 


sein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  können, 
so  wäre  dag  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  ausge- 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  Integrations- 
methode abhängt,  lässt  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht  ent- 
scheiden, doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall,  wo  die 
Reihe  nach  Potenzen  von  x lortschreitet,  vollständig  erörtern. 


I.  Die  Reihe  für  f(x ) habe  die  Form 

4)  /(*)  = «o  4-  «i  x + a,  x1  + a3  x3  -f 

und  es  sei  bei  unendlich  wachsenden  n 

Lim  — — — = A, 

«ii  + i 

woraus  folgt , dass  die  obige  Reihe  für  — A x -f-  A conver- 
girt;  endlich  sei  zur  Abkürzung 

5)  i/>(x,  w)  — f xn<p(x)dx, 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Constante  angehangen  wer- 
den möge.  Wenn  nun  die  Reihe  agtp(x,  0)  -(-  oL  tp(x,  1)  etc. 
innerhalb  jener  Grenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  bestimmte 
Function  von  x etwa 


6)  F(x)  = a0  0)  4-  a,  i>(x,  1)  + a2  4>(x,  2)  + • • • • , 
und  von  dieser  wollen  wir  den  Differentialquotienten  aufsuchen. 
Lassen  wir  x um  h wachsen,  wobei  aber  h so  klein  zu  wählen  ist, 
dass  auch  x -j-  h zwischen  — A und  -f-  ^ fallt,  so  haben  wir  zu- 
nächst 

F(x  4 h)  — F(x) 
h 

tl>(x +k,0)  — ip(x,0)  , ip(x  4 h,  l)  — 1)  , 

= a° h + ßl  h + ' 
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Rechter  Hand  benutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

».(,+  »».  0 <<►<!, 

welches  voraussetzt,  dass  rp(x)  und  ip'(x)  von  X—  — X bis  x — -f-  X 
stetig  und  endlich  bleiben;  ferner  substituiren  wir  gemäss  Nro.  5) 
xn  cp (x)  statt  n)  und  erhalten 

7)  f(*+ft)~-.F(s) 


— «0  ^pix  4~  0h)  4~  n j (x  ft  j /0  <p(;r4-'^i  A)  -}-  (i  2 (.t  fU  A U ff  ix  4~  Oj  A)  • •• 
wo  , Oj , etc.  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erörtern,  wollen  wir  x und 
alle  Coefficienten  a0,  a, , a2  etc.  als  positiv  voraussetzen.  Nun  lässt 
sich  h so  klein  wählen,  dass  die  Function  qt (r)  von  st  — X bis 
z ■=  x h entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt;  im  ersten  Falle 
ist  jede  der  Grössen  tp(x  -\-  &Qh),  <p (ac  -(—  -&J  A)  etc.  grösser  als  (p(x) 
und  kleiner  als  (p(x-\-h),  während  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
gekehrt wird.  Ferner  liegt  ( x -f-  &„h)n  immer  zwischen  x”  und 
(x  + A)" ; bei  positiven  A und  wachsenden  <f  (x)  ist  demnach  die 
Summe  der  Reihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

a0<p(x)  -|-  atxipix)  + a?x°-<p(x)  -(-•••  — f(x)  <p(x) 

und  kleiner  als 

«o  <p(x  -f  A)  +•  aj(x  + A)  <p(x  + A)  + • • • • = f(x  -f  A)  (p(x  -j-  A), 
also 


fix)  cp(x)  < F{-X  + ^ ^ < f(x  -I-  A)  cp(x  + Ä); 

bei  abnehmenden  <p(x)  tritt  das  Zeichen  > an  die  Stelle  von  <^. 
Aehnlich  verhält  sich  die  Sache  bei  negativen  A,  aber  in  jedem  Falle 
erijp.lt  man  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 


mithin  umgekehrt 


F'(x)  =f(x)<p(x), 


d.  i. 


F(x)  — J fix)  <p(x)dx  -)-  Const. 


Fix)  = J (ß0 


4-  a,z  4-  a3xJ  4-  • • • •)  tp(x)dx  4-  Const. 


Vergleicht  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
F(x)  in  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  4>(x,  0),  ip(x,  1) 
etc.,  so  hat  man  folgende  Gleichung 

8)  f(a o 4-  axx  4-  diX-  4-  • • • )<pix)dx  f Const. 
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= »./, 


'/* 


(p(r)dx  + a\  I x (f  (r)  dx  -f  p2  I <F  (x)  (^x  + 


f* 


diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  auf  gewöhnliche  Weise  ausge- 
führt  werden  darf.  Auch  bleiben  die  vorigen  Schlüsse  an  der  Grenze 
der  Convergenz,  d.  h.  für  x ;=  A,  richtig,  wofern  die  beiden  Rei- 
hen noch  convergiren , nur  muss  man  in  diesem  Falle  h negativ  neh- 
men, um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  überschreiten. 

Wenn  die  Reihe 


/(*)  = a0  4-  «i*  ~f  a2x2  chx3  

positive  nnd  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x immer 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Vorzeichen  auf 
Rechnung  der  Coefficienten  schreibt;  ferner  lassen  sich  alle  positiven 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfaesen  und  es  erscheint  dann 
f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren  jede  für  sich  nur  positive 
Glieder  enthält.  Der  anfänglichen  Voraussetzung  zufolge  convergiren 
diese  Reihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Func- 
tionen, etwa  J\  (x)  und  f,  (r),  also 

• /W=/iW-/i(4 

Hieraus  folgt 


J f(x)<p(x)dx  — J f\(x)  tf(x)  dx  — J'ft{x)<p{x)dx\ 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwend- 
bar und  man  gelangt  damit  zU  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung  8) 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Reihe  positive  und  negative  Glieder 
besitzt.  Bei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  demnach 
nur  zwei  Bedingungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der  vor- 
kommenden Reihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit 

von  <p(x)  und  J“ x”  <p{x)  dx. 

Hiernach  ist  z.  B.  bei  echt  gebrochenen  x 

f{  dx  ■=  J { 1 — x x3  — x3  x"-1  dx 


x" 

a 


Ke  + l 


r«  + 3 


-rt+3 


• 4- 1-  Const. 

a |-1  1 a + 2 «-)-3t 

Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x mehr  als  die  Ein- 
heit, so  darf  diese  Entwickelung  nicht  angewendet  werden,  vielmehr 
wird  man 


/tSWttV* 

X 
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und  — — y oder  x = — - setzen,  wo  nun  y ein  echter  Bruch  ist. 
x y 

Das  Integral  wird  jetzt 

— J yqr^  dy  = — J (i  — y 4 y'1  — y3  4 • ■ ■ ) y~a  dv 

_ _ 1 + 1 1 4- + Const. 

. 1 — « ' 2 ^ a 3—« 

oder  durch  Restitution  des  Werthes  von  y 


4 Const. 


rx«-\ 

J 1 +* 


L 

2 ^ u — 3 


4-  Const., 


so  dass  nun  der  Werth  des  Integrales  für  alle  Fälle  entwickelt  ist. 

II.  Ein  anderes  Verfahren  um  über  die  Gültigkeit  der  allge- 
meinen Gleichung  3)  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass  man  die 
Reihe  1)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufügt, 
nämlich 

9)  /(*)  = Xo  + x,  + x2  + • • . 4 X„_,  4 li„. 

Dies  giebt. 

10)  J f(x)  <p(x)  dx  — • J' Jt„  (p(x)  dx 

— J Xo  q>(x)dx  4 J Xi  cp( x)  dx  4 ■ • • • 4 J -X»-i  (p(x)dx , 

und  wenn  nun  beide  Reihen  in’s  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
len, so  muss  erstens  LiinJt„  = 0,  d.  h.  die  Reihe  in  Nro.  9)  conver- 
gent  sein  und  ausserdem 


Am.  J^Rn(p(x)i 


werden , was  aus  IAm  Iin  = 0 nicht  geschlossen  werden  kann  und 
daher  einer  besonderen  Untersuchung  bedarf.  Hierzu  gehören  aber 
einige  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen,  welche  erst  später  ent- 
wickelt werden. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Rei- 
hen verwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
der  Integration  durch  unendliche  Reihen  einen  hohen  Grad  allge- 
meiner Anwendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
Capiteln  auch  nur  diejenigen  Differentialformeln  betrachtet  werden, 
deren  Integration  ohne  jenes  Hülfsmittel,  d.  h.  in  geschlossener  Form, 
möglich  ist. 
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Integration  rationaler  algebraischer  Functionen. 


§•  63. 


Fixirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Das  allgemeine  Problem,  womit  wir  uns  im  vorliegenden  Capitel 
beschäftigen,  ist  die  Entwickelung  des  Integrales 

Ca  4-  ßx  4-  y x1  + • ■ • + Aar" 


-J- 


■dx, 


4-  4-  cx 2 4-  • • • 4-  fcs" 

wobei  m und  n ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Die  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  gebrochene  rationale  algebraische  Function 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein;  im  letzteren  Falle  lässt  sich 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  echt 
gebrochenen  Rest  zerlegen,  was  durch  die  Gleichung 
a 4-  ßx  4-  4“  • • * 4"  Aa;™ 

a 4*  6*  + cx2  + • • ■ + 

= «i  + ßix  4--  V\ x-  4-  • • • 4-  *ixm~n 

A 4-  Bx  4-  Cx*  4-  • • • 4-  Mx—1 
«4^4-  cx 1 4 4-  kxn 

ausgedrückt  werden  möge.  Bezeichnet  man  den  echt  gebrochenen 

/(*) 

F(x) 

S — 4-  ßix  4-  yxx‘l  4-  • • • 4-  4- 

und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 


liest  mit 


so  ist 


m 

F{x) 


dx 


_ X - X2  . X3  , xm-n  + l r ffx\ 

S — «,  T 4-  ßiT  4 y.  T 4—  ■ 4 *.  m-n-f  j +J  «**■ 
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Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen , dass  die  Integration  einer 
unecht  gebrochenen  Function  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen zurückgeführt  werden  kann;  wir  haben  uns  daher  nur  mit 
letzterer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte  Integral 
zu  folgendem 

fjivxdx  = Af^h~xdx'  • 

dessen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Grundformel  4)  in  §.  65  er- 
giebt. 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 
Integrale 

A-\-  Bx 


f- 

J a 


-dx 


a -(-  ix  4-  cx3 
zu  thun ; dieses  zerfällt  in  zwei  Integrale,  nämlich 
I , . „ C x 


'h 


-dx  B 


■h 


. + bx  cx 2 J a -f-  bx  cx2 

deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 

I.  Es  ist  identisch 

dx  C cdx 

ac  + lex  c5xJ 
cdx 


dx, 


r ^ = r 

J a -}-  Ix  + cx*  J ' 


(üC-\b2)  + (CX+\b)2' 
und  wenn  man  eine  neue  Variahele  y mittelst  der  Substitution 
cx  \b  = y , cdx  = dy 
einführt,  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

31  f dX  __  f dy 

J a-\-bx-\-cx2  J (ac  — j6ä)  -f  y2 

Hier  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  ac  — \b2  positiv,  Null 
oder  negativ  ist;  denn  der  Werth  des  Integrales  erhält  nach  den 
Grundformeln  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nen- 
ner die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt. 

Im  ersten  Falle 

ac  — jh2  >>  0 oder  4ac  — b2  > 0 
ist  V ac  — jh2  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a bezeichnen  wollen; 
die  Gleichung  3)  giebt  dann  unter  Anwendung  der  Fundamental- 
formel 6) 


f *5 = f- 

J o -f-  bx  -f-  cx 1 J a‘‘ 


dy  1 , y , _ 

— ; — - = — arctan  — ri-  Const. 
+ y2  a « 
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Nach  Restitution  der  Wertke  von  y und  a Lat  man 


4) 


h 


dx 


b 4-  2 ex 


, , „■  — — ; — arctan  y r-- — 

-) -bx-\-cx*  V 4uc  — b2  V4 ac 


b‘ 


-|-  Const. 


4 ac  — l»5  > 0. 

Im  zweiten  Falle  (ac  — \ b-  = 0)  wird  die  Gleichung  3)  zur  fol- 
genden 

^ _=  — 1 -f  Const. 

cx 2 J «•  y 


/- 
J a ■ 


i -4  hx  -f-  cx'1  J y‘ 
d.  i.  vermöge  dps  Werthes  von  y 

5)  f— — T = — 2n  - + Const. 

J a + bx  -f-  cx 2 b 4 2 cx 

4ac  — bn  — 0. 

Im  dritten  Falle  (ac  — ^ b2  0)  ist  \b-  — ac  positiv,  mithin 
VW  — ac  eine  reelle  Grösse,  die  u heissen  möge;  die  Gleichung  3) 
lautet  jetzt 

f dx  — f (hJ  _ A—  l)dv 

J a -(-  bx  + cx 2 J — a2  4-  y2  J «J  — j 


■y‘ 


= - ± + Oma., 

2 a \a  — yj  ' 


und  daraus  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  y und  a 

4ac-\-b-\-^cx\ 


*>fz 


dx 


\V  b'1 — 4ac — b — 2 cx) 


i-f&*4-c**  Vb'J  — 4ac 

4 ac  — ft*  < 0. 

Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  von 
der  identischen  Gleichung 


‘(f)  = <4) + '<-'> 


7)fä- 


/b-{-2cx-\-  Vb2 — 4ac\  . 

{ . r =■ ) + Const. 


Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  ?( — 1)  in  die  willkührliche 
Integrationsconstante  einrechnet;  es  ist  dann 

dx  1 

i+bx+cx2~  V" b2 — 4ac  \b  -f  2c*  — V4-’  — 4ac/ 

und  man  wird  nun  die  Formel  6)  oder  die  Formel  7)  benutzen,  je 
nachdem  im  speciellen  Falle  v b2  — 4 a c mehr  oder  weniger  als  b -(-  2 c x 
beträgt 

II.  Um  das  zweite  der  in  Nro.  2)  verzeichneten  Integrale  zu 
entwickeln,  gehen  wir  von  der  Differentialformel  aus 

b -f-  2c* 


d l (a  bx  + cx2)  = 


a -f-  bx  -(-  cx 2 


dx. 
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Die  Uinliehrung  derselben  giebt 
b -f-  2 cx 


319 


f- 

J a 


- dx.  — 7(u  bx  + ca:2) 


a + bx  -f-  ca:2 

oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 
dx  . _ C xdx 


+ 2 c 


J a 


l(a  -) -bx-\-  cx 2), 


-\-bx-\-cx2  1 ~~J  a 4-  bx  -f-  cx* 

und  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 


hält mau 


vfr+lt+c*  = h ,(a + *' + ■ - tJ* 


dx 


-f-  bx  -f-  cx'1  2 c v ' 2 cj  a + 6a; -f  ca:2 

Das  gesuchte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte- 
gral zurückgeführt. 

III.  Setzt  man  in  der  Gleichung 
A-\-Bx  . T dx  ■ *C  xdx 

J a 4-  bx  4-  cx 2 J a 


f- 

J a 


-dx 


+ B 


-f-  bx  -(-  cx 2 ~ “J  a-\-bx  - 1-  cx 2 1 J a bx  cx1 
statt  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Werth  aus  Nro.  8), 
so  erhält  man 

A + $x 


9) 


f- 

J a 


dx 


B 


l(a  + bx  ca;2)  -f- 


+ bx  + cx'1 
2Ac  — Bb 


fr 


dx 


2c~K~  ' ' / ' 2c  J a -\^bx cx2 

und  damit  erledigt  sich  die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
braischen Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 


§.  69. 

Folgerungen  aus  dem  Vorigen. 

Bevor  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
vornehmen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  übersteigen,  wollen  wir 
erst  nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

xm  dx 


fl 


(a  -f-  bx  + ca;2)n+1 
auf  die  obigen  Integrale  zurückgeführt  werden  können,  wenn  m und 
n ganze  positive  Zahlen  sind. 

Bezeichnen  wir  das  Trinom  a -f-  bx  -}-  ca:2  kurz  mit  T,  so  ist 
durch  gewöhnliche  Differentiation 
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,/b'-f-  2cx\  (b  -|-  2cx)J  „ dx 

unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(b  -)-  2ex)*  = 4c  T — (4ac  — bJ) 

und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  wird  hieraus 

,/b -(- 2cx\  ,,  ■ . dx  „ ..  dx 

d\  T*  ) = (4ac~b)  n jüTT  “ 2c(2b—  i)  — 

Die  Integration  giebt 
b + 2ex 


2’" 


= (4ac-b’)n J - 2c(n  1) ; 


reducirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Iland  und  setzt  zur  Ab- 
kürzung 

1)  4 ac  — b3  = A, 

so  gelangt  man  in  folgender  .Beziehung 
n.  P dx  b+-2rx  (2n  — l)2c  P dx 

> J pT+T—  nl'l"  4 nk  ■ J ~T*  ' 

Diese  Reductionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  von 


Pdx  Pdx  P dx 

J T*  ' J T3  ’ J T 4 ’ 


indem  man  successive  n — 1,2,3,...  nimmt  und  jeden  gewonne- 
nen Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt.  Man  hat  demnach 


für  n = 1,  f%  = 


b-|-2cx  2c 
k T + T 


Pdx 

J T ' 


wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen 
Paragraphen  bekannt  ist;  ferner 

b 4-  2ex 


. . Pdx  b-\-2cx  3c  Pdx 

für»  — 2,  J — 2kT3  +~kJrT * . 


2^r* 

b + 2cx  3c(b  -f-  2cx)  6cJ 

~2kTr  "•  WT  7* 

u.  s.  w. 


Ueherhaupt  können  nach  diesem  Verfahren  alle  Integrale  von 
der  Form 

dx 


I 


Jn  + l 


auf  das  in  §.  68,  I.  betrachtete  Integral  zurückgeführt,  mithin  auch 
vollständig  entwickelt  werden. 
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Weiter  ist  nun,  wie  man  durch  Differentiation  findet, 


/ xm~1\ 

\-¥r) 


(♦»— !)■ 


-dx  — n 


. xm~ 1 (b  -f-  2cx) 


.*  « 


dx. 


J’n  " ' T'M'1' 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt, 


xm-i  dx  i 

= (m  ~1)a  — 0*  ~ m + b' 


1 dx 


Tn  + 1 


— (2n — m+  l)c- 


ldx 


yn+l 


Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung  • 

xm~ 1 f'xm~idx  , , rxm~1dx 

—pT  = (»«-  l)ö  J -y^+T (n~m  + *)* J rTn  + l 

r'xmdx 


— (2  n — >»-j-  l)c 


ß 


yn  + l >. 


oder 

r x*‘dx  _ 

’ J Tn+1  (2 n — 


(2  n — m — |—  1)  c 
(»  — «t  1)  b C xm~ 1 dx 


r xm~ 1 d: 
U Tn+1" 


+ 


2’n 
(«I  ■ 


l)a  xm~3dx 
i+  l)cj  r»+i  ' 


(2»i — w-|-l)cj  f+i  (2«  — i» 

Geht  man  von  dem  Werthe  m = 1 aus  und  sieht  das  Integral 
von  dx  : T"  + 1 als  bekannt  an,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die 
Integrale 


f'  xdx 

C x-  d x f 

x3  dx 

J Tn+1  ’ J 

Tn+1  > J 

J'n+l  > • * • 

entwickeln, 

nämlich 

m = 1, 

f'  xdx 

1 ' 6 / 

^ dx 

J Tn+l  ~ 

2 ncTn  2cj 

yn  + l ’ 

m = 2, 

C xi  dx 

X 

(m — l)b  C xdx 

J r*+i  ~ 

(2w  — l)c  Tn 

(2m—  \)cj  T‘  + 1 

, a f dx 
' (2 n — 1 )cj  T"*1  ' 
wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vori- 
gen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  — Durch  successive  Anwen- 
dung der  Formoln  2)  und  3)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes  Inte- 
grales von  der  Form 

"A  -f  Bx  + Gx3  + • • • + Hxh 


ßJ- 


(a  -{-  bx  + c*!!)B  + 1 
vollständig  ermittelt  werden. 

Schlömllch,  Analysla.  I. 


■dx 


21 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  3)  für 
negative  m gleichfalls  gelten  muss,  weil  sio  die  Umkehrung  einer 
für  alle  möglichen  in  und  n richtig  bleibenden  Differentialformel  dar- 
stellt.  Lassen  wir  nun  — in  -j-  2 an  die  Stelle  von  m treten,  60 
nimmt  die  Gleichung  3)  folgende  Form  an: 

r dx  i i_ 

J xm~t Tn  + 1 (2n-\-m  — l)c 

(» + m — \)b  C dx  (m  — 1)  a C dx 

(2n-|-7n — 1 )cj  xm~lTn  + 1 (2»  + m — 1 )c  j xmTn  + l 

und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  hat  man 


4) 


f, 


dx 


j.rayn+1 


(in  — l)a  xm~l  Tn 
(n  -J-  *n — l)b  C dx  (2 n -(- m — l)c  C i 

(m — 1 )a  J xm~1Tn  + 1 (m — l)a  J xm~ 


dx 


2’"  + 1 

Für  m = 1 ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  man  kann  in 

diesem  Falle  die  Substitution  x ='—  anwenden  und  erhält  dadurch 

e 

direct 


/: 


dx 


x(a  -f-  bx  -(-  cx3) 


B,m  + ldX 


(c  -j-  bs  4-  ae2)n  + l ’ 


wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  2)  und 

3)  auszuführen  und  nachher  rückwärts  ß = — zu  setzen  hat. 

x 

Nimmt  mann  hierauf  in  Nro.  4)  m — 2,  3,  . . . , so  kann  man  die 
Integrale 

dx 


r.-d*  r_ 

J X1  T"  + 1 ’ J x3 


2'n  + l 


der  Reihe  nach  entwickeln  und  überhaupt  den  Werth  jedes  unter 
der  Form 


/! 


z+ * +4  + 

r X ^ X3  ^ 


stehenden  Integrales  ermitteln. 


dx 


+ z_ 

x*  ) (a  bx  + 
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§•  70. 

Die  Integration  echt  gebrochener  Functionen. 


Wenn  es  sich  um  die  Ausführung  der  Integration 
CM9Xm  + ■Mis*-1  H + Hf—is  + 3fm 


da: 


IVoa:"  + Nlxn~1  -f  • • • -f-  Nn-Xx  + Nn 
handelt,  worin  m und  n^>  m ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist 
es  von  Yortheil,  zunächst  Xn  von  seinem  Coefficienten  zu  befreien, 
was  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  N0 
dividirt;  der  neue  Nenner  heisse  dann  F(x),  der  Zähler /(a?).  Wir 
unterscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  62. 

I.  Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F(x)  = ( x — a)(x  — b)(x  — c)  . . . . (x  — k), 
wobei  a,  b,  c,  . . . k als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wer- 
den, so  hat  man 


I 


fix) 
Fix) 
C 


dx 


= f(-L-  \ B \ ~ \ 

J \x  — a x — b x — c ' 


4 


K 


dx. 


Bei  reellen  a,  b,  c, 
führen  und  giebt 


x — ky 

k lässt  sich  die  Integration  sofort  aus- 


/ 


fix) 


dx 


Fix) 

= Alix  — a)  + B lix  — b)  + Clix- c)  + 
Hiernach  ist  z.  B. 

a:2  — 7 


Kl  ix  — k)  4 Const. 


h 


dx 


x3  4-  2a:2  — 5x  — 6 

= lix  + 1)  — | l[x  — 2)  4-  i lix  4-  3)  4-  Const. 

Sind  einige  der  Grössen  a , b , c,  . . . k von  complexer  Form, 
etwa  a ■=  p -\-  i q,  b = p — iq,  so  giebt  die  Formel  8)  in  §.  62 

’Ädx 

Fix)  1 

Px  + Q 


h 


"fl 


dx  + Clix  — c)  + • • • 4-  Klix  — k)-, 


ix-.py  + ss 

das  noch  übrige  Integral  rechter  Hand  gehört  unter  diejenigen,  wo- 
mit wir  uns  in  §.  68,  III.  beschäftigt  haben,  und  kann  daher  ent- 
wickelt werden.  So  ist  z.  B. 

21* 
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J x»  — 3x*  + x + & dx  ~f  5 — 4x  + x*dX  ~f  1 + x‘*'F 

= J 1(5  — 4x  -}-  xJ)  -f-  4 arctan  (x  — 2)  — 1(1  + *)  + C°nst. 

II.  Es  sei  ferner  F(x)  von  der  Form 
F(r)  = (x  — a)u  {x  — b)ß  (x  — c)Y  . 

mithin 


/(*) 

E(x) 


A 


-I u 

(x  — «)«  (x  — rt)«-1 

+ 


(x  - kr, 
Aa  — l 


+ 


+ 


+ — + . . . + 


X — « 

x — b 

Kx- 1 


(x  — A)*  ' (x  — A)* 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  b,  c, 
man  sogleich 


x — k 

k reell  sind,  hat 


rm 

J F(  r) 


i-dx 


Ai 


An— 3 


( a — l)(x— a)“~ 1 («— 2)(x— a)tt~' * 

B B, 


(ß-1  )(x-b)i>~'  (ß-2)(.r-b)ß‘ 


x — a 

B-t—i 

x — b 


■A„-il(x—a) 


+■  Bß- , l(x-b) 


K Ki 

(x — 1)  (x— A)*— 1 ■ (>e — 2)  (x— 

So  ist  z.  B. 

dx 


Kx— 3 


Kx-il(x-k). 


fi 


x3(x  — l)*(x  + 1) 

= f\l  + I + £ + __J l ! — 1 

J Lx3  x*  x 2(x — I)1  4(x — 1)  4(x-f-l)J 

1 


dx 


_1 1_ 

~ 2X‘  x + 2 ^ 2(x — 1)  4 


Const, 


Wenn  endlich  unter  den  Grössen  a , b , c,  . . . k complexe  Zah- 
len Vorkommen,  so  entstehen  Partialbriiche  von  der  Form 


tl>(x) 

[(*—  P)2  + «T 

wo  s eine  ganze  positive  Zahl  ist;  auch  diese  sind  nach  §.  69  immer 
integrabel.  So  hat  man  z.  B. 
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l 


■ dx 


A 


(**  + i)J 


J(x*+  1)*(*— 1) 

_ I *+ 1 . I 1 1 

2 a:*4-  1 i”  2 « — lj 


iZ.T 


= J ~ 1)  — ~ arctan  x -f  yl(.r  — 1)  + Const. 

Ein  paar  allgemeinere  Beispiele  für  diese  Integrationsmethoden 
sind  folgende. 

III.  Nach  §.  62  (S.  291)  gilt  unter  Voraussetzung  eines  gera- 
den n die  Zerlegung 


1) 


x " — 1 


JL_  + (-1)“ 


n x — 1 ' n x -f-  1 
2 — cosh9)  coshm9  — sinh9  sinhm9 


x'2  — 2 xcosh9  -(-  1 
h = 2,  4,  6,  ...  n — 2; 
dagegen  ist  für  ungerade  n: 
xm~1  1 1 


2) 


£"—1 


n x- 


2 — cosh9)coshm9  — sin h 9" sin h m & 

n - — 1 a;2  — 2 xcösh9  F I 

multiplieirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
leicht  zu  prüfenden  Formel 

''(x  — cos  h II)  cos  Tim 9 — sin  h & sin  hm  9 


ß 


x 2 — 2 xcosh9  + 1 


■dx 


x — cosh9 
sinh  9 ’ 


— coshm9 •\l(x‘i  — 2 xcosli9  1) — sinh m 9 . arctan 

so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultate^: 

7t 

a.  für  gerade  n und  ■&  = — : 

» 

r xm~ 1 i ( 

3)  J ^ldx=nl^x~1'>  H — K*  + !) 

+ .Z(a;2  — 2xcosh9  -(-  l)j 

- ^>j[sinhm9.ardan  + G 

h = 2,  4,  6, . . . n — 2 ; 
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b.  für  ungerade  n: 

/xm  ^ 1 

— . IW — 2rcos/iO'  1)J 


+ 

- -st8* 

n *—JL 


sinhmö . arctan  ■ 


x — coshft 


sinh# 

h = 2,  4,  6,  ...  » — 1. 

IV.  Nach  §.  62  (S.  292)  ist  für  gerade  w: 
a;m— i 2 (x  — cosh&)coshm&  -f  sinhd  sin  hm  fr 

£»_)_  i "«  r-  — 2x  cos/jO1  -}-  1 

h = 1,  3|  5 » — 1» 

dagegen  für  ungerade,  n: 

xm~ 1 (—  1 


]+C, 


6) 


x"+l 


x -(-  1 

— (x  — cosh&)coshmd'  -f-  sinh&  sinhm& 
xk  — 2 xcoshfr  -f-  1 * 

h ==  1,  3,  5,  ...  » — 2; 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  wie  vorhin, 
so  erhält  man 


7C 


7) 


a.  für  gerade  n und  ft  = — 


dx  — — . IW  — 2x  coshb  + 1)] 

2 „ . x — coshfKl  „ 

+ -±\sinhm& . arctan  — + C. 


8) 


n — 'L 
ä = 1,  3,  5,  . . • n — 1 ; 
b.  für  ungerade  n: 

[!Z Iito  = fclJl=Zii(ä[  + ,) 

,/  x"4-l  w 


— — . IW  — 2 x cos h & -|-  1)^| 
2-^-nr  „ „ , x — coshfr]  ~ 

+ ’ ardan  sinh»-  J + C’ 


h = 1,  3,  5,  ...  n — 2. 

V.  Auf  die  soeben  entwickelten  Integrale  lässt  sich  das  etwas 
allgemeinere  Integral 
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r- 

J a 


ytn  — 1 


-de 


aen  Hb  b 

leicht  zurückführen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  a und  b an  sich 
positiv  sind,  substituirt  man  nämlich 

l l 


und  erhält 


* = Gr)Ba:’  * = 

m 

C em~l  1 /b\"  C xm~1 

J azn  + 6 g 5 \a/  J £”±1 

wo  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelbar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  auch  jede  Integration 
von  der  Form 

nA  + Be  + Ce1  + • • • + Ke* 


ß 


-de 


aen  + b 

völlig  ausgeführt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand- 
theile  derselben  die  eben  erwähnte  Substitution  anwendet. 
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Integration  irrationaler  Functionen. 


§■  71. 

Einfachste  Fälle. 

Unter  den  Fundamentalformeln  des  §.  65  befinden  sich  nur 
wenige,  die  zur  Integration  irrationaler  Functionen  dienen  können; 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  darin  nur  Quadrat- 
wurzeln aus  ganzen  Functionen  ersten  oder  zweiten  Grades  Vorkom- 
men. Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  Verallgemeinerun- 
gen jener  Integrale. 

I.  Das  einfachste  von  den  Integralen  irrationaler  Functionen  ist 

dx  2V  a + bx  . 

^ — — = = - b Const. ; 

a+bx  b 

ein  allgemeineres  erhält  man  aus  der  Formel 

(a  -f-  bx)t‘  + l 


ß 


(u  4-  bx)f  dx 


-f-  Const 


(f4  + 1)& 

für  f 1 — k — |,  wo  k eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeu- 
ten möge;  es  wird  nämlich 

/’(a  + toO*J  2(«  -f  bx)1  Va  -fba; 

i)  / y7=b---  --,dz  = — — 4-  Const. 

J V a 4-  bx  (2Ä  4* 


f 


Man  hat  ferner  durch  theilweise  Integration 

'xm{a-\-bx)t 


dx- 


, ■ f^Mldx-m  fx-'dx  f'  

V a-\-bx  J_y  a + bx  J J v a-\-bx 

2xm(a+bx)k  Va-\-bx  2»n  r . — — — - 

5=7 (2 FFÜb (2k+mJ  x (a+hx)  V a+bxdx 


'(a  -)-  bx)1 


dx 
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oder,  wenn  in  dem  Integrale  rechter  Hand 

V — TT~  a + bx 

V a+bx  = ' — 

Va  + bx 

gesetzt,  jeder  einzelne  Theil  integrirt  und  die  Gleichung  mit  (2fc  -f-  l)b 
multiplicirt  wird, 

(»+.i 

J V a + bx 

— 2 xm(a  + bx)1  V a -f-  bx  — 2mo  fX  dx 

, J V a±bx 

„ , rxm(a  -f  bx)1 

-2mhJ-V7^- 


! -f-  bx 


■ dx. 


Schafft  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  auf  die  linke  Soite, 
so  erhält  man 

t±M^dx 

+ bx 


2) 


/zm(a  - 

~V7 


dx\ 


_2xm(a  -f-  bx)1  a + bx  2 nia  Pxm~ '(ffl  4-  bx)* 

(2m  -f-  2k  -1-  l)b  (2m-\-2k-\-l)btJ  \^a-\-bx 

für  m = 1 , 2 r 3 etc.  ergeben  sich  hieraus  der  Reihe  nach  die  Inte- 
grale 

fx(a  + bx)>dX'  m B>  W( 

J V a + bx  J V a +•  bx 

daher  lässt  sich  auch  das  Integral 

r/(x)  (a  + bx)1 


/ 


-dx 


V a + bx 

jederzeit  entwickeln,  wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  von  x,  und  jfc  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet. 


II.  Um  ferner  den  Werth  des  Integrales 


/ 


dx 


V"a  -f-  bx  -f-  cx1 


zu  bestimmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  I.,  doch 
müssen  wir  dabei  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  c 
unterscheiden. 

Der  absolute  Werth  von  c heisse  y , so  ist  im  ersten  Falle  c = 
-f-  y und 


>• 
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dx  . r VJdx 


S V a -)-  bx  4-  yx3  S \ 


\-{-bx-{-yxi  J V ay  + byx  4-  y3x3  - 

^~*Sv(a  y — i b3)  + (£  & -f  y x)3 

Zur  Abkürzung  sei  ay  — \ b3  = k und  gleichzeitig  werde  eine 
neue  Variabele  y mittelst  der  Gleichung 

\b  + yx  = y,  x = •/-~  7 b , dz  — /rfy 

y V 

eingeführt;  es  ist  dann 

dx 


/vT 


-f  bx  + yx3 


r=  Iß  & + yx  +V  y(a  + bx  -Vyx*)]  -f  C. 


VY 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruck  bringen  wir  auf  den 
gemeinschaftlichen  Kenner  2 und  setzen 

— -f=-l2  4 - C — Const; 

V y 

vermöge  der  Bedeutung  von  y haben  wir  dann  folgende  Integral- 
formel 

3)  fr-  dX  = -^l(b-\-2cx+2\rcV'a-itbxi-cx*)+ 

J V a+bx-Vcx*  V c 

c > 0. 

Im  zweiten  Falle  c = — y rechnen  wir  ähnlich: 

/dx  r V~y  dx 

V a -f-  bx  — yx'1  J V~ay  + byx  — y3x 3 

dx 


Const. 


(i-öä  + aj/)  — (yx—  \b)3 


_v//Vä 

und  setzen  ^ 52  -f-  ezy  = as, 

u y + , 1, 

yx  — \b  = y,  x = ■ 3 , dx  = —dy; 

y y 

dies  giebt  unter  Anwendung  einer  bekannten  Fundamentalformel 

/dx  1 r dy  1 . • y , ,, 

77-  = — -7=  / ——7=  arcsin—  + Const. 

Va-j-ba: — yx * V yj  V «2 — y 2 Vy  a 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  y — — c,  a und  y folgt 

nun 
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dx  1 . — b — 2 cx 

V b1  — 4 ac 


4-  bx  -J-  cx 1 


arcsm 


+ Const. 


V — c 
c < 0. 

Der  dritte  Fall  c = 0 bedarf  keiner  Behandlung,  weil  er  auf 
das  zu  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  zurückführen  würde. 

III.  Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als 
Ausgangspunkte  für  fernere  Entwickelungen  dienen,  wenn  man  die 
in  §.  69  uuter  2),  3)  und  4)  entwickelten  Reductionsformeln  damit 
in  Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln 
die  Umkehrungen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  für  belie- 
bige m und  n gelten.  Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 
C dx  b-\-2cx  . (2w — l)2c  C dx 

’ J T"+T  ~ nkTn  4 mI  J ~T* 

4ac  — b5] 


nk  Tn  nk 

[T  — a -\-  bx  -f-  cx1,  k 
der  Reihe  nach  n = etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 

chungen: 


dx 

T]/~T 

dx 


/ 

/dx 


_ 2 b + 2c. X 


iVt 

a b -f-  2 cx 
8 krVT  + 3/i 

u.  s.  w., 


/dx 

t[t 


aus  denen  hervorgellt,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 
• \ • dx 

J t'Vt  ’ 

worin  k eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
lässt  und  für  Tc  0 eine  algebraische  Function  von  x ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Gand  aus,  so  hat  man  weiter 

+ 2ca;  , nk  f*  dx 
~ l)2c 


6) 


fdx  b 4 

J T"  (2n  — 


(2m— l)2cT’>  (2n— 1)2c7  Tn+1  ’ 

für  m = — §,  — |,  — | etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 


/*.,/?  _i±!-rtr?  + ^ /«rj 


u.  s.  w., 
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durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 


J dx  tiVt 


für  ein  ganzes  positives  k entwickeln  lässt.  — Ueberhnupt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  dos  Integrales 

J T?  dx  — J (a  bx  +•  ex1)’1  dx 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p unter  die  Form  + (I* -}-  3)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  t>9  folgt  hieraus  unmittel- 
bar, dass  für  jedes  ganze  positive  m auch  die  Integrale 

f xm  Tt  dx  und  J Tp  dx 

entwickelt  werden  können , indem  man  n 1 = + (k  -f- 1)  setzt 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfährt.  So  erhält  man  z.  B. 


für  » = — 


7) 


/xm  dx 

Vt  ~ 


mc 


lV  T (2m — l)b  pxm~l  dx 

Vt 

’xm~ s dx 

Vt  ' 


2 m c 

(m  — 1)« 


»IC 


/ 

f 


x3dx 


woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  f'x^dx 

W’  JTt'  JTt 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


/ 


§•  72. 

Integration  durch  Wegsehaffung  des  Wurzelzeichens. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Variabein  von  der 
Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grosse  zu  einer 
vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen  werden 
kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale  Form 
und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  Die  Fälle, 
bei  denen  das  genannte  Verfahren  gute  Dienste  leistet,  sind  folgende. 

I.  Um  ein  Radical  von  der  Form  V « -j-  ßx  wegzuschaffen, 
setzt  man  einfach 
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l)  V « 4 ßx  — y,  mithin  x — ^ ß **  > dx  — ~ß~  dyi 

da  dieWerthe  von  x und  dx  rational  sind,  so  leistet  die  Substitution 
das  Verlangte. 

Hiernach  ist  z.  B. 

. dx  _ 2_  P ydy  _ _2_  /Vj « 

o bV  ct  ßx  ß J o 4 by  bß  J \ «4 

= Tß[y-Jl(-a  + hy) ] 

= jß  — jl(a  + bV  a+ßx)]- 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung 
’ dx 

(a  4 ba)V^ß  + ßx 

_ 2l  r y*y  — 2 f dy 

ßJ  | L'/J~a)y  7 (aß  — ba)  + by2  ' 

Hier  ist  zu  unterscheiden,  ob  aß  — ba  und  b gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra- 
tion leicht  ausgeführt  werden. 

Das  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 

Radical  von  der  Form  1?  a 4 ßx  wegznschaffen  ist;  man  setzt 
nämlich 


]/  a ßx  — y,  mithin  x = y ^ “ 


dx 


ny 


n — 1 


ß 


-dy 


und  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

II.  Wenn  ein  Radical  von  der  Form  V a2  4 ß-x2  vorkommt, 
so  ist  die  vorige  Substitution  ohne  Nutzen ; die  Gleichung 
a.2  4 ß2x2  = y giebt  nämlich 


V y*  — cc2 


ydy 

dx  — r 

ßV  y2  — 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
statt  deren  aber  durch  x und  dx  zwei  neue  Radicale  hereinbringt. 
Man  setzt  in  diesem  Falle 


2) 


Va2  + ß2x2  — ßx 
a 
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hieraus  folgt 


3) 


dx  = --ß 


1 +!/1 
2y2 


dy, 


h 


und  diese  Ausdrücke  sind  särnmtlich  rational. 

. i 

Mittelst  des  angegebenen  Verfahrens  erhalt  man  z.  B. 

dx 0 C djy . 

(a  -f  bx ) V a‘  -f  ßix*  ~ J ba  + 2aßy  — bay*  ’ 

nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seito  gleich 

‘ + 

V a^ß1  + &2a2  '«0  — bay  — V + b'2a-' 

und  wenn  man  hier  den  Werth  von  y aus  Nro.  2)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

r dx 

J («  + bx)  V a*  4-  ß*x* 

1 r /a  /J  + bßx — b V a*  + ß* x*  + V a2ß » -f  6 2a 2\  , ,, 

_ V/as/J>  + 6*a*  ^aß-{-bßx  — bV  ai  + ß2x‘2  — Va-'ßi+b2a2/  ' 

III.  Um  ein  Radical  von  der  Form  V a1  — ß1z‘i  wegzuschaüen 
benutzt  man  die  Substitution 


5) 

welche  giebt 


6) 


Va  — ßx  _ 
« -f  ßx 


y, 


=f 

ydy 


2cty 
1 -fl/2 


da:--  — 

0 


(l  4-  y3)* 

die  letzten  drei  Ausdrücke  Bind  rational  und  bringen  daher  keine 
neue  Wurzel  in  das  Integral.  . 

Nach  diesem  Verfahren  erhält  man  z.  B, 
dx 


fl 


—f: 


dy 


(,a  + bx)Va-  — ß2x,‘  V <*ß  + ba  -f  (aß  — bu)yi  ’ 

hier  sind  rechter  Hand  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  aß  — ba  po- 
sitiv, Null  oder  negativ  ist,  und  zwar  entsprechen  den  genannten 
Fällen  die  folgenden  Werthe 
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V a2ß2  — b2a2 


arctan 


2y 


aß  + ba 


4-  Const., 


+ Vrhl-«tv)  + Const. 
— a2ß2  &oe  -I—  «/3 — Vbct  — aß.y' 


Vb2a2 — a2ß2  ^Vba^-aß  — V ba  — aß.y t 
Nach  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y gelangt  man  zu  fol- 
genden drei  Integralformeln 

dir  «0-6«  >0, 

2 arctan  + Const,, 

V a2ß2  — b2a2  V (aß  + ba)(a  + i 3x)  ^ ’ 

_ dx 

für 


7) 


8) 


9) 


iir  aß  — ba  = 0,  j* ■ 


für  aß 


aß+b 
■ba  < 0, 


(a  + bx)Va2  — i 32x2 
_ y/a—ßx 
a r a.  -j-  ßx 

fl  * 


-(-  Const.-, 


(a  + bx)  V a2  — ß2x2 

1 1 (V (ba-\-aß)(a-\-ßx)-\-V  (ba—aß)(a—ßzy) 

2—a2ß2  Wtbof 


Vb2a2—a2ß 


*—ßz)\  , c 

(bu-\-aß)(a-\-ßx) — V\ (ha — aß)(a — ßxy 

Als  zweites  Beispiel  diene  folgende  Entwickelung.  Nach  Nro.  6) 
erhält  man 

dx  „ C (1  +y2)dy 


r dx  _ 0 r 

J (i  + £zyV  i — x2  ~~  J l 


[1  + e + (l  - £)y2]J 


1 

2s  ) 

!+«  + (!- 

~e)y2  [1 +£  + (!-£)  y2?i 

dy, 

und  wenn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  Reductions- 
formel 


fl 


dy 


y 


+ 


-f- 

2a  J a 


dy 


(a  4-  cy2)2  2 a(a-\-cy2)  2a  J a-\-cy 2 

anwendet,  so  findet  man  für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung: 


/ r 


dy 


1-£M14£4(1-£)j2  J l + e + (l— «)»*) 

Die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  ausführbar,  wobei  die 
Fälle  «<1,6  = 1 und  s > 1 zu  unterscheiden  sind ; durch  Re- 
stitution des  Werthes  von  y erhält  man  schliesslich 
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dx*  * v 


10) 


für  $ <;  1, 


/; 


1 (£Vl—  X3 


1 — £»  ( 1 + ex 
11)  für  8 = 1, 

dx 


Vl  — £2 


(1  -f  £x)*V  1 — X* 

y(l-£)(l-.r) 


arctan 


(1  + £)(1+X) 


+ C; 


/c 


(i  4-  *)»  V\  — a* 

12)  für  t > 1,  f- 


1 2 + * 
3 1 + * 

dx 


1 — x 


1 + x 


+ G; 


(1  -f-  £^)s  V 1 — $* 


S .V 1-** , 1 , 

(V  (i+)(i+r)-|-V  (l-+(i-*)\/ 

| 1-H*  +>-i 

lv  (l+f)(l  + tc)  — V (l-»)(l-x)/l 

. 1 

Sä—i 


IV.  Durch  ähnliche  Substitutionen,  wie  sie  in  den  beiden  vori- 
gen Abschnitten  benutzt  wurden , lässt  sich  auch  eine  Wurzel  von 
der  Form  V « -f-  ßx  + yx a wegschaffen,  wobei  y an  und  für  sich 
immer  als  positiv  betrachtet  wird. 

Im  Fall  das  obere  Zeichen  gilt,  sei  zur  Abkürzung 
13)  V 4 ay  — ß 2 = A; 

man  benutzt  dann  die  Substitution 


14) 

und  erhält 


2 V7  V « + ßx  -f  yx2  — (/?  -f-  2 ya:) 


= y 


15) 


X(l-y*)-2ßy 


V « + ßx  4-  yx 4 = 


4y// 

* 1+2/2 


4Vy 


?/ 


d*  = - ^ ~^dy. 

4 y 3+ 

Wenn  dagegen  das  untere  Zeichen  gilt,  so  setze  man  zur  Ab- 
kürzung 

16)  V 4cey  + /S2  = ft 

» 

und  mache  Gebrauch  von  der  Substitution 


1/  f*  + l 

V a — / 


lyx 


17^  v ft  — /l  + 2ya: 

aus  welcher  sich  folgende  Werthe  ergeben: 


— y, 
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a;  = 


18) 


Va  + /Sa:  — ya:5  = — 


2y(i+yJ) 
y 


W !+2/2’ 


dx  = -2-i  y*y 


v (i  + 2/J)J 

Nach  diesen  Formeln  hat  man  z.  B. 

r (hx 2 C dy 

J V~ü~4- ßx  — y»J  V~y  J 1+2/ 


2 2 
.— =■  arctan  y = — -y=-  arctan 
V y v y 


2y  x-r-  ß 

ft 

2yx  — ß 


Hier  lässt  sich  arctan,  in  arccos,  oder  arcsin,  umsetzen,  wenn  man 
bemerkt,  dass  aus  der  Gleichung  cosu  — e folgt: 


tan\ 


i*  = V r+j  > i“  = arctow  V npr  * 

2 arctan  y | - = arccos  e — ~ — arcsin  e\ 

V 1 4-  er  2 


es  wird  nämlich 


r dx  1 

JVa-\-ßx — yx 2 Vy 


. 2yx  — ß 


, . — - arcsin— — + Const., 

■ -\-ßx  — yx 2 Vy  ft 

was  mit  Formel  4)  in  §.  71  übereinstimmt. 


§•  73. 


Integration  binomischer  Differentiale. 

* 

Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differentiale  versteht  man 
Ausdrücke  von  der  Form 


p_ 

*m_1(a  + bxn)i  dx , 

worin  m,  n,  p und  q ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
gration solcher  Differentiale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
entweder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
duction  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 

Schlömilch»  Analysis.  I.  22 
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I.  Setzt  man  erstlich 
1 


I-i 


1}  * = (fV£)"mithin dx = Hb*''1  de' 

so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
2)  xni~'l(a  -f-  bx*)idx 

a r — — l 

i= — / (zi — a)"  BP+*~ldz 

nb"J 

und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differential  vorhanden,  so- 
bald — eine  ganze  Zahl  ausmacht.  So  z.  B.  hat  man  nach  den  obi- 
n 

gen  Formeln 

f xiVL  — xrfdx  = — — f (z7  — l)7z*de, 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  e durch  Entwickelung  von 
(z7 — 1)J  ausgefiihrt  werden  kann,,  und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  2 aus  der  Gleichung 

1 


(^=0— ^ 


zu  nehmen,  also 

2 = (1  — xrf 

einzusetzen  ist. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  rationalen 
Form  führen  kann,  ist 


3) 


=(— y 

\zi  — bj 


, , qan  zi~1dz 

also  dx  — — 


man  erhält  durch  dieselbe: 


n -+i 

(gi  — b)n 


gp+i-idz 


4)  j " xm~1(a-\-bxn)i  dx  — — J' 

(s*  — b)  ■ T T ' 

• • • hj  v) 

und  hier  wird  das  Differential  rechter  Hand  rational,  wenn  — 4-  — 

n q 

eine  ganze  Zahl  ist  So  hat  man  beispielsweise 


>1+  dx  — 


1)» 


Digiiized  by  Google 


Cap.  XD.  §.  73.  Integration  binomischer  Differentiale.  339 

und  darin 


nach  welchen  Angaben  die  Rechnung  keinen  weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 

TH  TH  I) 

II.  Ist  weder  — noch  — 4-  — eine  ganze  Zahl , so  lässt  sich 

n n q 

das  binomische  Differential  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 
man  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Reductionsformeln, 
die  übrigens  allgemein  für  beliebige  m und  n gelten. 

Bezeichnen  wir  — kurz  mit  s und  a -(-  bxn  mit  X,  so  giebt 

die  partielle  Integration: 

Jxm-i  x‘dx  = X‘  dx  — s J XT'dX  fxm~ldx 

— X‘  — —s  f X’-1  dX— , 
m J m 

und  weil  dX  = bnxn~1dx  ist: 

/rm  X'  hn<<  r 

xm~'  X'dx  — — / xm+"~1X'-1dx. 

m m J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
von  m und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  s wünschenswerth  ist. 


Durch  Umkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 


I- 


xm  + n — 1 X’~ 1 dx  = 


xm  X' 


bns  bns 

oder,  wenn  m — n für  tn  und  s -{—  1 für  s gesetzt  wird, 

m — n 


X'dx 


*>/ 


xm—l  X'dx  = 


)/**“- 


lX‘+ldx-, 


6«(s-|-l)  bn(s -\-  l)c 
mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m und  vergrössert  gleich- 
zeitig s. 

Wenn  man  ferner  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
J : xm~1  X'dx  = J ”* xm~~1{a  -f-  bxn)X‘~  1dx 

= a J ' xm~ 1 X'~ 'dx  4-  b J ° xm  + H~  1X'~ ldx 

mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zunächst 

22* 
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xmX’  bns  C . . , 

/ xm  + "_I X‘~ldx 

m in  J 

= a J'xm~1X‘~1dx-\-b J^xmfn~1X,~1dx, 


in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  s -j—  1 für  s und  sehen  das  erste 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 
a ;raX'  + 1 b(m  -)-  ns  + »)  C „ 

m am  J 


7)  J xm~ 


'X’dx  — 


> + *-i  X'dx; 


diese  Reductionsformel  vergrössert  m ohno  s zu  ändern.  Drückt 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  und 
schreibt  nachher  in  — n für  in,  so  ist : 

a(m~4  - ix‘dx, 

ns)J  , 


8) 


Jr- 


lX‘dx  = 


b (in  + n s)  b (m  + n s) « 

womit  eine  Verkleinerung  von  m ohne  Aenderung  von  s herbeigeführt 
wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

J xm~1X'dx  = a xm~ 1 X*~  1dx  -f-  b J' xm+n~1X‘~tdx, 

so  giebt  dio  Anwendung  der  Formel  6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand : 


f 


m~iX,dx 


= a J ° xm~l  X’~ldx  4-  IrnT  J x’n~1X3dx  J • 


Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

xmX‘  . ans 


9) 


Jxm~ 


'X’dx  — - 


+ 


Jxm-'X‘-' 


dx, 


m-\-ns  1 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s ohne  Aenderung  von  m 
dient.  — Schreibt  man  noch  s 1 für  s und  reducirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 


10) 


/* 


m~ lXsdx- 


a»(s -j-1)  aw(s-f-l) 


und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten , s ohne  Störung  des  m zu 
vergrössern. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Reduc- 
tiousformeln  die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speciellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z.  B. 
das  zu  entwickelnde  Integral 
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r xidx  ■ r t_i.  ._i , 

/ zrj = X i{a  — x)*dx, 

J V (ix  — X1  J 

und  darin  h eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
successive  Verkleinerung  von  Tc  auf  das  Integral 
dx  . ix  — « 


f\ 


= arcsin - 


+ Const. 


V ax — x 3 ' a 

zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 

/, xldx  xt~1V  ax- 

y ax  — x 2 Ä 


+ 


a(2k — 1)  J1  x*~ldx 


ax  — x * K u vax  — x'1 

wie  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71  finden  kann.  Aehnlicher 
Ueberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Reductionsformeln  für 
»8  — n = 0,  sowie  für  m -)-  ns  — 0 nicht  in  Anspruch  genommen 
werden  dürfen , wie''  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
nen lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die  Diffe- 
rentialformeln rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  genannten 
Reductionsformeln  nicht. 


Vi 


§.  74. 


Integration  mittelst  unendlicher  Reihen. 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
eines  irrationalen  Differentiales  auszuführen,  so  benutzt  man  gewöhn- 
lich das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  ‘stellt  das  Integral  als 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
so  mancherlei  Modificationen , dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
sein  dürften. 

a.  Handelt  es  sich  um  das  Integral 

f-,  ;da!  - = [ , - -1—  -y  -1 d*. 

> yi -(«*-)-. 0s) + a*ß*x*  J Vi-o’^n  —ßtxt 

worin  a,  ß und  x echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  ver- 
schiedene Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
dem  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Reihe  verwan- 
delt oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  ist  es  von  Vortheil,  den- 
jenigen Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
Brüche  et  und  ß enthält , weil  die  Reihe  um  so  rascher  convergirt  je 
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kleiner  die  Grösse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortschreitet.  Unter 
der  Voraussetzung  a2  > ßi  erhält  man  zufolge  des  Gesagten 

dx 


h 


V(l  — u2  x2)  (1  — 

=/v7=^P  \^Jßr  +riß*xt  + • • *i 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  X0)  X2,  X* 
etc.  bezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinzufugt, 


1) 


r dx 

J V\\  — u2xi)(l—ß2x*) 


-f-  Const. 


= x.  + I/J-X,  + | Jp-X.  + + ■ • • 

Das  erste  der  Integrale  X0,  Xä , X4  eto.  ist  unmittelbar  be- 
kannt, nämlich 


2) 


X0  = 


arcsin  ax 


zur  Berechnung  der  übrigen  dient  die  Reductipnsformel 

xm  dx 


I 


»-1  V 1 — cc*x 


lAl  — a2x2 
nt  — 


+ 


oder 

3) 


— 1 p xm~2dx 

«*  J V 1 — «J 


Xm  — 


m«1  ' ma2  J 1/ 1 a2 x 2 

(m — l)Xm_j  — i"_l  V 1 — ct2x2 


tnaJ 


worin  der  Reihe  nach  m — 2,  4,  6 etc.  zu  setzen  ist! 

Will  man  den  zweiten  der  angedeuteten  Wege  gehen,  so  hat 
man  die  beiden  Gleichungen 

..  1 — = 1 -f-  ~a2x2  -4-  u'x*  4-  ; ' 3--',)  «6a:6  + 

y i_a*a;s  2 ^2.4  ^2.4.6  ^ 

1 —II  -/»*-»  I I 1‘3'5/>fiTe  + • • • 

Vl—ß2x2  ' 2 F ^2.4M  ^2.4.6H  ' 

mit  einander  zu  multipliciren ; das  Resultat  ist  ron  der  Form 

1 


V(l  — a2x2)(l  — ß 2 x2) 
und  zwar 


= Co  d-  Co  x2  -f-  C4  -f-  Co  x*  -}- 
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4) 


Co 

,Ci 

C, 

Cs 


= 1, 


*(«*  + 

|(3a4  + 2a*/32  + 3/34) 

i(5««  + 3a*ß*  +■  3«2/34  + 5/3«) 


Durch  Integration  erhält  man  hieraus 
C dx  C0x 

J y a—K'-z^a  — Bix*)  ~~  1 


. C*x3  CjX* 

' o I K I 


y (T — «2*2)  (i  _ ßix-i)  i 1 3 1 5 

wo  nur  noch  eine  willkiihrliche  Constante  beizufügen  ist. 

b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


IV 


1 — e2«* 


dx, 


s » < 1,  a*  < 1, 


1 — x3 

welches  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung 
Vorkommen  wird.  Ist  £ ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  = | V 2, 
so  thut  man  am  besten,  nur-  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  verwan- 
deln und  zur  Abkürzung 


/xm  dx  

VT^~  m 


zu,  setzen.  Man  findet 

, ./VW- 

u. 


V 


= Const.  4-  Do 


..-15 ±£<_Iii5l£e_ 

2 4 • 2.4  6 


und  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  TJ  bezeichneten  Inte- 
grale nach  den  Formeln 


7)  U0  = arcsin  x,  Cm  — 


— (' m ~ Vm-1—  X”'~1  V I ~ & 


m 


Wenn  dagegen  £ wenig  von  der  Einheit  differirt,  so  besitzt  die 
gefundene  Reihe  6)  eine  so  langsame  Convergenz,  dass  man  eine 
sehr  grosse  Menge  von  Reihengliedem  summiren  müsste,  um  eine 
nur  massige  Genauigkeit  zu  erreichen;  dann  sind  folgende  Transfor- 
mationen von  Nutzen. 

Man  hat  identisch 


/vw-=/ww- 

und  hier  lässt  sich  die  Wurzel  rechter  Hand  in  eine  convergirende 
Reihe  verwandeln,  sobald 
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fl  — 1 *' 

L-J-  <;  lt  d.  h.  *2  < — 

ist;  dies  giebt 

f|n»  o— >*'_  j.  <» —■>■*+■  ..|fa 

J ( 2 1—  x*  2.4  (1  — x-’)J  > 

Durch  Integration  der  einzelnen  Reihenglieder  *)  erhält  man 

8) 


/VW'- 


Cowsf.  -j-  x -f-  -----  F, 


yi-*l4FJ+i4(-^F.-. 


x*  < 


4 

1. 


2.4 


wobei  zur  Abkürzung 


fl 


= 2 — e2  ’ 


xlidx  _ 

— x2>*  — ** 


(1  — a ;2)* 

gesetzt  worden  ist.  Mit  Hülfe  der  Reductionsformel  G)  in  §.73  findet 
man  leicht 


' T‘ = 2F=Tä 1 (T^Ti^  - (2i - 1)  7,_,j . 

wonach  die  successive  Berechnung  von  Fj , F3  etc.  keine  Schwierig- 
keit bietet.  > 

Im  Fall  x 2 die  angegebene  Grenze  übersteigt,  verliert  die  For- 
mel 8)  ihre  Anwendbarkeit;  man  benutzt  dann  die  identische  Glei- 
chung 


*)  Die  Befugniss  zu  dieser  Operation  ersieht  man  leicht,  wenn  man 
sich  für  den  Augenblick 

n 

z2  oder  x = 


1 — x2 

gesetzt  denkt;  es  wird  hierdurch 


V 1-fz2 


SV' 


(1  — *2)  a-a 
1 — x2 


dx 


-fr 


fl  Z 


jVi-Hi  — *2)*2 


=/vÄ¥ 


Die  letzte  Reihe  schreitet  nach  Potenzen  von  z fort  und  daher  dür- 
fen ihre  einzelnen  Glieder  nach  §.67  integrirt  werden,  wofern  (1  — f2)^2 
ein  echter  Bruch  ist;  durch  Restitution  desWerthes  von  z gelangt  man 
nachher  zu  der  oben  angegebenen  Reihe. 
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n fl  — s2x2  , r dx 

J V l-*2  - / 1/  (1  -e<)x*  ' 

J V 1 — s'x* 


worin,  wegen  x2  < 1,  auch  immer 
• (1— £2)z2 


< 1 


1 — t2X2 

und  daher  die  Reihenentwickelung  erlaubt  ist»  Dies  giebt 


f\ 


1 (1  — £2)a:2  1.3  (1  — e2)2x* 

+ 2 1—  £2a:2  + 2.4(1—  s2x2)2 


dx 


und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

JVW 


10) 


dx 


= Const.  + x + i (1  - £2)TF,  + (1  - s2)2W,  + 

dabei  ist 


II) 


w=?IMt=£)— !• 


Wt: 


(2k  — 2)£2  ( (1  — a2x2)i 
wie  man  mittelst  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  leicht  findet. 

Endlich  liesse  sich  die  verlangte  Integration  auch  dadurch  aus- 
führen,  dass  man  die  beiden  Gleichungen 

V 1— £2x2  — 1 — |£2a2  — | — • • • • 

7T^.  = i + ^ + l*4  +’-'- 

mit  einander  multiplicirt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x ordnet;  die 
Rechnung  ist  dann,  ähnlich  wie  bei  der  letzten  Entwickelung  des 
ersten  Beispieles. 

c.  Es  versteht  .sich  von  selbst,  dass  moa  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  dem  Falle  anwenden  kann,  wo  bereits 
auf  anderem  Wege  der  Werth  des  Integrales  in  geschlossener  Form 
entwickelt  ist;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
und  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Constanto  differiren 
und  lassen  daher  eine  Vergleichung  zu,  welche  jederzeit  auf  ein  zur 
Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  führt. 

So  hat  man  z.  B.  einerseits 

-^*  = 1(1+*)  + Ci, 

1 X 


I 
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andererseits,  wenn  x zwischen  — 1 und  -f-  1 liegt, 

J' ^ ^ dx  = J' (1  — x + x3  — x3  + ■ ‘ - )dx 

= \x ' — Ix1  + sx3  — i*4  + • • • + Cs» 
mithin  durch  Vergleichung 

Z(1  -f- a;)  -f-  Const.  — \x  — jje3  + Ja?8  — • • • 

- 1 < x < + 1. 

Der  Werth  von  Const.  = C\  — C}  bestimmt  sich  durch  die 
Specialisirung  x = 0;  man  findet  Const.  = 0 und  kommt  damit 
auf  ein  bekanntes  Resultat  zurück. 

Nach  demselben  Verfahren  lässt  sich  die  Reibe  für  arctan  X aus 
der  Gleichung 

I W&dX  = J (l-s’  + *4-*6+  * ’ •)<**. 

*s  < 1, 

herleiten,  ebenso  die  Reihe  für  arcsin  x aus 


d.  i. 


/vib#'=/t,+T#+H-  + ! 

X3  < 1. 

Ein  ähnliches  Resultat  liefert  die  Gleichung 

fv7+^is=f tl-T‘,  + r5*'  i 

l(x  + V 1 + x3)  + Const. 

_ i ?!  4.  lii  ?!  _ 1-3-5  *7  i . . . . 
“1  2 3 '2.4  5 2.4.6  7 ' ' 

Für  x — 0 erhält  man  Const.  = 0,  mithin 

12)  i(x  + VT+**)  = j — + 

•—  i < * < + i,  • 

wie  schon  in  §.  59  erwähnt  wurde. 


dx, 


dx 
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. Cap.  xm. 

Integration  transcendenter  Functionen. 

'§•  75. 

Differentiale  mit  Exponentialgrösssn. 

I.  Enthält  die  zu  integrirende  Function  nur  Exponentialgrös- 
sen, ist  also  das  Integral  von  der  Form 


fr 


'f(ea*)dx, 
so  kann  es  mittelst  der  Substitution 
1)  ‘ 


• ■ iz  l*  dz 

eax  = e,  mithin  x = — , dx  = 

a an 


auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Exponentialgrösse 
vorkommt;  man  erhält  nämlich 


2) 

3) 


y>WT- 

. B. 

r i d,='i/Li_i£=ir_^ 

J e*x  -(-  c-ax  aj  _ , 1 e ajz*- fl 


Hiernach  ist  z.  B. 
1 


* + 7 


— ^ arctan  z -f-  Const.  = -i-  arctan (eaz)  -f-  Const. 

Als  zweites  Beispiel  diene  das  Integral 

/'  1 - 1 r 1 . 

</  V^l-)_eOX  »J  V^l-f«  e ’ 

für  1 -|-  «==w2,  woraus  V^l  + jr  = M,  z = ui  — 1 und  dz  — 2« du 
folgen,  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 
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- f + Const., 
aju1  — 1 a \u  4-  1/ 


'■  + 

mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u und  z 
<lx  _ _1_  Af  i -\-cax—  1 


4) 


(‘  _ I 7/V  1 + cUJ  — 1\ 

JVl+eax  a 1 4-  eax  -f- 1/ 


-|-  Const. 


V\  + eax  -f 

II.  Betrachten  v/ir  nun  den  Fall,  wo  das  Differential  Exponen- 
tialgrössen und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
Integrales  ist 

n 

x m oaxdx, 


f‘ 


und  es  liegt  .nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 

J‘uvdx  = u f vdx  — J* du  f vdx 

darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

/eax 

eaxdx  = — 1-  Cqnst. 

Gebrauch  macht;  man  findet  so 


6) 


/ Xm  Ca*  1)1  I • 

xmeaxdx  = / xm~1eaxdx. 

a aj 


Im  Fall  in  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x fortwährend 
verkleinernd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen ; in  der  That 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung:  • 


7) 


_pE“  _ 

~La 


/ 


xm  eax  dx 


mx 


m~1  ! m(m — l)xm~ s 
* 1 ^ ' 


+ (-D' 


m(m  — 


— I) . . 2 . 1~| 

am  + 1 J 


eax  -f-  Const. 


Hiernach  lässt  sich  auch  das  Integral 
cp(x)eaxdx 


ß 


entwickeln,  wenn  q>(x)  unter  der  Form  A -f-  Tlx  -(-  Cx2  -f-  etc.  ent- 
halten ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  — m 1 an  die  Stelle  von  m 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 


r 1 eax  , a r \ 

J x™6“*  X~  (m—  ^ m — lj  xm  l ° 


dx. 
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welche  für  ganze  m mit  Ausnahme  von  m = 1 benutzt  werden  kann. 
Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  unbrauchbares  Resultat  und 
es  bleibt  dann  nichts  übrig,  als  eine  Reihen  Verwandlung  vorzuneh- 
men; vermöge  der  für  alle  x geltenden  Gleichung 


eax  _ 1 
x x 


a2x 

4-  — 4- 
^ 1.2  ^ 


a3x 2 

1.2.3 


erhält  man 


9)  J'~e.axdx  — Const.  -f-  Ix 


, 1 ax  , 1 ( ax )2 

+ T ~T^~2  1.2 


+ ■ 


1 (ax)3 


+ ■ 


3 1.2.3 

und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m = 2,3,...  die 
Werthe  der  Integrale 


der  Reihe  nach  ableiten, 
das  Integral 


axdx,  I eazdx 

J x3 

Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass 


A 


B 


+ S+- 


ip(x)eax  dx,  worin  ip(x)  = A -f- 

oc 

jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgefuhrt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinern, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  Vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen“. 

Das  gegebene  Integral  sei 

1 

r —exdx, 

Vi  +*2 

so  kann  man  für  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x die  Umwandlung 


A 


1 1 


'-Wo*4 


,1.3.5 


-x3  -f 


exdx 


2.4.6 

vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 
griren;  ist  dagegen  x 1,  so  wird  man  x V 1 -f-  A für  1 + x3 
setzen  und  dem  Integrale  die  Form; 
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C 1 r,  1 1 ,1.31  1.3.5  1 , 1 , . 

J xV  2 x2  2.4  n'  2.4.6  i*  ^ J6  X’ 

geben,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendbar  sind. 


§.  76. 

IiOgarithmiache  Differentiale. 


Enthält  das  zu  integrirende  Differential  nur  Logarithmen  in 
der  Weise,  dass 

J f(le)  de 

das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 

1)  le  = y,  also  e = e*,  de  = c*dy 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  J fQe)de  = Jf{y)e'dy, 

wo  nun  die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  benutzt  wer- 
den können. 

So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m' 

J'(le)mde  = jymc*dy 

= — tnym~1  — l)ym~] \-  ( — l)mm(m  — 1..2.1^Je», 

und  indem  man  den  Werth  von  y wieder  einsetzt: 

3)  J' Qe)m  de  — J^(7 ä) m — mfle)”1*1  -f-  m(m — l)(?jsjm_*  — ••• 

— l)m  m(m  — 1) . . . 2 . 1 J e -f  Const. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  vori- 
gen Paragraphen: 

4)  J ^ = Const.  -f  l(le) 


, I Ii  , I (W  , i P*)8  , 

^ 1 1 ^ 2 1.2  3 1.2.3 


und  aus  der  Formel  8): 

■ dg 

5) 


ft 


-1  T m-U  (i 


de 


(le)m  (m — 1)  (le)™-1  1 m — 1 J (le)m~1 
Die  unter  Nro.  1)  angegebene  Substitution  ist  auch  bei  dem 
allgemeineren  Integrale 
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J' et*  f(lz)  dz 

vortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 

6)  J'ztlf(ls)dz  = ■J'e(lt+I)*f(y)dy. 

So  ist  z.  B.  für  den  speciellen  Fall  (i  = — = (lz)m: 

7)  f —(lz)m  dz  = f ym  dy  -f-  Const. 

Je * _ J m 1 


1 ■+■ 

und  in  dem  Ausnahmefalle  »i  = — 1 : 
8) 


fw,d‘  = '» + 


Const. 


= 1(1  z)  -}-  Const. 

Für  ein  von  — 1 verschiedenes  y und  ein  ganzes  positives  m 
liefert  die  Gleichung  6)  zunächst: 

Jzl*(],z)mdz  — J'e<t*  + »»ymdy, 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y: 

n)  f d,  _ [ Q*)m  m(m  - 1) 

9 V Q‘>  de  ~ “F+  l)3  + Ö*  + 

• • • + (-i)-w(^i)):;!‘1]^+i + Cows'- 
In  allen  übrigen, Fällen  müssen  die  Integrationen  logarithmi- 
Bcher  Differentiale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


r- 


worin  1 z positiv , mithin  z zwischen  — 1 und  -f-  ao  enthalten 
sein  muss,  wenn  2(1 .-(-«)  reelle  Werthe  haben  soll.  Behufs  der  Rei- 
henentwickelung sind  hier  die  beiden  Fälle  — 1 z •<[  + 1 und 
e > 1 zu  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ist 

2(1  +*)  = \z  — \zz 

folglich 


10) 


ß 


(1  4-  z) 


dz 


e 

V 2 

- 1 < » < + 1. 


* z 3 

Const.  + -£■  - + 17  — 
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Für  den  zweiten  Fall  benutzt  man  die  Transformation 


7(1  + z)  = Iz  + 7 


M) 


_ 7 .11  11.11 


und  erhält 

11) 


■f 


’7  (1  + g) 


de 

= °»*  + f«*)’  - -k  + w* 


+ ■ 


*>  1. 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  hier  erlaubt,  weil  die 
Substitution  i-  = x zu  einer  nach  Potenzen  von  x fortgehenden 
Reihe  führen  würde. 


v §•  77. 

Hein  goniometrische  Differentiale. 

# I.  Wenn  das  gegebene  Differential  nur  aus  den  verschiedenen 
goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogens  besteht,  wenn 
mithin  das  gesuchte  Integral  unter  der  Form 


P 


F(sinu,  cosu,  tanu,  . . ,)du 
enthalten  ist,  so  kann  man  sich  zuerst  der  Gleichungen 


cos 


u = V 1 — stn5«,  tanu  = 


8tnu 


, etc. 


V 1 — sin'1  u 

bedienen,  um  alle  vorkommenden  Functionen  durch  sinu  auszu- 
drücken; das  Integral  erhält  dann  die  Form 


ß 


f (sinu)  du, 


wobei  immer  vorausgesetzt  werden  dar£  dass  « zwischen  — | jr  und 
enthalten  sei.  Mit  Hülfe  der  Substitution 

dx 

Sinu  = x, 


du  = 


ergiebt  sich  nun 
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und  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  zurückgeführt,  welches 
keine  goniometriseken  Functionen  mehr  enthält. 

Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B. 

C C du  P dx  . 

J J \/  1 — sin  - u J 1 Xi 

1 / 1 4-  x\ 1 /I  + sinu\ 

2 \1 — t)  2 Vl — sinu) 

und  bei  Anwendung  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

1)  J secudu  — ltan(\n  + jw)  + C. 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

p r du  r dx 

/ cscudu  = / — — ■ — / . ■ 

J J sinu  J xVl  — x? 

_ _ t(i±ViEE)  = - i(l+c0™) 

> t \ a;  / V si»«  / 

oder  kürzer 

2)  f cscudu  = ltan\u  C. 

Mit  Hülfe  der  genannten  Substitution  erhält  man  auch 

J' sinpu  cos*udu  ■=  J' xP  (1  — ®2)2<4  d* ; 

auf  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Reductions- 
formeln  des  §.73  anwendbar,  wobei  a = 1,6  = — 1,  »»=  j>  + 1, 
n=  2,  s = |(g  — 1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
von  x = sinu  und  dx  = cosudu  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Gleichungen 

3) 


P + 1 

sinp~  lucos*  + 1u 
3 + 1 

sinp  + 1 u cosi + 1 u 
P + 1 

sinp~1u  cos*+1u 


J sinp  u 

p + T /“ 


« _|_  3 — 


cos*  u du 

sinp  + 2u  cos * ‘‘udu 


— — ; — 7 / sinp~iucos*  + 2udu 

3 + 1 J 
JP  + 3-  f 


f-  2 r . 

rJ Sl 


■ p+<i 

SiuP+'u  COS*~lU  q 

P + 3 

+ 1 M COS«  + 1 M 


P + 

3 J 


P + 3 


i/i 

3*/ 


3 + 1 

Schlömllch,  Analysis.  L 


+ 


P + 3 
P + 3 + 


sinp  + 2 u cos*  udu 
2 u cos*  u du 
sinpucos*~iu  du 


3 + 


1-2  r . „ 

^ — J smpu 


cos*+iudu. 
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Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ■ursprüngliche  Integral 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p oder  q oder  beide 
um  2 grössere  oder  kleinere  Wertho  besitzen;  die  fortgesetzte  An- 
wendung der  genannten ^Iteductionsformeln  fuhrt  schliesslich  auf  ein 
Integral,  worin  die  Exponenten  von  sinu  und  cosu  nicht  ausserhalb 
des  Intervalles  — 1 bis  -(-  1 liegen.  Sind  p und  q positive  oder 
negative  ganze  Zahlen , so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der  folgen- 
den Integrale 

fd‘:  / sinudu,  j cosu  du, 

r . , r du  r du 

I sin  u cosu  du,  / — : — . / , 

J J sinu  J cosu 

/tnnudu,  I cotudu,  / ■— ■-  U > 

./  J sin  u cosu 

die  sämmtlich  durch  die  Substitution  sitlu  — x entwickelt  werden 
können.  So  erhält  man  z.  B.,  wenn  p und  q positive  ganze  Zahlen 
bezeichnen. 


4)  für  gerade  p, 


',  J sin  Pu 


du 


cos  u 


sinP—'u  4 


P 


p-2 


sinP- 


sinP~su-\-- 


I (P~  1)(F— 3) 

, (p—  l)(p  — 3).. .3  . 


(p—  l)(p  — 3). ..3.1  . . 

- -«  + tonst.-, 


5) 


p(p—  2)  (p  — 4) : . . 4 . 2 
für  ungerade  p,  J sinPudu 

! sinP~lu 


cosu 


P 1 sinP~3u  + • 


6)  für  gerade  q, 


/' 


-2""  ~ ' (p-2)(jj-i ) 

(j>  — 1)  (p  — 3) ...  4 . 2 

' (j?  2)  (p  4)  ...  3 . 1 

cosiit  d u 


-j-  Const.-, 


stnu 


COSl-'u  4-  i C0S1-3U  4 yt — ~ cos«-6«  4 ■ 

ä — 2 (q  — 2){q  — 4) 


+ 


(q— 1)(?-3)...3  j 
(7-2)  (q-4).  : :2C0SU) 


(Q  — l)(g  — 3). ■ . 3 . 1 
3 (ä  — 2)  (<f  — 4)  ...  4 . 2 


« 4 Const.; 
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7)  für  ungerade  q , J' cos  u du 


smu  , 

— -j  cos»-1 


-cos®-3#  -f- 


(g  — 1)  (g  — 3) 

(g  — 2)  (g  — 4) 


cos®  - 5u  4-  ■ 


+ 


(g-l)(g-3).-.4.2 


8)  für  gerade  p,  J' i 

tanP~1u 


(g  — 2)  (g  — 4) ...  3 . 1 
tnn?u  cl  u 


+ Const.-, 


p — l 
• + (-1) 


tanP~*u  , tanf~6u 
~p~—S~  + ~ 
tanu 


\r- 1 


p — o 

+ (-1)^«  + C; 


9)  für  ungerade  p,  J' fanPudu 


tanP~1u 

~ p—l 


tanP~3u  , tanr~iu 
p — 3 + p — 5 


. . • + (—  l)ä<*’  + 1>  4.  (_l)l{P  + 1)fcosw  -f  C. 

Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Integrale 
J' sinPudu  und  J'cosqudu 

auch  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen.  Bei  geraden  m hat  man 
nämlich  (s.  §.55  Formel  11) 

(—  l)2m2m— 1sinm« 

= (m) o cos  mu  — (in) i cos  (m  — 2)  u 4-  (»O2  cos  (»1  — 4)  u — • • ■ 
...  4.  (_  l)5m-1(rn)im_1cos2w  4-  (—  l)*mä(»0lm 
und  daraus  folgt  sehr  leicht 
10)  für  gerade  »1,  sinmudu 


( — l)®m  sinmu 

1 


m 


, . sinfm — 2)«  , . . sin(m  — 4)« 

(»Oi  — t — t*-  + (m)®  ■ 


+ ( l)*m— 1 (»l)i. 


»1  — 2 ' v “ »1  — 4 


+ C. 


Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 


23* 
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* 

11)  für  ungerade  in,  j sinmudu, 

(t—  i)äf"*  + I)  (cosntu  , . ros,»» — 2)«  , . . cos(m — 4)m 

i f (mji 


2m_ 1 r 


(m) 


m — 2 


+ (-D 


: (m  — 1) 


(»0 


m — 4 

cosu 


+ C; 


12)  für  gerade  in,  J cosmu  du 


1 


2m— 1 


sinmu  , sin(m  — 2)« 

™ + w. 


in  — 2 


, . sin  (in  — 4 )«  . 

(*»),  "^7-  +• 


sin  2 k , ul 

• • • + Wim-!  — 2~  + Wj-  J i + Ci 

13)  für  ungerade  in,  J'cos^'udu  * ■ - 


1 

2"‘— 1 


sw  »?  w 
m 


t s s«n(m — 2)  , . . sw(w — 4)w  , 

<”)■  + (“)■  ',„--4  + 


II.  Eine  zweite  Umwandlung  dos  Integrales 

n 

F(sinu,  cosu,  tanu,  . . .)du 


ß 


besteht  darin,  dass  man  alle  vorkommenden  goniometrischen  Func- 
tionen durch  cosu  ausdrückt,  wodurch  das  Integral  die  Form 


ß 


cp(cosu)du 
J 

erhält,  und  nachher 

cosu  — y , mithin  du  = — 


dy_ 

VT-, 


substituirt;  damit  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

h(cosu)du=- 
J y X — y% 

Im  Wesentlichen  ist  diese  Reduction  von  der  vorigen  nicht  ver- 
schieden , jedoch  bequemer , wenn  nur  der  Cosinus  vorkommt.  So 
hat  man  z.  B. 

C du r dy 

J ‘d  -)-  bcosu  J (a  -|_  by)V  1 — ys  ’ 
für  n b ist  der  Werth  des  Integrales  rechter  Iland  (§.  72  For- 
mel 7) 
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2 , 1 / («  — &)(  1 — y) 

= - v7^v"'da"  V {»  + «(i  + ,) 

mithin  nach  Substitution  von  « = cosm  und  einer  kleinen  goniome- 
trischeu  Umwandlung 

14)  f .Lh  — ~ = \l  ^ arctan  (\/  tan  aM)  + 

J a + bcosu  V ai  — b”-  a + b J 


b <i  a. 


Ebenso  leicht  findet  man 


15)  f = --  1 l(- 

J a-{-  b cos  u yb-  — o*  M 


VbA-  a V b—a  tan\ 

Yb-\-a  — Yb—atan\ 

5 >•  a. 

Dasselbe  Verfahren  liefert  auch  folgende  Integralformeln 

r du 

’ J (1  + £ cos  «)2 

\ ssinu 
) 1 -(-  £cos u 


+ C, 


16)  für  £ < 1, 


: arctan 


l-£3(/l_£2 
17)  für  £ > 1, 


(VI 


-7 — tan\u  , 

4-« 


+ C; 


du 


(1  + £ COß  il)s 


j ssinu 

_ 1 

(\f  \ + £ + V 1 — £ tan  |m\  j 

( 1 -f-£  cosu 

V £2 — 1 

\\/ 1 4-f — V 1 — etan\iJ ' 

III.  Man' kann  endlich  das  Integral 

J F(sinu,  cosu,  tanu,  . . )du 

auch  so  behandeln,  dass  man  erst  alle  goniometrischen  Functionen 
durch  tan  u 'ausdrückt,  wodurch  die  Form 

f tl>(tanu)du 

entsteht,  und  nachher  die  Substitution 

. , dz 

tanu  — e , du  = - — ——z 
1 + e2 

vornimmt;  letztere  giebt 

r , ,,  />(*)<** 

jHtanu)du=JT —• 

Diese  Transformation  bietet  den  Vortheil,  dass  sie  zu  einer 
rationalen  Form  führt,  wenn  ip  (z)  eine  rationale  Function  ist. 
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Beispielsweis  hat  man 

ftanPudu=ff£L, 

woraus  die  Formeln  8)  und  9)  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade p unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 

r du  r dz 

J a^cos-u  + ß2sin2u  Ja2  4-  ß2z2 

ifanu  n 

— r t'»  • 


1 4 ß*  1 ’ , 

= — 3-  arctan = — — arctan 

aß  a aß 


übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 
Nach  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

/. cos2  u du  C dz 

(a2cos2u  4 ß2sin2u)2  J {a2  4 ß2z2)2 
• z 1 ßz 

2a2(a2  4 ß2z‘‘)  2a3ß  an^"‘  a 


d.  i. 
18) 


/cos2tt  du 

(a2cos2u  4 ß2sin2u)2 
cos  n sinn  l , ßtanu 


2 a2(a2cos-  u 4 ß2sin2u ) 
Ebenso  leicht  findet  sich 


4 


19) 


2a3ß 

/sin2  u d u 

{a2cos2u  4 ß2sin2u )2 


arctan  - 


4 C. 


cosu  sin  it 


+ ü 


1 


2ß2(a2cos2u  4 ß2sin2u)  1 2aß:t 
und  durch  Addition  der  Formeln  18)  und  19) 

20)  ' du 


, ßtanu  , ^ 
arctan- \-  C, 


f— 

J ( a2cos 1 


( 

ß'1  — a2  cos  u sin  u 


2 a2ß2  u2  cos2  u -\- ß2 sin2  u 


u 4 ß2sin2  u )2 

ß! 

2u3ß3 


+ 


a2  ßtanu 

arctan  (-  C. 


§•  78. 

Gemischt  goniometrische  Differentiale. 

I.  Wir  «betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  Sinus  oder  Cosinus 
in  Verbindung  mit  Potenzen  Vorkommen,  wie  z.  B.  in  dem  Integrale 


/ 


um  sin  ß u du. 


Digitized  by  Google 


Cap.  XIII.  §.78.  Geüiischt  goniometrische  Differentiale.  359 

Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergiebt  sich  sehr 




Ju- 


leicht 

. a , umcosßn  , m C „ , a j 

umsinßudu  — — (-  —J  um~1cosßudu; 

ferner  ist,  wenn  man  dasselbe  Verfahren  auf  das  letzte  Integral  an- 
wendet, 

i o , u™—1  sinßu  m — 1 C . a j ’ 

lcosßudu  = 3 — — / um  2 sin ßu du, 

ß ß J 

mithin  durch  Substitution  von  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende 

1) fuSinßudu  = _ umC0Sßu  + t 

— m (»;. — 1|  j _ tginßu-du. 

ß1  J 

Hiernach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
führt werden , welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
nent von  w um  2 kleiner  ist.  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
eines  ganzen  positiven  m mehrmals  nach  einander  an,^so  kommt  man 
schliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 

cosßu 


ß 

ß 


sin  ßu  du  ==  — 


+ 


. „ , ucosßu  . sinßu  . „ 

ustnßu  du  = -ß ! jp h 0, 

deren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
für  m = 1 folgt. 

Setzt  man  in  der  vorigen  Reductionsformel  m — — n 4-  2 
und  sieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
man 

f'sinßn  7 sinßu  ßcosßu 

2)  J C W ~ ~ (w  — 1)»«-.»  “ (n  — 1)  (n  — 2) w— » 


ß'l  r sinßu 

(n  — l)(w  — 2 )J 


(«—  1)(m  — 2), 

Für  n =5=  1 und  n — 2 ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
bleibt  dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  inte- 
griren.  Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 
1 ßu  1 ß3us  , _ 1 /35if6 


'sinßu  __  r , J_  _ j_  fi3»8  , J_ 

u d C+!  1 3 1.2.3'  5 1.2. .5 


im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theil weise  Integration 

C sinßu  , cosßu  , - cosßu  , 

4)  / — iß- du  — — + ß / — —du, 

' J u3  u J U 
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und  vermöge  der  Cosinusroihe 

f' cos  ft  11  „ , 1 ß2"2  , 1 ß*n* 

ö)  J —dH  -JT T + T Ü2~4,  -•** 

Die  Formel  2)  dient  nun,  um  die  Integrale 

/sin  ft  n , • C sin  ft  ti  , 

7— du,  / — — — du,  etc. 

«■>  i/  M4 

auf  die  Integrale  3)  nnd  5)  zurückzufüliren. 

Ist  der  Exponent  von  w weder  eine  positive  noch  eine  negative 
ganze  Zahl,  so  lässt  er  sich  zwar  mittelst  der  Formeln  1)  und  2) 
vergrössern  oder  verkleinern,  am  Ende  wird  man  aber  doch  zur  Inte- 
gration durch  Reihen  greifen  müssen. 

Die  nämlichen  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Inte- 
gral 

fu  rosß  u du 

und  liefern  zunächst  die  Reductionsformel 
, C _ „ ti m sin  ft u , tnum~lsinßu 

6)  J **osßii  du  = + r— 


(in  — 1)  C 


2 cosßu  du, 


welche  bei  ganzen  positiven  tu  auf  eines  der  beiden  Integrale 

r a i Sin  ß it 

J cosßu  du  — — ^ — 4-  C, 

r ■ o i usin  ft  u , cosßu  ; „ 

J u cosßu  du  = — -f-  — - — — -f-  C 

zurückführt.  Für  m — — n -\-  2 ergiebt  sich  durch  Umkehrung 
von  Nr.  6) 


r cosß 

J u” 


ßu  cosßu  | ß sin  ß li 

" IU  (n — l)»n—1  (n — 1)(»  — 2)m"~  *■ 


ß1  ■ r cosßu 

~ (n  — 1)  0 — 2)  J 

Auf  die  speciellen  Fälle  n = 1 und  n — 2 ist  ‘diese  Formel 
nicht  anwendbar ; im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  ange- 
gebene Reihe,  im  zweiten  Falle  hat  man  erst  durch  partielle  Inte- 
gration 

C cos  ß u , cosßu  . f sin  ft  it  , 

8)  / —du  ft  du 

J u!  u J u 


und  entwickelt  dann  das  Integral  rechter  Hand  nach  Nr.  3).  Im 
Uebrigen  dient  die  Formel  7),  um  die  Integrale 
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/' cosßu  C cos  ß u , 

— - — du,  I — ^ — du,  etc. 

wJ  ■ J u* 

auf  die  in  Nro.  3)  und  5)  betrachteten  Integrale  zurücfezuführen. 
Ist  der  Exponent  von  « weder  eine  positive  noch  eine  negative  ganze 
Zahl,  so  kann  man  ihn  zwar  vergrössern  oder  verkleinern,  muss  aber 
schliesslich  doch  Reihenentwickelungen  benutzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahin,  dass 
Integrale  von  den'  Formen 

J f{u) sin ß ii  du  und  u) cos  ßu  du 

in  endlicher  Gestalt  ausführbar  sind,  wenn 

/(«)  = A + Bu  + Cm2  4 + Eu*  ■ 

ist,  und  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
■ /(«)  unter  der  Form  . 

/w = * + 4 + & + • • • + 4 

u uJ  u‘ 

enthalten  ist.  ■ c 

II.  Wir  betrachten  zweitens  dio  Combination  der  Exponential- 
grösse  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

P=  J eau  sinßu  du  und  Q—  J "* eau  cosßu  du. 

Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

P = eau  ~ J' cau  cosßu  du 


d.  i. 


P — 


— caucosßu  + uQ 


und  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q verfährt, 

n 4 -ea“  sinßu  — ctP 

Q—  ß ; 

die  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
P und  Q,  nämlich 

enu(asinßu  — ßcosßu) 
a-  4-  /ö« 


9) 


J.eaasinß 


u du 


4"  G, 


,m  r „„  o , eau(acosßu  4-  ßsinßu ) 

10)  J eau  cosßu  du  — C— 4-  C. 

III.  Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

f umeau  sinßu  du  und  j' u"‘en“  cosßu  du 
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gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.  Bezeichnet  man  nämlich  das 
erste  mit  Pm,  das  zweite  mit  Qm , so  findet  man  durch  theilweise 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Formeln  9)  und  10) 

umeau(it8inßu  — ft  cos  ft  u)  — mnP,„-\  -1-  m ft  Qm  — \ 

« 4-  ft1 

umrKU(aco$ft  h 4-  ft  sin  ft  «)  — — m ft  Pm  - 1 

ß2  -f  ft-  ' 


Pm  = 


Qm  — 


Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselben 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u um  eine  Einheit  ver- 
ringert ist.  Bei  ganzen  positiven  tn  lässt  sich  diese  Operation  tw-mal 
anwenden  und  dann  erhält  man  Pm  und  Q ausgedrückt,  durch  Po 
und  (Jo,  welche  letzteren  Integrale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  ent- 
wickelten identisch  sind. 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Wcrthe  der  Integrale 

Pf(u)cttu  sin  ftu  du  und  //(«>  enu  cos  ft»  du 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können,  wenn  /(«)  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  « ist. 

Dasselbe  gilt  von  den  Integralen 

//(«)««  “ sinPudu  und  J f(u)eau  cos*u  du, 

falls  p eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Mittelst  der  Formeln  9)  bis 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  oder 
cosu  in  eine  endliche  Reihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Vielfachen 
des  Bogens  u auflösen,  und  dann  ist  jedes  einzelne  Glied  nach  den 
vorigen  Formeln  integrabel.  So  hat  man  z.  B. 

‘ J f(u)eau  coseu  du 

— i //(«) eau (cos  6 u -j-  ti cos  4 u -(-  15cos2w  -f-  10)d«, 

wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 

r 

f(u)ea*  cos  ß u du 


f< 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden,  ist  die  Hülfe 
unendlicher  Reihen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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§.  79. 

Cyclometrische  Differentiale. 

Enthält  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrische  Function 
allein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differential  zurückzu- 
führen ; mittelst  der  Substitution 

1)  arcsin  x = u,  x = sinn,  dx  = cosudu 

erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 


2) 


j' f(arcsinx)  dx  —J'f{u)cosu  du.  ' 


Nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3) 

J f (arccos  x)dx  = — 

j /(«)  sinu  du, 

u = arccos  x. 

4) 

{arctan  x)  dx  = 

j^f{u)seciudu. 

u = arctanx, 

5) 

C f{arccot  x)  dx  — — 

f /(m)cscsm  du, 

u = arccotx. 

: dx  : 


So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

= J eau  cosu  du 

(tcosu  4-  sinu  , 

= — “ — : enu  -f  Const, 

«2+1 

mithin  rückwärts  für  sin u = x,  cos  u = 1 — x* : 


fe- 


ß 


a V 1 — xß  4-  x . ' , 

guarcunx  dx  = — 4 -f-  CotlSf. 


«2  + 1 

Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

j {arcsin  x)m  dx  und  J' {arccos  x)m  dx 

mittelst  derFormelu  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
f{x)  ip(z)  dx,  wenn  ip(x)  eine  cyclometrische  Function  und  f{x)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  von  f(x)dx  eine  algebraische  Func- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  hat 
nämlich  für  ip(x)  — arcsin  x: 
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J arcsin  x f(x)  d x 

— arcsin  x J f(x)  dx  — J d arcsin  x Jf(x)dx 

1)  Ja*)  arcsin  x dx  = arcsin  x dx  — 

mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  f f(x)arccosx  dx  = arccos  x J fix)  dx  + J '-y J' Ax)  d x, 

3)  f f(x)ardanxdx  — arctanx  J f(x)dx  — J' ^ J f(x)dz, 

41  J'f(x)arccotxdx  — arccotx  J f(x)dx  + ^ J'f{x)dx- 

So  ist  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle  f{x)  = 1 nach  Nro.  1): 

/r  dx 
arcsinxdx  = arcsin  x . x — J - — -^x 

= x arcsin  x + V"l — x*  Const., 

und  nach  Nro.  3): 

r C dx 

6)  J arctanx  dx  = arctanx  . x — J ^ ~-,x 

— xardanx  — |I(1  + x3)  -f  Const.; 
überhaupt  allgemeiner  für  f(x)  = xm~1: 

xm  arcsin  x 1 C xmdx 

m tn  J \/"  \ — xt  ’ 

xm  arctanx  1 C xm  dx 


7)  J" xm~ 

8)  J xm~ 


arcsinxdx 


1 ardanx  dx  = 


J_  [fl 

in  J 1 


+■  x*  ’ 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 
tiven m jederzeit  ausführbar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.  Man  hat 
zunächst  nach  Nro.  3) 

r x ,/ f'V  l — x2 

/ arctanx  dx  = — arctanx  . V 1— *-x3  + / — — ; — z-dx, 

J V 1— a;S  J 1 + 

ferner 
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— arcsin  x. 


Schafft  man  das  Wurzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli- 
chen Integrale  weg  (§.  72)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 

1 dx  1. ' xV~2 


I 


— -7=  arctan 


1 +x*yr^i  Y2 


und -durch  Substitution  dieses  Werthes: 
x 


f 


Vr—x* 


arcsinx  dx  — — V 1 — x'1  arctanx 
-f-  V~2  arctan 


xV~2 


VT 


— arcsinx  C. 


Lässt  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  bewerk- 
stelligen suchen. 
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Cap.  XIV. 


Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationen. 


\.  80. 


Quadraturen  in  Parallelcoordinaten. 


Schon  in  §.  64  haben  wir  darauf  hingowiesen,  dass  .ein  Integral 
als  die  ebene  Flüche  betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Abscis- 
senachse,  zwei  darauf  senkrechten  Ordinaton  und  einer  Curve  begrenzt 
wird;  dort  benutzten  wir  diese  geometrische  Construction , um  den 
Begriff  des  Integrales  zu  veranschaulichen,  hier  soll  sie  zur  Bestim- 
mung der  Fläche  einer  gegebenen  Plancurve  dienen.  Zugleich  ver- 
allgemeinern wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  beliebi- 
gen schiefwinkligen  Coordinatcusystemes. 

In  Fig.  41  sei  dXOY  = y , 0Mr=$,  MP  = y und  y—f(x) 

die  Gleichung  der  Curve  I1PQPU 
ferner  die  Fläche  GMPII  — U 
und  M Mx  — dx  ein  beliebiger 
Zuwachs  der  Abscisse  x\  die  ent- 
sprechende Flächenzunahme 
NMiP\P  = dU  kann  einem 
Parallelogramme  verglichen  wer- 
den, welches  MMy  zur  einen 
Seite  und  eine  gewisse,  zwischen 
MP  und  Mi  Py  eingeschaltete  Or- 
dinate N Q zur  anderen  Seite  hat, 
daher 


Fig.  41. 


du  = dx  . NQ  . sin y, 


dU 

dx 


= NQ  . sin  y. 
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Ans  dieser  Gleichung,  welche  so  lange  gilt,  als  die  Curve  stetig 

dü 


verläuft,  zieht  man 


dx 


= y sin  y 


und  umgekehrt  durch  Integration 
0 U = siny J' ydx  4-  Const. 

Die  Bedeutung  der  willkilhrlichen  Constanten  besteht  darin,  dass 
es  für  die  letzte  Ordinate  y gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate GH  ab  die  Fläche  U gerechnet  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  x0  die  Abscisse  OG  der 
Anfangsordinate  GH,  so  muss  U = 0 werden,  wenn  x den  Special- 
werth x = x0  erhält;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
die  Constante,  wie  die  folgenden  Beispiele-  zeigen  werden. 

a.  Die  Parabel.  Aus  der  bekannten  Gleichung 
e3  e3 

y ■ 

ergiebt  sich  augenblicklich 


x 2 

W 


U = (-  Const. 

o q 

Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  das  heisst 
U gleich  der  Fläche  OMP  sein,  so  müssen  x und  U gleichzeitig  ver- 
schwinden; dies  giebt  0 = 0 ,-f  Const,  mithin 

2)  - *3  1 


U - 


-xy. 


3 q 3 

Daraus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Arcliimedes,  dass  die  Fläche 
Fig.  42.  OLP  = \xy  — | L OMP  sein 

muss. 

Eine  elegante  und  später 
brauchbare  Erweiterung  des  Theo- 
remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 
noch  zwei  Ordinaten  M,  P,  und 
A/j-Pj  in  den  Abständen  MHi  = 
Mi  M,  = h und  berechne  die 
Fläche  zwischen  MP  und  M2P2, 
nämlich  (Fig.  42) 

MM^PjP  = 0 Mi  P3  — OMP 

— (x  + 2 fr)8  __  _£f ! ^ 6a:2  -f  12a: 7«  + 87t3 

3 q 3q  ~~»n  n * 
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oder  auch 


JO/j  P,  P 


i ( x + h )«  Qr  + 2/Q* 
q q 


]• 


Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  MP,  M\  I\,  M:  P2  mit  y,  yit  J/j, 
so  wird  die  vorige  Gleichung  zur  folgenden 

MM,P2P  = 1 7i  0/  + 4*/,  + Jt,). 

Um  dieses  Resultat  zu  verallgemeinern,  legen  wir  durch  einen  belie- 
bigen Tunkt  0'  ein  neues  Coordinaten System  parallel  dem  früheren; 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  (/  X ' sei  MN  = b und 


NP  = V = V + Ni  P2  = Tjt  = y2  -f  b,  NtP-i  — Tj}  — y2 b. 


Nach  diesen  Voraussetzungen  hat  man 

Fläche  N N,  P2  P = Rechteck  MN2M2M  -f-  Fläche  M M2  P2  P 


— 2hb  -f  — ft  + 4(ij,  — — 6] 

und  bei  gehöriger  Znsamntenziehung 
3)  Fläche  NN,  P,  P = | h (ti  + 4 >),  + %). 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  Plt  P, , deren  Ordi- 
naten gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  der 
Ordinatenachse  ist,  60  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  para- 
bolischen Doppelstreifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegen- 
seitigen Entfernung  berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter 
jener  Parabel  aufsuchen  zu.  müssen. 


b.  Kreis  und  Ellipse.  Die  Mittelpunktsgleichung  des  Krei- 
ses sei  ' 

. y = V «P  — x - ; 


es  wird  dann 


ü = j' V a1  — x2dx  = l x V<P  — x1  -|-  ja*  arcsin  — (-  ConsL 


Fig.  43. 


Versteht  man  unter  U die  Fläche 
COMQ  (Fig.  43),  so  muss  für  x=0 
auch  U = 0 werden;  dies  giebt 
Co>ist.  = 0 und 

4)  U — \xVa*  — X* 

X 

4-  la*  arcsin , 

2 a 

was  geometrisch  bedeutet,  dass  U 
aus  dem  Dreiecke  OMQ  und  dem 
Kreissector  CO  Q besteht. 
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Für  die  Ellipse  sei  die  ■ Ordinate  MP  = yi  und  die  Fläche 
B OMP  = Ui ; man  hat  dann 

2/i  = V a2  — x2 , 

Ut  — j|  x Y a-  — x2  -(- 1 »2  arcsin 

oder 

5)  iji=-^-y,  Ui  =•—  U, 

wo  y und  U die  vorige  Bedeutung  haben.  Die  Quadratur  der  Ellipse 
lässt  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückführen.  Die 
Fläche  des  Ellipsenquadranten  ist  hiernach 

5 1,1, 

a 4 4 

und  die  ganze  Ellipsenfläche  = n ab  = n (V  ab)2,  worin  ein  leicht 
auszusprechender  Satz  liegt. 


c.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
rechtwinkligen  Coordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Coordinaten- 
anfang  und  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  genommen  wird, 


mithin  ist 
U 


l—T* 


■ dx 


«2, 


= — ( V x2  — a2 1 
a J 

= -^-[lxVx2—a2  — \a*l(x+V  x2  — «3)+  c]  • 

Es  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 


Fig.  44. 


d.  h.  U ==  Fläche  CM  P zu  setzen 
(Fig.  44);  für  x = 0 C = a wird 
dann  U = 0 und 

0 = — \a2la  + C, 
wodurch  sich  der  Werth  von  C be- 
stimmt. Man  erhält  nach  Substitu- 
tion desselben 


n = ~[*Vx>-ai-aU  (*+^ ")] 


oder  in  eleganterer  Form 

Schlömilch,  Analysis  I. 


21 
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6)  U=  \[xy-abl{-^-  + -£-)]•  - 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Quadratur  der  Hyperbel,  wenn 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachson  n.mmt , OA  = OB 
= j/o*4-  5*  = /fe,^dOß=y,  ON  = £,  NP  = V und  die 
Fläche  GANP  = ü setzt;  es  wird  nämlich 

k‘ 

r,==~f' 

Sl  = W sin  y j -g-  d | = k7  sin  y (7 1 -r  C). 

Für  £ = k muss  Si  verschwinden,  daher  ist  0 = Ik  -f-  G,  mithin 
G — — Ik  und 

7)  Sl  = k * sin  y . I 

Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  — V~2 
ist,  wird  jfc  = 1,  y = \it  und  & = 7 £ ; zufolge  dieses  sehr  einfachen 
Verhältnisses  hat  man  früher  die  Logarithmen  der  Basis  hyperbo- 
lische Logarithmen  genannt. 

d.  Die  Cycloide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  21  (auf  S.  94) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
die  Differentialgleichung  der  Curve 

d,=yj°pö,; 

um  von  derselben  Gebrauch  zu  machen,  ersetzen  wir  die  Gleichung 
1)  durch  die  folgende 

TJ  — yx  — j xdy, 

welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 
TJ  = xy  — J dxV  2ax — x 8. 

Die  geometrische  Bedeutung 
des  rechter  Hand . befindlichen  Inte- 
grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem  Halbkreise  C Q D (Figur  45) 
V^2ax  — also 

J'dxV  2 ax  — x1 

= Fläche  GM  Q +-  Const. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
TJ  — xy  — Fläche  CMQ  -j-  Const. 


Fig.  45. 


Digitized  by  Google 


Cap.  XIV.  §.  80.  Quadraturen  in  Parallelcoordinaten.  371 

Verstehen  wir  unter  -V  die  Fläche  CMP,  so  wird  für  x — 0 
gleichzeitig  U — 0 und  CMQ  .=  0,  mithin  auch  Const.  = 0,  also 

Ü = xy  — Fläche  CMQ  oder  xy  — U = Fläche  CMQ-, 
geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  CPU  und  CMQ  gleich 
sind;  hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide.  Speciell 
für  x — a ergiebt  sich,  dass  die  Fläche  CDA  = |jra2,  mithin  die 
ganze  Cycloidenfläche  gleich  dem  Dreifachen  von  der  Fläche  des  er- 
zeugenden Kreises  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y ,■  etwa 
y = — (p(x),  wird  nämlich  F negativ  = — f(p(x)dx,  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y aus  dem*Nega- 
tiven  ins  Positive  über,  so  wechselt  F gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Fiächen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  berechnet 
und  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.  die 
durch  den  Brennpunkt  0 (Fig.  47)  einer  Parabel  auf  deren  Achse 
pjg.  47  senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenachse,  so 

ist  die  Gleichung  der  Parabel 


» = ä(-j ‘r-p). 


Const., 


und  wenn  die  Fläche  F von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 
ist  Const.  — 0.  Ueber  der  Abscisse  OC  = 3 steht  demnach 

die  Fläche 


i?  = äpV'.J(TF--1’)=0- 


*)  Ein  Rechteck  MM,  P,P  (Fig.  46)  dessen 
Basis  MMl  positiv  und  dessen  Höhe  MP 
negativ  ist,  hat  zur  Fläche  das  Product 
— MMX . MP,  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt  wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Abscissenachse  liegende  Flächen  erstrecken, 
weil " eine  Fläche  immer  als  Grenze  einer 


Rechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  6t). 


24" 
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Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OAB  und  ACD 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen;  man 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OA  ==p: 

Flüche  OAB  = — = — | ..OB  . OA, 

was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.  Um  die  zweite 
Fläche  ACD  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  G)  dio  Fläche  F vom 
Punkte  A aus,  so  dass  F für  x = p verschwindet;  dies  giebt  zur 
Constantenbestimmung  0 = — + Co» st.,  also 

F=K■fe-^')  + äi^ 

für  x = p Vä  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  A CD  — \p\ 

dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.  Die  algebraische  Summe  der  Flächen  OAB  und 
ACD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  = |pJ.  i 


Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Curve 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
x — 2a  stehende  Fläche  der  Curve 
b3 

V — ^ . j..'  0 und  « positiv) 

ermitteln,  so  erhielte  m#n  ohne  jene  Rücksicht 

F = b3  f AX  — -f-  Const., 

J {a  — x)2  a — x ' 

und  weil  vom  Anfänge  der  Coordinaten  her  F — 0 wird  für  x = 0 : 


0 = — — 4-  ’ Const., 
a 


also 


b3 


a — x 


b3 

1 

a 


und  endlich  für  x — 2a 


b3 


^ a 


b 3 

a 


2b 1 


Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Curve  keine  negative  Fläche  haben  kanD,  weil  die  Ordinate. 
y stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse  x = 2 a 
liegende  Flächo  aus  zwei  getrennten  aber  pongiuenten  Theilen,  in- 
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dem  y für  x = a discontinuirlich  wird  und  zu  x = a -f-  u und  zu 
x = a — u immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse  x=a — 0 
stehenden  Fläche  und  letztere 

_ b 3 _ _ fr3 

. a—(a  — 0)  a 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv;  daher  ist  auch  F=  <x>. 


Quadraturen  in  Polarcoordinaten. 


Wenn  die  Gleichung  einer  Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
OP  = r,A.POX  = 0 (Fig.  48)  ausgedriickt  und  etwa  in  der  Form 
Fig.  48..  r —f(ö) 

I .dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 

Jp  die  Sectorfläche  A OP  = S zu  ermit- 

/l  . teln,  .welche  von  zwei,  der  Lage  nach 

/ yW  ■ bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 

/ / Vi>  begrenzt  wird.  Wächst  nun  0 um 

//  POPi  —-AQ,  so  nimmt  S zu  um 

''Na.  die  Seetorjiiiche  P OPi  = A S;  diese 

- — ' ist  einem  Kreissector  vergleichbar, 

X welcher  denselben  Centriwinkel  und 
einen  mittleren  Vector  0 Q zum  Radius  hat,  mithin  ist 

4S  — \7yQ2  46  oder  -^  = l ■ 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  conVergirende  Alf)  und  A S 

i 

dO  ~ 2 ’ 

folglich  umgekehrt  y 

1)  . 3 — \fr*dd+  Const. 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  S — 0 
werden  muss , wenn  0 den  Specialwerth  A-  A 0 X erhält.  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

a.  Die  Kegelschnitte.  Als  allgemeine  Polargleiehung  die- 
ser Curven  hat  man  (§.  24,  S.  104) 
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_ P 

r ~ i 4 

mithin 

S ~~  (1  +Ycos(»*  + ConsL' 

wobei  die  drei  Fälle  s 1 , £ = 1 und  J > 1 zu  unterscheiden 
sind.  ‘ » 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  mithin  * <r^  1,  so  giebt  die 
Ausführung  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 

p‘  , (\  / 1 — e » «\  P3  e sin ') 

b =■  —f — arctan  f 

V(1  — **)* 


Fig.  49. 


(1  — £*)  1 -\-scos6' 

wobei  os  keiner  Cunstante  bedarf,  falls  der  Sector  von  der  grossen 

Achse  au  gerechnet  wird  ( A FP—  >S), 
also  gleichzeitig  mit  (I  verschwinden 
muss.  Man  kann  der  obigen  Formel 
eine  viel  einfachere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  p durch  a und  e aus- 
drückt  und  einen  neuen  Winkel  co 
einführt,  der  dadurch  entsteht,  dass 
die  Ordinate  MP  (Fig.  49)  verlän- 
gert wird,  bis  sie  den  mit  a beschrie- 
benen Kreis  in  Q schneidet,  und  Q 0 
gezogen  wird.  Für  ^ AO  Q ■=  co 
ist  nämlich 
ae  = rcosd 


oder  wegen  a 


a cos  w 

p : (1  — f'-')  und  vermöge  des  Werthes  von  r 
cosco  — £ cosü 


1 — £»  — L+  tcosO  ’ 

daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab : 

V 1 — £2  sin  (O 


cosO  — 


cosa  — £ 


1 


£ COS  üJ 


sind 


£ cosco 
£ 


tan  1 9 = \ f ~ C°Sl>  = \ f | tan\  to , 

y 14"  sos  0 r l — £ 3 

mittelst  deren  sieh  ergiebt 

S = £ a'1  V 1 — £*  (co — tsinco), 

wo  aV  1 — £5  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  bedeutet.  Ist  nun  0 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  des  Sectors  S auf  die  Weise, 
dass  man  erst  co  mittelst  der  Formel 
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1)  <a«|ra  = | ^ * tun 1 0 

berechnet  und  nachher  S mittelst  der  Formel 

2)  S = | ab  (m  — 6 sin  ca). 

Die  Fälle  s = 1 und  e > 1 gestatten  eine  ähnliche  Behand- 
lung, die  aber  zu  weniger  eleganten  Resultaten  führt. 

b.  Die  Lemniscate.  Aus  der  Gleichung  (S.  106) 

• rs  = o2cos2ö 

ergiebt  sich  sofort 

3)  S = j os  sin  2 0 , 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  wenn  man  den  Sector 
mit  0 — 0 anfangen  lässt,  also  • = AOP  setzt  (Fig.  50).  Für 
0 = \ n erhält  man  die  Fläche  eines  Lemniscatenquadranten  = $a2; 
die  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OA 
construirtes  Quadrat. 

Fig.  50.  Fig.  51. 


winkel  AOQ=ca  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  107 
entwickelten  Formeln 

fl  — «5(1  4"  ö2),  dO  = t ” aida>’ 

und  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  8 den  mit  ca  gleichzeitig  ver- 
schwindenden Sector  AOP  versteht  (Fig.  51), 

4)  S ==  |a2m3. 

Um  diesem  Ausdrucke  eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
errichten  wir  im  Endpunkte  des  Vectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
welche  die  verlängerte  P Q in  R schneidet ; es  ist  dann  P Q — a io, 
QR  — am2,  mithin  der  Sector  AOP  gleich  dem  dritten  Theile  der 
Dreiecksfläche  PQR. 

Aendert  sich  der  Radiusvector  irgend  einer  Curve  sprungweis 
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innerhalb  des  zu  quadrirenden  Sectors,  ho  besteht  letzterer  aus  zwei 
oder  mehr  getrennten  Sectoren , deren  Flüchen  einzeln  zu  berech- 
nen sind 


§•  82. 

Näherungsweise  Quadraturen. 

Unter  Voraussetzung  reckt  winkliger  Coordinaten  sei  (in  Fig.  52) 
4 B die  Basis  einer  Curvenfliiche  A II I)  C , OM  — x irgend  eine 


Fig.  52. 


Abscisse  und  MP  = y = f{x) 
die  zugehörige  Ordinate;  theilen 
wir  AB  in  n gleiche  Theile  und 
ziehen  durch  jeden  Theilpunkf  eine 
Ordinate,  so  zerßllt  die  Fläche 
ABD C = U in  n Streifen,  die 
sich  auf  verschiedene  Weise  nähe- 
rungsweis  qundriren  lassen. 

Das  Einfachste  ist,  die  ge- 
nannten Streifen  als  Rechtecke  zu 
betrachten,  welche  den  «ten  Theil  von  AB  zur  gemeinschaftlichen 
Basis  und  die  verschiedenen  üi dienten  zu  Höhen  haben;  setzen  wir 

AB  — h und  bezeichnen  die  Ordinatcn,  welche  den  Abscissen 

n 

OA,  OA  + h , OA  4-  2h  etc.  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit  j/#, 
?/ii  Vi  etc.,  so  erhaiten  wir  folgende  Näherungsformel 

l)  U h O/o  + H\  4"  Di  4"  ' • • 4~ 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  wird  dadurch  erreicht,  dass 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hinans- 
kommt,  die  n einzelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  gerade  Linien, 
mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies  giebt 

Pn-l  + J/n 


U=h*Lpi  + h'*4^+...+lr 


und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

2)  U = h (5  yQ  -f-  V\  + yi  + • • • -f-  y»  - 1 4-  l Vn)- 

Bedeutend  grösser  wird  die  Annäherung,  wenn  man  die  ein- 
zelnen Stücke  des  Bogens  CPD  als  krumme  Linien,  und  zwar 
am  einfachsten  als  parabolische  Bögen  ansioht.  Zu  diesem  Zwecke 
nimmt  man  für  n eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte  je 
drei  auf  einander  folgender  Ordinaten 

2/0,  yu  yp,  yj,  ys,  ya  y*,  y5,  y&\  etc. 
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durch  Parabeln  verbunden,  deren  Achsen  parallel  zur  y- Achse  lie- 
gen*)- Die  Fläche  U besteht  dann  aus  \n  parabolischen  Doppel- 
strcifen,  welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhalt 

u — V1  Oo  4 4?/i  4 v/a)  + § h (i/t  + 4v/3  4 yt)  4 

• * • • 4 sh(l/n—i  4 4j/„— i ■+■  yn) 

oder 

3)  V=  \h  [a/,,  4-  4Q/!  +j/3  -f  yb  H 4 2/»-i) 

4 20/i4j/i4ä4'  • • 4-  2/11-2)  4-  2/»]' 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  S i m p s o n 'sehen  Hegel  be- 
kannt ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  beurthei- 
len  zu  können,  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,  den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht. Nennen  wir  F(x ) die  Fläche,  welche  von  der  festen  Ordinate 
GII  bis  zu  irgend  einer  Ordinate'  MP  = y — /(.r)  reicht,  so  ist 
der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  f(x)  und  /(£  4 >0  lie- 
genden Streifens  = F(x li)  — F(x) ; nach  dem  Taylor’schen 
Satze  hat  man  ferner  bei  einstweiliger  Weglaäsung  des  Restes 

F{x  4 7t)  — F{x)  = hF'ix)  4 \n-F"ix)  -f  \WF"'ix)  + • • • 
oder,  weil  F' ix)  — fix)  ist, 

Fix  4 h)  - Fix)  = hfix)  4 IV  fix)  + |**/"(*)  4 • • • 

Als  Inhalt  des  Trapezes,  dessen  parallele  ‘Seiten  fix)  und  fix  4 h) 
sind,  und  welches  h zur  Höhe  hat,  ergiebt  sich 

1 >»[>(?)  + /(*  4 *)]  = hfix)  4 \h-f\x)  4 }*»/"(*)  4 • • • 

mithin  als  Differenz  beider  Fluchen 

Fix  4 h)  - Fix)  - \h  [fix)  4 fix  4 >03 

= - &hfhf"ix)  4 W"ix)  4 §öhVlvW  + •••]• 


*)  Die  Möglichkeit  dieser  Construction  erhellt  auf  folgende  Weise. 
Die  Uleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  |j  ü Fliegt,  ist  im  Allgemeinen 

(5  - 


q — 


wobei  o,  ß die  Coordinaten  dcB  Scheitels  sind,  und  q den  Parameter 
bezeichnet.  Soll  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkto  %iVit 

ia’Ja  gehen,  so  müssen  «,  ß,  q den  drei  Gleichungen 


Vo  — 


(V-<4 


1j 


ß = 


ft  - «4 


'Ja 


ß 


_ (?a~")ä 


<2  ' “ q ■ - ' q 

genügen;  diese  liefern  aber  jederzeit  reelle  Wertho  für  «,  ß und  q. 
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Die  eingeklnmmerte  Reite  stimmt  in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelung 

/*(«  + *)  -/'(*)  = hf"(x)  + | »*/'"(*)  + **>/"(»)  + ■ • 

daher  ist  durch  Addition 

*X*  + *)  - -PX*)  - I Ä [/(*)  + fix  + *)]  + iV*2  [/'(*  + h)  -/'(X)] 

= **»/"(*)  + nfeAr/v(*D  + • • • • 

Um  die  Summe  der  noch  übrigen  Reihe  direct  zu  finden,  setzen  wir 

4)  9 (7.)  = F(x  + 7»)  - F(x)  - J h \J(x)  + f(x  + *)] 

+ [/'(*  + A)  -/'(*)] 

und  differenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  7t;  dies 
giebt 

<p'(h)  = l in*  + *)  - /(*)]  - I h [2  f'(x  + h)  + f'(xj] 

+ W'{x  + h), 

<p"(h)  = l [/'(*  + h)  - /'(*)]  - \hf"{x  + h) 

+ A *»’/"'(* -HO. 

¥>"'(*)  = i/('VIV(x  + 7i). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  F(z) , F'(e)-=/(ß), 
f'(ß),  . . ./IV(«)  stetig  und  endlich  bleiben  von  z — x bis  Ti, 

sind  q>(h),  <p"(h)  und  cp"'(h)  gleichfalls  continuirlich  und  end- 

lich von  h = 0 bis  h — h und  dann  gilt,  dem- Theorem  von  Mac 
Laurin  zufolge,  die  Gleichung 

<p(A)  = 9( 0)  + h g/(0)  + |/»2  qo"(0)  + |(1 -«■)**•  <(»*), 

0 < # < 1 

oder  vermöge  der  angegebenen  Werthe  von  <p(h),  <p'(h)  etc. 

<F(h)  = (i^7,^v(,  + %h). 

J 

Das  Maximum  von  (1  — ft)2  ft3  ist  — , daher  kann  man 

5)  <)P(A)  = 1|T^/iv(x  + »A) 

setzen,  wo  e einen  nicht  näher  bekannten  positiven  echten  Bruch  be- 
zeichnet. Der  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  5)  führt  nun  zu 
folgender  Gleichung 

6)  F(x  + 7»)  - F(x)  = 1 h [/(x)  + f{x  + A)] 

— [/'(*  + »)  -/'(*)]  + 

worin  die  beiden  letzten  Summanden  die  Differenz  zwischen  dem 
Flächenstreifen  und  dem  Trapez  angeben. 


Digitized  by  Google 


Cap.-  XIV.  §.  82.  Näherungsweise  Quadraturen.  379 

Vvrir  nehmen  der  Reihe  nach  x — a,  a -f-  h,  a 2h,  , 

a -f-  (n  — 1)7»  und  addiren  alle  entstehenden  Gleichungen;  die 
Summe  ist 

7)  F(a  + nh)  — F(a) 

= Äg/(a)  + f(a+}i)  H '+  f(a  + w—  lh)  + \f(a  -f  »7»)] 

- U'ifl  + nh)  - /'(«)]  + 
dabei  wurde  zur  Abkürzung  gezetzt 

8)  S = £0 /w(a  -f  &0h)  + £,/IV(a  + » + »,»)+*■•' 

• • • + £^i/IV<«  + n--lh  + K-ih). 

Ist  nun  a -(-  nh  = b,  mithin 


so  repräsentirt  die  linke  Seite  der  Gleichung  7)  den  genauen  Werth 
der  Fläche  ABDC  — U,  welche  zwischen  den  Ordinaten  f(a)  und 
f(b)  liegt;  rechter  Hand  ist/(a)  = ya , f(a  -(-  h)  = yi  etc.-,  folglich 
hat  man 

9)  U = h (ly0  + V\  + lh  + ‘ 1 ‘ + 37n— i + ä37n) 

- &w[f'(P)  -/'(«)]  + ät*Ä6S- 

Der  Vergleich  mit  Formel  2)  zeigt,  welche  Correction  für  eine  ge- 
nauere Rechnung  nöthig  ist,  und  zugleich  bietet  die  mit  S bezeichnete 
Grösse  ein  Mittel  zur  Bestimmung  des  Fehler maxim ums.  Versteht 
• man  nämlich  unter  M den  absolut  grössten  Werth,  welchen  fiv(x) 
innerhalb  des  Intervalles  x ==  a bis  x '=  b erreicht,  so  denke  man 
sich. statt  jedes  der  Summanden 

£o/IV(«  + &M,  «i/IV0  + M-  «i 7‘)  etc- 
einmal  -f"  M,  das  andere  Mal  — M gesetzt;  im  ersten  Fall  erhält 
man  zu  viel,  im  zweiten  zu  wenig,  mithin  ist 
nM  > S > — nM, 


oder  - - 

Demzufolge  darf  man  die  Gleichung 

_ b — a ,, 

10)  S=q—^—M 

aufstellen,  worin  g einen  nicht  näher  bekannten  positiven  oder  nega- 
tiven echten  Bruch  bezeichnet.  Soll  nun  U nach  Formel  9)  auf  p 
Decimalstellen  genau  berechnet  werden,  so  ist  n so  gross  zu  nehmen, 
dass  der  letzte  Summand 
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o _ „ „ (6  — 0)s-1/ 

8H4 “ P 5jj  ' P 


384 


384 


weniger  als  (/5)''  beträgt;  dies  giebt 


. V 384 


Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Simpson’schen  Regel  kennen 
zu  lernen  u benutzen  wir  wieder  die  Formel  7)  und  nehmen  erst 
M = 2 m , dies  giebt,  wenn  St  der  entsprechende  Werth  von  S heisst, 

F(a  -(-  2 m h)  — F(ti) 

— h [l/(a)  + /(«  + h)  4 + /(«  + 2m—  1A)  + \/{a  4-  2 m/»)] 

- ä*»t /'(«  + 2 mA)  - /'(«)]  + T>f »»fl,. 

Lassen  wir  ferner  in  Nro.  7)  m an  die  Stelle  von  n und  2A  an  die 
von  h treten,  so  erhalten  wir  ähnlich 


- F(a  + 2 rnh)  — F(a) 

= 2 h ß/(a)  +/(a  + 2A)  + •••+/(«  + 2 in -2h)  + \f{a  + 2 mh)] 
- lh[[/\a+2„lh)  -/'(«)]  + ***&; 
diese  Gleichung  subtrahiren  wir  von  dem  Vierfachen  der  vorher* 
gehenden  und  dividiren  den  Rest  durch  3,  es  wild  dann 
11)  F(a  + 2mA)  — F(a)  ' 

=1  * [/(«)  + 4/(a  4-  h)  4-  4 f(a  4-  3/i)  4 (-  4/(<*  4-  2m—  1/t) 

4-  2/(a4-2/i)  4-  2/(«  4-4/()H 1-  2 /(«  4-  2 m — 2 A) 

4-/(a  4-  2 m k)} 

_32^-_4Si 
3 . 384 


Zufolge  der  Entstehung  von  St  und  ’S,  darf  man  w'ie  früher 
Si  = p!  . 2 m 31,  S-j  — q , . nt  M 
setzen,  wo  31  den  absolut  grössten  Werth  bezeichnet,  den  flv(x) 
innerhalb  des  lutervalles  x = a bis  x — a 2 mh  erreicht;  der 
letzte  Summand  in  Nro.  11)  wird  dann 


*Ps  ~ Pi 

288 


2m3Ih’>, 


und  da  4 p.,  — p,  jedenfalls  zwischen  — 5 und  4~  5 liegt,  so  setzen 
wir  4p2  — Pi  = 5p,  wo  p einen  positiven  oder  negativen  echten 
Bruch  bedeutet.  Endlich  sei  in  Formel  11) 

2m  = «,  a 4 2mA  = u,  -\-  nh  — b\ 
nach  allen  gemachten  Bemerkungen  zusammen  ist  dann 
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12)  ir  = |A [»/o  + 4(y,  -f-  ))■„  -| -pyn-i) 

■4*  2 (j)-2  -4-  2/4  4*  y&  +•  • * • + yn—2)  -+■  2/»] 

9 2§8  (P a)  dUh*. 

Der  letzte  Ausdruck  liefert  die  Grenzen  des  begangenen  Fehlers; 
man  bemerkt,  leicht,  dass  der  Genauigkeitsgrad  bei  der  Simpson’- 
scheii  Regel  nicht  höher  ist  als  bei  der  Formel  9). 

Die  Formeln  zur  Diiherungsweisen  Quadratur  enthalten  zugleich 
die  Mittel  zur  näher ungs weisen  Berechnung  bestimmter  Integrale, 
weil  nach  §.  64  die  Fläche  AJ3Dö=  U durch  das  bestimmte 
Integral 

t 

J f(x)dx 

* . Ö 

ausgedrückt  wird. 

§•  83. 

Rectification  ebener  Curven  in  Parallelcoordinaten. 

Bereits  im  §.  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Curvenbogen  PP\  um 
so  eher  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
näher  die  Punkto  P und  P,  an  einander  liegen,  und  dass  folglich, 
wenn  arcCP  = s gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

1)  ds  = Vdx*  -f  d\f- 

ist;  nach  demselben  „Principe  erhält  man  bei  einem  schiefwinkligen 
Systeme,  dessen  Coordinatonwinkel  y heissen  möge, 

2)  ds  — Ydx'1  -f"  dy1  + 2dxdycosy . 

Gewöhnlich  betrachtet  man  x als  unabhängige,  y als  abhängige  Va- 
riabel und  schreibt  demgemäss 

dy  , , 

-fa—y*  dy  — y’dx-, 

die  Formel  2)  wird  dann 

ds  = V"l  + y'1  + 2 y'  cosydx, 
und  daraus  folgt  durch  Integration 

3)  s ~ J1  1 + y'1  + 2y'  cosy  dx.. 

Die  willkührlicho  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt, 
von  welchem  Anfangspunkte  C aus  der  Bogen  s gerechnet  werden 
soll;  es  muss  nämlich  s — 0 werden,  wenn  für  x die  Abscisse  des 
Punktes  C genommen  wird. 
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a.  Die  Parabel.  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  dessen  Anfang  der  Scheitel  und  dessen  x-Achse  die- 
Scheitcltangente  ist,  lautet  die  Gleichung  der  Parabel 

und  nach  Formel  3) 

s =/V\  + (f)3dx-  = + x3d* 

oder  bei  Ausführung  der  Integration 

s = ~ {(lxVp*+xi  + >p2/(x  + Vp't+x?)  + Const. J • 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  s = 0 werden 
für  x = 0;  dies  giebt 

0 = ~y  + Contt-j 

und  durch  Elimination  der  Constante 

+ pl 


4) 


_ i p-  + x3 
~ 3 1 p 


’x  -f  V p'2  4-  x'2 


P 


b.  Die  Ellipse.  Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  Coor- 
dinatensystems  hat  man  • 

y = — x»,  y'  = - - hx  - • 

a a V «J  — x-’ 

und  wenn  zur  Abkürzung  die  numerische  Excentricität 

V~ä^V‘ 


gesetzt  wird,  so  findet  sich  leicht 


5) 


In  geschlossener  Form  lässt  sich  diese  Integration  nicht  ausführen, 
und  daher  muss  man  s durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen.  Be- 
nutzt  man  zur  Vereinfachung  die  Substitution  x — a|,  so  wird 

r\ 

i i 

S : 


und  hier  lassen  sich  alle  die  Transformationen  anwenden,  welche  in 
§.  74,  b.  gezeigt  wurden.  So  ist  nach  Formel  6) 
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r0  — arcsin!;,  Um 


m 

oder  vermöge  des  Werthes  von  f 
X 


U0  = arcsin—,  Um  = 
Fig.  53. 


— 1 xm~lV  d1  — ** 

— 2 — 


m 


mam  + 1 

Versteht  man  unter  s den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x und  s gleichzeitig  ver- 
schwinden; nun  ist  für  x = 0 

U0  = 0,  Ui  = 0,  = 0 

mithin  Const.  — 0,  daher  ’ 


1 U, 


1 . 3 Di 


£« 


2 4 2.4  6 

Zur  pralrtischen  Berechnung  werden  die  Formeln  für  U-j , £7*  etc. 
bequemer,  wenn  man  den  Winkel  COQ  = f , die  sogenannte  Am- 
plitude, einführt;  es  ist  dann  x = asiucp,  £ = sin  cp,  mithin 


7) 


i . * 

\ sin  cp  — — , 


TJq  — Cp , Um  ” 


s = a J'  V\  — eisinicpdcp , 

( m — 1)  Ums  — sinm~i  cp  coscp 


Für  * = «,!  = l,<p  = 5*  erhält  man  die  Länge  des  Ellip- 
senquadranten, welche  E heissen  möge.  Die  W erthe  von  Uq,  U<i, 
etc.  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 

ff  1 1 « 

U0  = 


Ut 

3 „ 1 . 3 ff 

— 4 ^ 2.42 


J_jr  _ J 

2 ’ — 2 0 — 2 2 


1.3.5  ff 

r;6  = — : — - u.  s.  w. 


2.4.6  2 

folglich  ist  nach  Nro.  6) 

’ / 1 V £’  /I  . 3V  e4  /1 . 3 . 6V 

8)  E_5ff«  |l  — y 2 ) j \2  . 4/  3 \2.4. 6/ 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 
Formeln  benutzen,  um  Reihen  für  s oder  E zu  gewinnen. 
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c.  Die  Hyperbel.  Geht  man  von  dort  Gleichungen 

b x 

a \f  x'2  — aJ 


V -=  — - Vx2  — y'  — — 7=- 


aus  und  setzt 


so  erhält  man 


V n2  + b> 


= f , 


Diese  Gleichung  transformiren  wir  durch  Einführung  eines  Hülfs- 

winkels,  der  auch  bei  der  Construction 
der  Hyperbel  gute  Dienste  leistet  (Fig. 
54).  Beschreibt  man  nämlich  um  den 
Mittelpunkt  der  Cnrve  zwei  concentri- 
sclie  Kreise  mit  den  Radien  OA  = ö, 
OB  = A C = b,  zieht  ferner  irgend 
einen  gemeinschaftlichen  Radius  OUV 
unter  dem  Winkel  AOU  = ip  und  legt 
ferner  in  V und  V an  jene  Kreise  die 
Tangenten  UM,  VN,  so  ist 
Oilf  = x = ascctp,  und  die  Gleichung 
der  Hyperbel  giebt  i/  = b tan  ip  , d.  h. 
MB  = N V;  ferner  wird 


IM 


: = a J V e2  — cos'1  ip  sec- 4’ d ip  = at  J 1 


cos 2 if> 


Wegen  £ ^>  1 ist  der  Quotient 


cos  ip 


1 und  daher  kann  folgende 


Reihenentwickelung  vorgonommen  werden: 

1 cos- ip  1 


= asf*L  |l 

J COS'2 Ip  ( 


cos 4 1 p 


e* 


2 . 4 


Setzt  man  zur  Abkürzung 
Vm 


co$miptlip, 


so  wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

F0  1 Vy  1,3 

~2e  T Tu*  ~ 2 . 4 Ö7»  — ‘ ' 

und  zwar  geschieht  die  Berechnung  der  Integrale  V0,  VJt  Vt  etc. 
nach  folgenden  Formeln: 


a iConst  -f-  eianip 
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Po  = i> , ym  — 


sinip'cos m~1Q  -f-  (tn  — 1)  Fra_2 


m 


wie  man  mittelst  der  fünften  Gleichung  in  §.  77,  Nro.  3)  leicht  fin- 
det. Rechnen  wir  den  Bogen  s vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
wird  s = 0 für  x = a,  d.  h.  für  Q = 0;  in  diesem  Falle  ver- 
schwinden alle  V und  es  wird  Cmst.  = 0,  mithin 

i.3  r4 

2 4 £8 


10)  s = a js  tani>  — ^ 2 


2s 


4 Gfs 


Die  Verlängerung  der  Ordinate  MP  schneidet  von  der  Asymp- 
tote eine  Strecke  OQ  — e ab,  deren  Grösse  ist 


V «5  -f  b2 


x — ex  = aesecQ-, 


vermöge  der  goniometrischen  Formel 

secil>  — tanty  tanQn  — |$) 
erhält  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcAP 
s — s = aetam-n  — |^) 

3_Ei  + 

Q rl  1 


1 


_A  + L 

2 2f2  ~ 2 


) 


■J“  2f  |F°  "**  2 2e3  1 2 . 4 3s4 
Bei  unendlich  wachsenden  x convergirt  ip  gegen  die  Grenze  Ijr,  zu- 
gleich wird 

1 

~2 

mithin 

na 


y E_ 

V°  — 2 ’ 


1 n 

0 ~2~~2~’ 


y — hlJL  etc 
4 2.4  2 


11)  Lim(e  — s)  = 

, Fig.  65. 


4 s 


+ 


WA 

I 

i 

Kurz  ausgedrückt,  ist  demnach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  von  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§.  21  sei  der  Scheitel  C der  An- 
fangspunkt rechtwinkliger  Coordi- 
naten  (Fig.  65);  es  ist  dann 


2ax  + Const. 


ßchlömllch,  Analy«!«.  I. 


25 
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Rechnet  man  auch  den  Rogen  s vom  Scheitel  aus,  so  müssen  s und  x 
gleichzeitig  verschwinden;  dies  giebt  Const  — 0 und 

12)  s = 2 V 2 ax, 

was  sehr  leicht  zu  construiren  ist.  Für  X — 2«  folgt,  dass  die 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  ganze 
Cycloide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  an 
Länge  gleichkömmt. 


§.  84. 

Beetiflcation  ebener  Curven  in  Polarcoordinaten. 


Nach  Formel  7)  in  §.  23  wird  das  BogendifFerential  einer  auf 
Polarcoordinaten  r und  0 bezogenen  Curve  durch  die  Formel 


1)  ds  = V(rdO )»  + Ar* 

ausgedrückt,  welche  in  dem  Falle,  wo  0 die  unabhängige  Yariabele 
ist,  zur  folgenden  wird 

2)  ds  — Vr*  + r'*dO. 

Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 


3) 


=/'  r3  -f  r'*dö; 


Fig.  56. 


die  willkührliche  Constanto  des  In- 
tegrales wird  hier  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  s — 0 werden 
muss,  wenn  0 denjenigen  speciellen 
Werth  (Z-  A OX  in  Fig.  56)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Bo- 
gens entspricht. 

a.  Die  Spirale  des  Archi- 
medes  hat  zur  Gleichung 
4)  r — aO,  r'  — a, 


mithin  ist 
oder 

5) 


= afn 


4 + 1 dO, 


s = \a{0V  l 4-  ü3  4-  * (0  4-  V l 4-  ö*)}. 


wobei  es  keiner  Constanten  bedarf,  wenn  0,  r und  s gleichzeitig 
verschwinden  sollen. 
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b.  DieCnrdioide  wird  durch  folgende,  geometrisch  leicht  zu 
construirende  Gleichung  ausgedrüclct 

6)  r — b(l  -f-  cosO),  r'  = — bsinO-, 

es  ist  daher 


= b J' V 2(1  -f-  cos(f)dt)  = 2b J' cos\0d0 


oder 


7)  s — 4bsin\0 ; 

eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  s = 0 werden  soll  für 
ö = 0.  Für  0 = JT  ergiebt  sich  die  Länge  der  halben  Cardioide 
= 4&,  mithin  die  Länge  der  ganzen  Curve  = 8 b. 


c.  Die  Kreisevolvente  hat  nach  §.24,  VII.  zwei  Gleichungen, 
aus  denen  folgt 

aa 


Fig.  57. 


dr  = 


VTT 


aa3 

rdO  = o, 


’’VT  + 


ds  — aco  da-, 

lässt  man  den  Bogen  s im  Punkte  A 

anfangen,  so  wird 

8)  s = \aa2, 

d.  h.  arcAP  = | QR  in  Fig.  57. 


§.  85. 

Bectiflcation  doppelt  gekrümmter  Linien. 

I.  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist 
nach  Formel  5)  in  §.  25 

1)  ds  = V dx2  + dy 1 de3; 

denkt  man  sich  die  Curve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
und  x 8 dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

y = <p{x),  g = ii>{x) 

ausgedrückt,  worin  x die  unabhängige  Variabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleichung  1)  über  in 

ds  = V 1 + y’3  + z'3  dx. 

25* 


Digitized  by  Google 


388  Cap.  XIV.  {;.  85.  Rectification  doppelt  gekrümmter  Linien. 
Hieraus  folgt  augeublicklich 

= J \ fr+77+7*dx; 


2) 


Fig.  58. 


-X 


die  Integrationsconstante  bestimmt 
sich  durch  die  Bedingung,  dass 
8 — 0 werden  muss,  wenn  für 
x die  Abscisso  des  Bogenanfanges 
gesetzt  wird. 

Beispielsweis  betrachten  wir 
den  Durchschnitt  eines  vertical 
stehenden  parabolischen  und  eines 
senkrecht  dagegen  liegenden  cy- 
cloidischen  Cylinders  (Fig.  58). 
Für  OL  = x,  LM  sss  y,  LN 
= MP  = e ist  nämlich 


iVbä, 

*-=1 


■Vf. 


/ 2 n — t 


wobei  b den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  der  Parabel  be- 
zeichnet; daraus  folgt 


=/V^|7 *p*-vn+i/£ 


oder 


Fig.  59. 


s = 2 V (2«  + b)x, 

und  hier  ist  keine  Constante  hinzu- 
zufügen, wenn  unter  s der  Bogen 
OP  verstanden  wird.  Die  geometri- 
sche Bedeutung  des  Werthes  von  s 
erkennt  man  leicht. 

II.  Nicht  selten  ist  der  Gebrauch 
eines  gemischten  Coordinatensyste- 
mes  vortheilhaft,  welches  dadurch 
entsteht,  dass  man  zwei  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  s in  Po. 
larcoordinaten  umsetzt  und  die  dritte  Coordinate  ungeändert  lässt. 
Denken  wir  uns  (Fig.  59)  den  Radiusvector  OP  auf  die  ary- Ebene 
projicirt  und  bezeichnen  diese  Projection  ON  mit  u und  den  Win- 
kel NOX  mit  x,  so  haben  wir 
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3)  x=zucos%,  y = usinx, 
dx 3 + dy3  = ( ud% )4  -f-  du3, 

während  e ungestört  bleibt;  die  Formel  1)  wird  dann  zur  folgenden 

4)  ds  =V(udxy  + du3  dz3. 

Substituirt  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Werthe  von  x 
und  y auch  in  die  Gleichungen  der  Curve,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gleichungen  zwischen  u,  X,  z\  eine  dieser  neuen  Coordinaten  wählt 
man  zur  unabhängigen  Variabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
diese  aus,  so  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand  nur  eine  Variabele 
enthält  und  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskogels  mit 
einer  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 
beider  Flächen  mit  der  «-Achse  zusammenfallen.  Nennen  wir  y den 
Winkel  zwischen  der  Kegelseite  und  «-Achse,  c den  Parameter  der 
Schraubenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

x3  + y3  = z3tan3y,  — = tan  — 
x c 

und  in  gemischten  Coordinaten 


« = etany , 


1 — — + m n , 
c ~ 


wo  m eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.  Hieraus  folgt, 
wenn  « als  unabhängige  Variabele  betrachtet  wird, 


ds 


ztany'y 


j 4-  tan3y  X . dz 


oder  kürzer 


dSz=— H-Y + w dz,  lc  = -ß—, 
c sin  y 

und  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  s und  « gleichzeitig 

verschwinden  sollen,  '■ 


tany  l«V  k3  + z3  . 7 7 /«  -f  V k3  -f 

S ~ ~2c~  ( k + k 

Wie  man  aus  §.  83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  s mit  dem  Bogen 
einer  gewissen  Parabel  vergleichen. 

III.  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
lichen Raumpolarcoordinaten  Vorkommen,  setzen  wir  den  Radiusvec- 
tor  OP  — r und  bezeichnen  mit  z seinen  Neigungswinkel  gegen  die 
xy-Ebene  (Z.PON  = z);  wir  haben  dann 


u — rcosx,  z = rsinx 
du,3  - 1-  dz3  = ( rdx )*  dr3 
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mithin  statt  Nro.  4) 

5)  ds  — V~(rcosr  d%)2  4-  (rdt)2  -(-  dr2, 

wie  sich  auch  direct  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dass  ds  als  die 
Diagonale  eines  Pnrallelepipedes  gelten,  kann,  dessen  Kanten  rcostd% , 
rät  und  dr  sind.  Zum  Ucbergango  von  x,  y,  e zu  r,  T dienen 


die  Formeln 

6)  x — rcosr  cos% , y = 

aus  den  Gleichungen  der  Curve  ii 
Fig.  GO. 


r cos  r sin  e = r sin  r ; 
rechtwinkligen  Coordinaten  erhält 
man  mittelst  derselben  zwei  Glei- 
chungen zwischen  r,  r,  %,  wobei 
man  eine  der  letzteren  Grössen 
als  unabhängige  Variabele  be- 
trachtet. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  den 
Durchschnitt  einer  Kugel  mit 
einem  vertical  stehenden  Cylindcr, 
dessen  Directrix  eine  Archimedi- 
sche Spirale  ist  (Fig.  60).  Die 
ursprünglichen  Gleichungen  mö- 
gen sein 


x2  + y2  -f  r*  = a2,  u = bi\ 

in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann 


r = a,  acost  = b%, 

folglich,  wenn  r als  unabhängige  Variabele  angesehen  wird, 


und 


\f  /acost  sin v\2  , , 

= « V \ — b — j + 1 • 

=*/V Wh' 


Rechnet  man  den  Bogen  vom  letzten  Curvenpunkte  D aus,  so 
muss  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  s — 0 wird 
für  r = 0.  Das  Integral  ist  übrigens  leicht  in  eine  Reihe  zu  ver- 
wandeln ; mittelst  der  Substitution  t = | co  erhält  man  nämlich 

8 = 7 afV  + 1 da 

wobei  zur  Abkürzung 

a 

Va2  + 4b2  ~ * 
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gesetzt  wurde.  Da  A cos  a immer  ein  echter  Bruch  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
nomischen Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichnung 


Sin 


einführt,  erhält  man 
a3 


= /cos * 


co  da 


s — 


4 bk 


Q ^ o 

^ o — 2" 


«,_*!»  »‘fl,-.. 

24  4 2.4  6 ü 

(n — l)ß„_2  4-  sind  cos"  ~1a 


Sio  = a,  Si„  = 

. /£ 

Für  r = mithin  <n  = n findet  man  die  Länge  des  ganzen 
Durchschnittes  DG,  und  zwar  ist  sie  einerlei  mit  der  Länge  des 
Ellipsenquadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 


a V a-  4-  4 h3 
2 b 


und  a 


construirt  werden  kann. 


§.  86. 


Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 


Bereits  in  §.  1 (S.  22)  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquo- 
tient eines  Volumens,  welches  sich  längs  der  a:- Achse  erstreckt,  in 
Beziehung  auf  x genommen,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  be- 
zeichnen wir  demnach  mit  V ein  derartiges  Volumen  und  mit  U den 
Querschnitt,  welcher  am  Ende  des  x senkrecht  zur  x-Achse  liegt  und 
hier  das  Volumen  begrenzt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 


und  hieraus  folgt 

1) 


dV  = Udx, 


U dx. 


Die  IntegrationBCOnstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  auf  der  2-Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
lumen gerechnet  werden  soll ; es  muss  nämlich  V sich  annulliren, 
wenn  für  x die  Abscisse  des  Anfangsquerschnittes  genommen  wird. 
Als  Beispiele  mögen  die  Flächen  zweiten  Grades- dienen, 
a.  Das  Ellipsoid  hat  bekanntlich  die  Gleichung 

©’  + (*)*  + (7)-  *■ 
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der  Querschnitt  am  Ende  von  x,  senkrecht  zur  x-  Achse  gelegt  , ist 

hier  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  — V «2  — x 2 und  — V fl*  — **, 

ad 

daher 


Nach  Nro.  1)  findet  sich 


2) 


hc 

V = Tt  — ia'x  — Ix*), 


wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  das  Volumen  von  der  t/«-Ebene 
an  gerechnet  wird,  d.  h.  für  x — 0 verschwindet»  Die  Formel  2) 
giebt  dann  das  Volumen  einer  Zone,  welche  in  der  Richtung  der  x 
die  Dicke  x besitzt.  Für  x = a wird  daraus  das  halbe  Ellipsoid 
= f jt  abc ; das  Volumen  des  ganzen  Ellipsoides  ist  demnach  = Jjr  abc, 
d.  h.  gleich  dem  Volumen  einer  Kugel,  welche  das  geometrische  Mit- 
tel aus  den  Halbachsen  a,  b,  c zum  Radius  hat. 

b.  Das  einfache  Hyperboloid  drücken  wir  durch  die  Glei- 
chung 

G)*  + (I )’■ - G)’ 

aus  und  suchen  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  z.  Der  Hori- 
zontalquerschnitt am  Ende  des  s ist  eine  Ellipse  aus  den  Halbachsen 
b_ 
c 

ab 


1 


— V c1  -f  e1  und  — Vc*-\-  z2,  daher 

(c*  + z2) 


U=n 


und  nach  Formel  1),  wenn  x durch  z ersetzt  wird, 
3)  v=n^(c2z  + \z>). 


Für  z — c ergiebt  sich,  dass  die  Zone  von  der  Höhe  c das 
Volumen  J n abc  besitzt.  Construirt  man  überhaupt  aus  den  drei 
Halbachsen  a,  b,  c einen  elliptischen  Kegel  K,  einen  elliptischen  Cylin- 
der  C,  ein  Halbellipsoid  E und  die  vorhin  erwähnte  hyperboloidische 
Zone  U,  so  gilt  für  die  Volumina  dieser  Körper  die  Proportion 
K : C : E : H = 1 : 2 : 3 : 4\ 

der  bekannte  Satz  des  Archimedes  repräsentirt  hiervon  den  speciellen 
Fall  a = b — c mit  Weglassung  von  II. 

c.  Das  getheilte  Hyperboloid  hat  zur  Gleichung 

-GMty  + G)*-*- 
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und  sein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  z c ist  eine  Ellipse 

mit  den  Halbachsen  — V z2  — c2  und  — V"ä2  — C2 , daher 
c c 


U-. 


ab  , „ 

ac— («2  — c2), 


V : 
4) 


und  nach  Formel  1),  wenn  z für  x geschrieben  wird, 

V = n (|«3  — ’C2  z -f-  Const.). 

Rechnen  wir  das  Volumen  vom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  muss 
= 0 werden  für  z — c;  daraus  folgt  Const.  = | c3, 

P = » G*8  — c5*  + |ca). 

und  nun  bedeutet  V das  V olumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  z — c. 
Für  z — 2 c ergiebt  sich,  dass  die  Kappe  von  der  Höhe  c das  Volu- 
men | Ttabc  besitzt. 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

x2  v2  . 

— + 4- = 2*; 

a b 

sein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  z ist  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  V 2 as  und  V 2 bz,  daher  U = 2 sr  V ab  . z und 
5)  V — nVäb  -■  z2  — \ Uz, 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  unter  V das  Volumen  einer 
Kappe  von  der  Höhe  z verstanden  wird.  Dieses  Volumen  kommt 
der  Hälfte  des  umschriebenen  elliptischen  Cylinders  gleich;  hierin 
liegt  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  von  Archimedes  ge- 
gebenen Quadratur  der  Parabel. 

e.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichung 


x 2 


r 


= 2z 

a b 


charakterisirt  werden;  sein  Querschnitt,  in  der  Entfernung  x senk- 
recht zur  r-Achse  gelegt,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  a:y-Eboue 
ein  begrenztes  Stück  abschneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
r ?/- Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  U jenes  Stück  und 


TT  „ 2 x'2  1 f b 

U~  2 ' 3 2a  X V a ' 


mithin 

6) 


6 aV~a 


^ h x*  — ~ Ux. 
4 
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Das  oberhalb  der  »»/-Ebene  vom  Scheitel  bis  zum  Querschnitte 
U reichende  Volumen  beträgt  hiernach  ein  Viertheil  des  umschriebe- 
nen parabolischen  Cylindcrs. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  »-Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  V bildet 
dann  einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  * gehörende  Ordinate  wie  gewöhnlich 
mit  y bezeichnen,  so  haben  wir  U = ny*  und 

7)  F=  n 

Im  Fall  der  Abscisse  x zwei  Ordinaten  yt  und  y2  yt  ent- 
sprechen, welche  entweder  zu  derselben  Curve  oder  zu  zwei  verschie- 
denen Curven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung  die 
Strecke  yt  — yt  einen  Kreisring,  dessen  Inhalt  U=  — yf) 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  sich 
dann  durch  die  Formel 


8)  V=nJ(yl  — y*)dx. 

Als  Beispiel  diene  die  Cubatur  des  Körpers,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a'  beschriebener  Kreis  um  eine  Gerade 
gedrfcht  wird,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpunkte  = c ist. 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  »-Achse  und  lassen  die  «/-Achse 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen,  so  haben  wir  als  Gleichung  der 
rotirenden  Curve 


Fig.  Gl. 


y = c i VaJ  — x1 . 

Dabei  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob 
die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  Kreises 
liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c > a oder  c 
< a ist.  Im  ersten  Falle  (Fig.  61)  sind  alle 
Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 

y-2  = c -f  V a?  — x2,  yl=c  — Va!  — x3, 

mithin  ist  nach  Formel  8) 


V=  4 n J V a3  — x3  d [x 


oder 


F = 2 jr  — ( x]f  a2  — x3  + a2  arcsin  — ) • 
a \ aj 

Einer  Constanten  bedarf  es  nicht,  wenn  man  das  Volumen  von 
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x = 0 ab  rechnet.  Für  x = a ergiebt  sich  der  Inhalt  des  halben 
Ringes  = n2a2c,  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 
9)  R = 2n2a2c. 


Fig.  62. 


Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  zeigt, 
sind  die  Querschnitte  theils  Vollkrcise  theils 
Kreisringe,  je  nachdem  x weniger  oder 
mehr  als  OB  beträgt  ; der  ganze  Rotations- 
körper besteht  daher  aus  zwei  Tlieilen,  wel- 
che einzeln  zu  berechnen  sind.  Für  den 
ersten  Theil  ist 

y = c + Va2  — x2 , 

■ mithin  nach  Formel  7) 


V=n  J(a2  + c2  — x2  + 2cVa2—  x2)dx 

oder  durch  Ausführung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
dass  V und  x gleichzeitig  verschwinden  müssen, 

V = sr  j (a2  + c2)x  — ~x 3 4-  cx  V a2  — x2  a2carcsin  • 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fläche  £ OBE  be- 
schriebenen Zone  Z,  wenn  man  für  x seinen  grössten  Werth 

OB  = Va2  — c2 

setzt;  nach  gehöriger  Zusammenziehung  findet  man 
Z = 5t  ^ 


a(2as4-  7c2)  V a2  — c2  , „ . V a2  — c2 

■ (-  a2c  arcsin 


3a 


Um  zweitens  das  vom  Segmente  BEAB  beschriebene  Volumen 
zu  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 

yt  = c 4-  V a2  — x2  , yl  — c — V a2  — x2 
zu  nehmen,  wodurch 

V = 23Tc(xV a2  — x2  4*  a2arcsin  — 4-  Consi. 

\ a 

wird,  und  die-Constante  so  zu  bestimmen,  dass  V verschwindet,  wenn 

x Beinen  kleinsten  Werth  OB  — V a2  — c2  erhält;  dies  giebt 

: r V^a2 c 2 ) 

0 = 2zc  i c V a2  — c2  4"  a2 arcsin 4"  Const.  j 

und  durch  Subtraction  von  der  vorigen  Gleichung 


Digitized  by  Google 


396  Cap.  XIV.  §.87.  Die  Complanation  von  Cylinderflächeo. 
F — 2x(cxV  «2  — x3  — c2  V o2  — c2) 


+ 2 


xa-c(^i 


arcsin  - 


a a 

Für  x — a erhält  man  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene 
Volumen 

V a'1  — c- 1 


Ft  = jr3a2c  — % J 2 c2  Va2  — c‘‘  + a-c 


arcsin 


Das  Doppelte  von  Z -j-  Fj  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wul- 
stes; führt  man  noch  den  Winkel  OCD  = 0 ein,  indeih  man 

V«2  — e2  . n 

= sm  U 


setzt,  so  findet  man 

10)  IF  = 2srn2c(jr — 0)  -f-  |zra(2a2  + c2)s/nO. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  die  Drehungsachse  den  Kreis 
berührt,  mithin  c = a ist,  liefern,  die  Formeln  9)  und  10)  denselben 
Werth,  nämlich  2 :r2a3. 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Vo- 
lumens zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  U,  und  deren 
zweite  den  Inhalt  F bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  auch  in 
die  Sprache  der  Analysis  übertragen  und  demgemäss  F unter  der 
Form  eines  Doppelintegrales  darstellen , doch  versparen  wir  das 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Inte- 
gralen und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Rede  sein  wird. 


§.  87. 

Die  Complanation  von  Cylinderflächen. 

In  Fig.  63  sei  OL  = x,  LM  — y,  LN  = MP  = z,  ferner 
y = cp(x)  die  Gleichung  der  Leitlinie  DAT  eines  vertical  stehenden 
Cylinders,  und  z = ip(x)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  horizon- 
tal und  parallel  zur  y- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Cylinder 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DP,  und  wenn  man 
sich  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  parallele 
feste  Ebene  ABC  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Cylinder 
eine  begrenzte  Fläche  CDPN,  deren  Inhalt  S ermittelt  werden  solL 
Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Abscisse  x den  Zuwachs 
LLj  = dx;  die  Fläche  S nimmt  dann  um  den  Streifen  N N,  P 

= dS  zu,  und  je  kleiner  LL,  ist,  um  so  genauer  kommt  dieser  Strei- 
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fen  einem  Rechtecke  gleich,  von  welchem  NP  = LM  = y die  eine 
Seite,  und  die  Bogenzunahme  NN\-  die  andere  Seite  darstellt.  Hier- 
nach ist,  wenn  arcCN  mit  s bezeichnet  wird, 

dS  = yds  — y V dx'1  -f-  dz'1  — yV  1 ^dx, 
mithin  durch  Integration 

1)  S —J  yV T+J*dx. 

Für  y und  e'  sind  ihre  aus  den  Gleichungen  der  Curven  BM 

und  CM  gezogenen  Wer- 
the  <p(x)  und  ip'(z)  e'n" 
zusetzen ; die  Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich  durch  die  Bedin- 
gung , dass  S = 0 wer- 
den muss,  wenn  x den 
Anfangs  werth  OA  erhält. 

■a.  Kreisförmiges 
Klostergewölbe.  Die 
halbe  Spannweite  des  Ge- 
wölbes sei  OA  = a (Fig. 
64),  der  Pfeil  OC  — h, 
AB  = 6,  und  c der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  (\.\  A ; 
ist  ferner  in  Fig.  65  0'  der  Mittelpunkt  des  Bogens  A N C,  0 C 
— 1c,  OC'  = ?,  so  gelten  folgende  Gleichungen : 


Fig.  63. 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


e = V c2  — (*  -f  A;)2 — l, 


V 1 + s'2 


c 

V c2  — (*  + w ’ 
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arcCN  = s — f ]Tl  -f  zf3 dx  = [ —r — , 

J J Vc3  — (x  + ky 

und  nach  Formel  1),  wenn  die  Fläche  CNP  ==  S gesetzt  wird, 
g bc  C nLv 

~ a J \fci  — {x  + k? 

Das  letzte  Integral  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

s==±j cdx  ..-j 

a ! J 1/  c-  — (x  + k)3  J V c3  — (x  + k)3  i 

und  daraus  folgt 

S = — cVc3  — (x  + h)3  — ks  + Const.  | 

Für  X = 0 wird  S = 0 und  s = 0,  mithin 

0 = | — cVc3  — k3  -f-  Const.  | 

und  durch  Elimination  der  Constante 

S=  — k3  — V c3  — (x  4-  k)3  | — Jfcsj  - 

Da  es  hauptsächlich  auf  die  ganze  Fläche  ABC=F  ankommt, 
so  nehmen  wir  x = a und  beachten,  dass 


V c3  — k3  — V c3  — ia  -{-  k)3  = h + l — l — h 
ist  und  dass  gleichzeitig  s in  den  Bogen  CA  übergeht,  dessen  Cen- 
triwinkel  A 0'  C mit  y bezeichnet  werden  möge ; dies  giebt 

bc 

2)  F = — (h  — ky). 

(i 


Für  Stichbögen  wird  die  Formel  einfacher,  weil  dann  ifc  = 0 ist. 
b.  Elliptisches  Klostergewölbo.  Besteht  die  Wölbungs- 
curve  aus  einem  Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  OA  = a, 
OC  = C,  so  ist 


2,  = -*, 


e — — V'a»  — x3. 
a 


Im  Falle  a > C,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  ist, 
ergiebt  sich 

vt t = v5Ef, 

V a!  — x‘  a 

S = - fx\f  dx-, 

aj  V a 1 — x3 


die  Substitution  a3  — x3  = a3u3  verwandelt  das  vorstehende  Inte- 
gral in  folgendes: 


Digitized  by  Google 


Cap.  XIV.  §.  88.  Die  Complanation  der  Umdrehungsflächen.  399 

S = — ab  J'V  1 — £ä  + eiu'1  du, 

dessen  Entwickelung  sehr  leicht  ist.  Bestimmt  man  die  Constante 
so,  dass  S für  x = 0 verschwindet  und  setzt  nachher  x = a,  so 
erhält  man  für  die  ganze  Fläche  ABC 


3) 


F=  \ ab 


2s 


Im  Falle  a c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  überhöhtes  ist, 
ergiebt  sich 

'-if-VW?« 

Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  behandelt  werden, 
wodurch  man  erhält 


4) 


F = 5 ab  1 1 -j-  1 ^ ■ arctan  X j , 


a <C  c. 


c.  Kreuzgewölbe  bestehen  aus  den  Stücken,  welche  übrig 
bleiben,  wenn  die  Flächen  der  Klostergewölbe  von  den  Flächen  voll- 


Fig.  66. 


ständiger  Tonnengewölbe  abge- 
zogen werden;'  ist  z.  B.  in  Fig. 
66  ABC  ein  Theil  eines  Kloster- 
gewölbes und  ABDC  ein  Ton- 
nengewölbe , so  bildet  der  Rest 
BCD  ein  Stück  von  einem  Kreuz- 
gewölbe, dessen  übrige  Stücke 
diesem  entweder  congruent  oder 
auf  ähnliche  Weise  entstanden 
sind.  Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 
gen ABC  = F,  BCD  = F+,  arcÄC  = arcBD  = s ergiebt  sich 
5)  F+  = bs  — F, 

wo  F einen  der  früher  angegebenen  Werthe  hat. 


JA 


§.  88. 

Die  Complanation  der  Umdrehungsflächen. 

Eine  in  der  Ebene  xe  liegende  Cürve  GN  (Fig.  67  a.  f.  S.),  deren 
Gleichung  e = ip(x)  heissen  möge,  werde  um  die  a;- Achse  gedreht 
und  die  entstandene  Rotationsfläche  von  einem  verticalen  Oylinder 
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geschnitten,  dessen  Leitlinie  BM  durch  die  Gleichung  y — <p(%) 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CD,  der  bewegliche  Parallelkreis 

NP,  die  Curve  CN  und 
der  Durchschnitt  DP  be- 
grenzen ein  Flächenstück 
CD  PN,  von  welchem 
wir  den  Inhalt  S auf- 
suchen  wollen. 

Wenn  OL  — x um 
LL\  — dx  zunimmt,  so 
wächst  S um  den  Strei- 
fen NP  Pt  Ni  = dS, 
welcher  dem  Rechtecke 
aus  den  Seiten  NP  und 
NNi  desto  näher  kommt,  je  kleiner  NNi  genommen  wird.  Nun  ist 

LM  LM  _ y 
LN 


_X 


sinNLP  = cos  MLP  = -r-  — -7-77  = — 


mithin 


Z-NLP 


LP 


. y 

arcsin  — • 
s 


und,  da  NP  ein  mit  dem  Halbmesser  e beschriebener  Kreisbogen  ist, 

y 

arcNP  = e arcsin  — 
z 

Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Rechtecks  hat  man 
arcNNi  — ds  — V 'l  + e'"-  dx, 


mithin 


dS 
Fig.  68. 


D 


z arcsin  — • V 1 -j-  z'2  dx 
z 

und  durch  Integration 

1)  S = / zV~  1 -f  z1-  arcsin  — dz.  . 

Die  Werthe  von  y und  z sind 
aus  den  Gleichungen  der  gegebenen 
Curven  zu  nehmen,  und  die  Integra- 
tionsconstante  muss  so  bestimmt  wTer- 
den,  dass  S — 0 wird  für  x — OA. 

Als  Beispiel  diene  die  Compla- 
nation eines  Kugelgewölbes  (Fig. 
68).  Die  Curve  BM  ist  hier  eine 
Gerade  parallel  zur  axAchse,  die  ro- 
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tirende  Curve  ein  Kreis,  in  dessen  Mittelpunkt  wir  den  Coordinaten- 
anfang  legen;  für  OB  = b,  OD  = c sind  demnach  die  gegebenen 
Gleichungen 

y = b,  z — V c2  — x 2 , 

*Vl4  F-  = c, 

mithin  nach  Formel  1),  wenn  S die  Fläche  DFPN  bedeutet, 

b 


-/■ 


arcsin 


V c2  — x2 


da:. 


Bei  theilweiser  Integration  wird 

o 6 

S = cx  arcsin 


=L=.  — be  f 

! — r2  J tc'.  — . 


x2dx 


Yc'  — x 2 "V  (c2  — x2)  Vc2  — b3  — x2 

b /T  'Cs  1 da: 

= cx  arcsin  - :■■■  ■ — bc  \ — — l ^7========= 

V c2  — x2  v/  Lc2— x2  JVc2  — b2  — x2 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Integration  aüsfiihrt, 

b . . x 


S = cx  arcsin 


V c*  — x3 

_ hC3  / 

J fc2  — 


4-  bc  arcsin 


dx 


Vc2  — b3 


(c2  — x2)  V c*  — b2  — x2 

Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x = Vc2  — b-  sin  u. 
so  wird 

du 


f: <*1 = r 

J (c2  — X2)  V"c2  — b2  — x2  V 1 

— — arctan  ( — tan'M  ) = — arctan 
bc  \c  ' bc 


c1cosiu  -|-  b-sin^u 
bx 


eV  c2  — b}  — x2 

und  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

c , , x 


S — cx  arcsin 


xJ 


— c2  arctan 


4-  bc  arcsin 


bx 


V c2  — b2 


c^ c2  — b2  — x2  ’ 
wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  S und  x gleich- 
zeitig verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x einen  grössten  Werth 
OA  ==  a und  bezeichnen  die  Fläche  DEGF  mit  F,  so  wird 

b . . . o 


F — ac  arcsin 


— c2  arctan 

ScblA milch,  Analysis.  I. 


= j-  bc  arcsin  ■■■=- 

■a"-  Vc2  — b* 

ab 


cVc1  — a3  — b2’ 


26 
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Diese  Formel  gewinnt  an  Eleganz  durch  die  Bemerkung,  dass 
ab  / b 


arctan 


-.\Tc 


■b* 


. f b a \ 

rsm  ( — • -7: — ■=■ — 

Wc'1-  u2  vc2  — b v 


ist,  und.  man  kann  daher  schreiben 
2)  F = c(n«  4 bß  — cy), 

wobei  die  Bögen  a,  ß,  y durch  die  Gleichungen 

b . „ a 


3) 


sma 


w 


sinß 


V c-  — b- 


siny  = sinu  sinß 


bestimmt  sind. 


Die  allgemeine  Formel  1)  vereinfacht  sich  wesentlich  in  dem 
Falle,  wo  es  auf  den  zwischen  den  positiven  Theilcn  der  Coordjna- 
tenebenon  enthaltenen  Octanten  der  Rotationsfläche  ankommt,  wo 
mithin  die  Curven  BM  und  CN  congrnent  sind.  Für  y — e wird 
nämlich 


= f yV 


1 4 /2  d-x , 


demnach  ist  die  Oberfläche  einer  durch  vollständige  Umdrehung  ent- 
standenen Zone 


4) 


Z — 2 jr  J'y  Y 1 4 y'*  dx. 


Als  Beispiel  diene  das  abgeplattete  Ellipsoid,  dessen  Meri- 
dian zur  Gleichung  hat 


y = y V b2  — x1. 


Setzt  man  zur  Abkürzung 


V n2  — b3 


= A, 


so  erhält  man  zunächst 
Z 


= 2n J V&2  + A2*2  dx 
und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

Z=n  JzW  + A2*2  4-  l(Xx  4-  v bi  4 A2*2)  4.  Const.  J 

Rechnet  man  die  Zone  von  der  Aequatorebene  an,  so  muss  s = 0 
werden,  wenn  x = 0;  dies  giebt 

z = * 4 ,(ii±Vp±«£)| . 
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Für  x = b erhält  man  die  Oberfläche  des  halben  abgeplatteten 
' Kllipsoides ; die  gesammte  Oberfläche  ist 


Wenn  die  rotirende  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
zwei  verschiedene  y , etwa  yt  und  y2  entsprechen , so  entstehen  zwei 
Fi»  69  Umdrehungsflächen,  deren  Grössen  einzeln  be- 

stimmt werden  müssen.  Wie  man  diese  Bemer- 


kung anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 
zeigen. 

Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  dem  Halbmes- 
ser A C — a beschriebener  Kreis  (Figur  69), 
' dessen  Mittelpunkt  um  CO  = c von  der  Dre- 
hungsachse entfernt  liegt.  Im  balle  c a ist 
für  alle  Punkte  des  Quadranten  AB: 


Vt  = o + 


= y~=7.d‘ 


=«=  2 it  ^ac arcsin  ^ 4-  ax  j, 

wobei  es  keiner  willkürlichen  Constanten  bedarf;  für  x — a erhält 
man  die  vom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 
Bi  = 2jra(|jrc  + o). 

Die-Punkte  auf  dem  Quadranten  AD  bestimmen  sich  durch  die 


Gleichung 
und  1 daraus 


findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 


Fläche 

2?,  = 2n  a(\itc  — a). 

Das  Doppelte  von  Bi  + B,  giebt  die  Gesammtoberfläche  des 
entstandenen  Ringes,  nämlich 
g)  R — 4jr!ac. 

Im  Falle  c < a (Fig.  70  a.  f.  S.)  besteht  die  Oberfläche,  welche 
der  Kreisbogen  BEAD  beschreibt,  aus  den  drei  von  BE,  EA  und 
AD  erzeugten  Flächen.  Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 
Formel 

Zi  = 2 na  je  arcsin  -f-  xj 

26* 
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dem  x seinen  grössten  Werth  OD  = V a*  — c2 . woraus  folgt 


•Zs  = 2 3r«  ,c  arcsin 


. V a'2  — c2  ' 


-1-  Vo*-, 


Fig.  70 


Für  alle  Punkte  des  zweiten  Bogens 
ist 


mithin 


y = c 4-  Vo* — *s, 

Z=2 jr  / (c  -f-  V a2  — x'1)  g -da; 
./  V o*  — a:3 

= 2 jcii  je 


J c arcsin f-  x 4-  Const.  |, 

1 a 1 


wobei  die  Constanto  so  bestimmt  werden 
muss,  dass  Z — 0 wird,  wenn  x seinen 
kleinsten  Werth  OD  erhält.  Dies  giobt 


’ = 2na  | 


• x ■ V a-  — Cs  .r—1 

c arcsin c arcsin — — + x — V a2  — c- 

a a 


und  für  x = a erhält  man  für  die  vom  Bogen  EA  beschriebene 
Fläche 


Zi  — 2na\\nc  a — V os  — c2  — 


c arcsin  ■ 


VV- 


Endlich  werden  alle  Punkte  auf  AD  durch  die  Gleichung 

y — c — V«2  — x'2 

bestimmt,  mithin  ist  hier 


= 2 Jra  je  arcsin  ~ — x Const.  j ; 


giebt  man  der  Constanten  einen  solchen  Werth,  dass  Z verschwindet 
für  x = OD  und  nimmt  dann  x — a,  so  erhält  man  für  die  vom 
Bogen  AD  beschriebene  Fläche 


Z0  = 2 ita\\izc  — a + V a'2  — cs  — 


c arcsin 


Va2  — c* 


Die  Oberfläche  des  ganzen  Wulstes  ist  das  Doppelte  von  Za  -f  Z\ 
+ Z, ; durch  Einführung  des  Winkels  OCD  = U wird  hieraus 

7)  W = 4 3ia{c(n  — 0)  -|-  asinO }. 
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Im  letzten  Falle  c = a,  0 = 0 liefern  die  Formeln  6)  und  7) 
denselben  Werth  4 7C‘ 

Wenn  die  Fläche,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
cylindrische  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  führt  das 
Problem  auf  Doppelintegrale,  deren  Behandlung  einem  späteren  Ca- 
pitel  Vorbehalten  bleibt. 


Definitionen  and  Werthbästimmungen. 


Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  64  wieder  an,  denen 
zufolge  unter  dein  Symbole 

b 

j fix)  ix 

a • * 

der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

1)  J(a)d i "1“  ^1)^1  4/(*  -f-  H-  *^j)  4" 

4/(«  + Ai  4“  4"  * * • 4~  -i) 

convergirt,  wenn  die  Grössen  d', , Ö.it  . . . Ön  der  Null  näher  und 
näher  kommen,  während  sie  immer  der  Bedingung  0!  -j-dj-l-ög-j- 
• • • 4"  — b — a genügen  müssen.  Zugleich  erinnern  wir  an 

die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x 
als  Abscisse  und  y = f(x)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  an- 
gesehen wird;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der 
Fläche,  welche  die  Strecke  b — « der  Abscissenachze  zur  Basis  hat, 
seitwärts  durch  die  Ordinaten  f(a) , f(b)  und  oberhalb  durch  die  ge. 
nannte  Curve  begrenzt  wird  (Fläche  A B D 0 au  303).  Später 
ergab  sich,  dass  das  be.-tinnnte  Integral  auch  als  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 

2)  Jf(x)dx  — F(x)  4 Const. 

betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 
6 

3)  Jf(x)dx  — F(h)  — F(a), 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  f(x ) innerhalb  des  luter- 
valles von  x o,  bis  x = b keine  Unterbrechung  der  Continuität 
erleidet.  — ■'  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
wir  entscheiden  uns  für  die  erste,  weil  sie  in  gewisser  Rücksicht  die 
allgemeinere  ist.  Die  zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
man  das  unbestimmte  Integral  von  f(x)'dx  bereits  kenne,  und  hierin 
liegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
f{x)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
finition nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x von  x = 
« bis  x — b entsprechende  y angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
herbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
regellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
wirft,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
bestimmten  Integrales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstan- 
den ist,  er  kann  den  Werth  desselben  nach  §.  66  oder  auf  mecha- 
nische Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  Isehr  genau  fin- 
den, während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann,  geschehen 
könnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Gleichung  der  ent- 
standenen Curve-  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen,  wo  sich  der  Werth  des  unbestimmten  Integra- 
les J'f(x)dx  entwickeln  lässt,  ist  es  natürlich  das  Einfachste,  das  be- 
stimmte Integral  aus  dem  unbestimmten  herzuleiten.  Wir  geben 
hierzu  einige  Beispiele. 

.Mittelst  der  Fundamentalformel  6)  in  §.  65  erhält  man  sehr 
leicht 


m 


*)  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung,  dass  unter  einem  Inte- 
grale von  der  Form 

00 

f fix)  dx  . , 

a 

der  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

ö 

. fAx)dx 

a 

bei  unendlich  wachsenden  b nähert. 
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die  Formel  10)  §.  65  liefert 


3) 


/dx  n 

V «3  — x*  ~ 2 


Aus  der  Reduetionsformel  8)  in  §.  73  ergiebt  sich  für  a — 1, 
b — — 1,  n = 1 

J' xm~l  (1  — x)‘dx 

— x)'  + 1 , m — 1 p s , 

s -f  m s -f-  m J v • 

führt  man  die  Grenzen  x = 1,  x = 0 ein  und  setzt  voraus,  dass 

m — 1 und  s -)-  1 positiv  sind,  so  erhält  man  einfacher 
l i 

J' 'xm~l  (1  — xy  dx  — ^ ^ J — x)‘dx. 

Bei  ganzen  positiven  m lässt  sich  diese  Formel  (m  — l)mal  nach 
einander  anwenden;  dies  giebt 

l 


J\m  — \ (1  — xydx 


m — 1 m — 2 


s -j-  m s »*  — 1 


+ 3 s -(- 


X 

l—  — x)‘dx. 


Der  Werth  des  noch  übrigen  Integrals  ist,  unbestimmt  genommen, 

= —7 — - (1  — x)‘  + 1 -f-  Const ., 

daraus  folgt,  weil  s -f-  1 als  positiv  vorausgesetzt  wurde, 

1 

x)‘dx 


f (1  — xy 


s 4-  1 


Substituirt  man  dies  und  nimmt  s -f-  1 = a,  so  gelangt  man  zu 
dem  Resultate 

4)  fxm~'(\  — xy-'dx  = -1  ’ ' 2 ‘ 3 ' ' ~ (n'  ~ ».>0. 

«/  -f  1)  . . , (fl  -|-  Wi  — 1 ) 

Aus  der  vorhin  benutzten  Reductionsformel  erhält  man  ferner 
für  a — 1,  b = — 1 , n — 2,  s = — 1 

xm~ 1 dx 


2 f xm~idx 

1 J l/  l — x2 
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Schreibt  man  m für  m — 1 und  führt  die  Grenzen  2 = 1 und 
x = 0 ein,  so  wird  einfacher 


/"  xmdx  m — 1 r x™~ z< 

J V i — x3  ~ »»  J V i — 


m — 1 C xm~,dx 


Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je  nach- 
dem m gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

i l 

/dx  n r xdx  

V i — 2» — 2 ’ J y l — 2a  _ ’ 


und  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 

/xmdx  1.3.5.  . (m  — 1)  7t 
0 


6) 


/xndx 

Vl  — x1 


2.4.6  . ...  m 2 
2 . 4 . 6 . . . (m  — 1) 


3 .5.7  . ...  vi 


, (m  gerade), 
, ( m ungerade). 


Wir  machen  ferner  Gebrauch  von  der  Reductionsformel 


/ 


/»•ffl  /5  £1 X 

xme~ax  dx  = 1-  — / *»»- »*-<»* 

« 


d2 


und  führen  die  Grenzen  2 = oo  und  2 = 0 ein.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  m und  a positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
Product  xmC~ax  sowohl  für  x = ® als  für  2 = 0,  und  daher  wird 

J* xme~axdx  = ~J  x 
0 0 
Bei  ganzen  positiven  m führt  die  wiederholte  Anwendung  dieser 
Formel  auf  das  Integral 


vW — ax 


dx. 


7) 

und  daher  wird 

8) 


/ 


e~ax  dx  = — , a>0 
a 


J xme~axdx  = , o>0. 


Die  Fundamentalformel  8)  in  §.65  liefert  durch  Einführung  der 
Grenzen  u = J 7t  und  u = 0 


9) 


J tt1COS3U 


du 


71 

' — : * 


-f-  ß 1 sin 4 « 2 ft  ß 
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Endlich  benutzen  wir  noch  die  beiden  Formeln 


/- 

/•' 


Ku  cos  fl  u du  = — 


ucns  fl  u — fl  sin  fl  u 


«» 


+ C, 


(C  + fl1 

„„  . o , . asiiiftu  + ß cos  flu  _ 

c~aasin  fl  u du  = ' ( i'  — ~ e + G< 


und  nehmen  erst  u — cd  dann  u — 0.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  u eine  positive  die  Null  übersteigende  Grösse  ist,  verschwinden 
die  Producte  e~aucosßu  und  e~ausinflu  für  u — co , und  es 
bleibt 


10) 

J er  “*  cos  flu  du  — 

a 

0 

11) 

r* 

fl 

Je  au  sin  ß u d u = 

u 

«-  + ß * 

§.  90. 

Fundamentaleigonsehaften  bestimmter  Integrale. 


I.  .Behält  die  Function  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x — a 
bis  x = b dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  letzteres  den  Grössen 
f(a),f(a  -}-  ö,),  . . . /( a + d,  -j-  • • 4*  5»— i)  gemeinschaftlich  zu 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geometrisch 
heisst  dies , eine  Curve  mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  nega- 
tiven Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Flüche.  • 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 


f(x)  — A cp(x ) 4-  B tp(x) 

an,  bo  entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen,  welches  sich  zu 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 
6 b b 


1)  J \A<p(x)  4-  B '4> (ßflj  d x = A J q>(x)dx  4*  B J ifl(x)dx. 


a 


a 


« 


Zu  demselben  Resultate  führt  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 
graphen, wenn 


J <p{x)dx  = <D(x)  f Ci , Jip(x)dx  — W(x)  4-  C} 

gesetzt  wird. 
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Aus  den  beiden  vorigen  Bemerkungen  zusammen  folgt  ein 
häufig  gebrauchter  Satz.  Nehmen  wir  an,  in  dem  bestimmten 
Integrale 


f(x)dx 


sei  f(x)  ein  Product  zweier  stetigen  Functionen  <f>  (x)  und  rp(x), 
deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  a bis  b für  x = cc  ihren  grössten 
und  fiir  x=ß  ihren  kleinsten  Werth  erhalten  möge,  so  ist  für  jenes 
Intervall  <p(a)  — <p(x)  positiv,  <f(ß)  — q>(x)  negativ,  ferner,  wenn 
il>(x ) von  a bis  6 positiv  bleibt,  auch  [<jp(a) — cp(x)]tp(x)  positiv, 
dagegen  [(p(ß)  — <p(x)]ip(x)  negativ.  Nach  dem  Obigen  ist  nun 

b b 

yW(«)  — <p(;r)]  tl>  (x)  dx  positiv [cp  (ß)  — (p[x)]tp(x)dx  negativ; 

a a - 

durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 

6 6 6 
2)  9>(«)  J 4>(x)dx  > J‘  cp(x)ty(x)dx  ><p(ß)  j \>{x)dx. 

a a a 

Will  man  aus  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden , so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 


w 


ip(x)dx 


die  willkührliche  Grösse  | das  Intervall  a bis  b durchlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

i 

cp  (x)  tp(x)dx 


/' 


wird;  wegen  der  Stotigkeit  von  <p(ji)  muss  es  daher  einen  zwiscnen 
a und  b liegenden  Werth  von  | geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  | können  wir  mit  a 4-  &(b  — a) 
bezeichnen,  wö  11  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

6 s 

3)  J (p(x)4>(x)dx  = q>[a  + &(jb  — a)l  J ip(x)dx. 


und  zwar  unter  der  Determination,  dass  <p(x ) stetig  und  ip(x)  Btetig 


t 
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und  zugleich  positiv  bleibt  von  x — a bis  x — b.  Beispielsweise 
ist  nach  diesem  Satze 
I™ 


J sinx  . x' 


:m~ 1 dx : 


•Ont  (J  n)m 

sm—  • 1 

4 m 


woraus  u.  A.  folgt , dass  der  Werth  des  Integrales  itir  unendlich 
wachsende  in  gegen  die  Null  conVergirt,  was  man  auf  anderem  Wege 
nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  4>(x)  = 1,  so  wird  aus  Nro.  3) 

6 

4)  J' <p(x)dx  = Q>  — a)qp[a  4-  #(b  — <*)]> 

a 

die  geometrische  Deutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §.  8,  Nr.  2). 

II.  Betrachten  wir  mm  die  Veränderungen,  welche  im  bestimm- 
ten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder  ab- 
nimmt. Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Integra- 
les folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erklärende 
Gleichung : 

b C C 

5)  Jf(x)dx  + f f{x)  dx  — jf(x)dx 

a b a 

und  umgekehrt 

e c b 

' Jf^dx  ~~j  f[x)dx  = J f(x)dx. 

a b a 

Setzt  man  in  Nro.  5)  C = a und  berücksichtigt,  dass  jederzeit 

a 

J f(x)dx  = 0 

a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

b n 

6)  J'f(x)dx  = — Jf[x)dx, 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  in  §.  89  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.  Nach 
Nro.  5)  hat  man 

/t+r  £ £+r- 

J f{x)dx  = J f(x)dx  4-  J f(x)dx-, 

f,-y  fi-y  ft 
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entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  d}  — d3  ..  . = S„  = d setzt,  so  ist  in  jedem  Falle 

V . ... 

o — — und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  bildet  den 

n 

Grenzwerth  von: 

Ati  — y)d  + /(ft  — y + d)  d + Z(f*  — V + 2 ö)  d + • • 

+/(ft  — y + »— ld)d 

/(ft  + 7 ~ d)  d -f  /(ft  + y — 2 d)  d '4-  ••  • • • • 


+/(ft  + y)  d 

+ /(ft  + y — w—  1 d)d, 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 
Anordnung  erhalten  hat.  Ist  nun  für  jedes  £ 

7)  /(ft-Ö=/(ft+& 

so  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus: 
f‘  + y ft 

Jf(x)dx  = 2 J f(x)dx. 
fi-y  fi-y 


8) 


Ist  dagegen 


9) 


/(ft-D  = -/(ft  Fl), 
so  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt: 

u+y 

10)  J f(x)  dx  = 0. 

• i U~V 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende : 
wenn  /(ft  — £)  — /(ft  -f-  £) , so  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
aus  zwei  congruenten  Tlieilen  von  gleicher  Lage  CN und  DN,  Fig.  71, 
wo  OM  = ft  und  AM  = y.  Die  Fläche  ABDNC  beträgt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC-,  wenn  dagegen  /(ft  — £) 
= — /(ft  -)-  £),  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 
Fig.  71.  Fig  72. 


M 

BMI)  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Vorzeichen 
(Fig.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACMDB  = 0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung,  dass 
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W 2" 

j sinm  x dx  z=  2 J sinm  xdx 


ebenso,  dass 


f.  71 


J cosm xdx  — 2 J cosm xdx 


-\n 


sein  muss,  ferner  bei  ganzen  und  positiven  n: 


71  5* 

J cos,n-tx  dx  — O.y  s/u3"-'  xdx  = 0 


III.  Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des  bestimm- 
ten Integrales 


I 


f(x)dx 


für  den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Function  f(x)  innerhalb  des  In- 
tegrationsintervalles eine  Unterbrechung  der  Continuitüt  erleidet. 
Tritte  eine  solche  ein  für  x = x,  wo  b>x>a,  so  kann  man  nach 

Nro.  5)  die  Zerlegung 

b x — o t 

j f(x)dx  = J fix)  dx  + j f{x)  dx 

a a z + 0 

vornehmen,  die  geometrisch  bedeutet, 
das3  die  über  der- Strecke  AB^=b — a 
(Fig.  73)  stehende  Fläche  ABDMLC 
aus  zwei  Theilen  AKLC  und  KB  DM 
zusammengesetzt  ist,  und  dass  KL  = 
fix  — 0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
und  KM  — fix  -f  0)  die  erste  Ordi- 
nate des  zweiten  Stückes  sein  soll.  Statt 
der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen: 
b x—s  b 

f fix) dx  — Lim  j J' f ix) dx  -f  J fix)  ix  j, 

a u x + d 

wenn  man  unter  ö und  t zwei  in  Null  übergehende  Grössen  versteht. 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 

J f ix)  dx  = Fix)  4-  Comt. 
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bestimmter  Integrale. 

* 

ausfübren,  so  wird  in  diesem  Falle 

b 

11)  J f(x)  dx  = F(b)  — F(a)  Lim  j F(y.  -fö)  — F(x  — £)  j , 

a 

also  gilt  dann  die  Gleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,  sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Correction.  So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

3 

1 1 

2 


r dx  _ i i 

J (1  — *)*  ~ 1 — 2 1 — 0 “ 


1 


setzen  zu  wollen,  ohne  zu  beachten,  dass  die  Function  7- r-,  für 

(1  — xy 

x = 1 discontinuirlich  wird;  der  wahre  Werth  ist 


1 


— Lim ; 


- --J=-2+0O 


1 — 2 1—0  (1  — (1  4-  8)  1 — (1  — £) 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 


jd-l  = lb-l(-b)  = l(-  1) 

—b 

zu  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer  imaginären  Fläche 

käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  -4  für  x = 0 eine  Unterbrechung 

x 

der  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 


> 


— dx  = lb 
x 


— l(—  b)  — Um  |/(0  -f  8)  — 1(0  — e) j 


= Lnn  l(j)- 

Da  8 und  £ auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 

so  ist  4-  eine  unbestimmte  Grösse,  mithin  der  Werth  des  obigen 
o 


Integrales  bo  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  £ und  8 zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Au -druck  00  — co  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  £ = <5,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  = 0.  Man 
würde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
der  Formel 
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M M. 


=±l*(**)  + Conti- 


integrirt  hätte,  welche  eich  durch  Differentiation  als  richtig  ausweist. 


§•  91. 


Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten  Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
gralen eine  neue  Variabele  durch  Substitution  einführen,  nur  sind 
dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  au  beachten.  Setzt 
man  nämlich  in  dem  Integrale 

b 

Jf[<P(x)]dx 

a 

cp(x)  — y,  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  66,  III.)  x = 
dx  = ip'(y)dy\  ist  nun  x — a geworden,  so  hat  y den  Werth  <jp(a) 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x — b entspricht  auf 
gleiche  Weise  y = <p(6)  und  man  hat  daher 
6 >(6) 

1)  J f[<P(*)]dx  = j A’j)4’’(y)dy, 

a tp(a ) 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dass  man,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  y — <f>  (x) 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  für  (p(x)  — hx  -f-  k 

b /,A+t 

2)  J'f(hx+Tc)dx—~ J f(y)dy, 

a u h -f  k 

specieller  für  a = 0 und  6=1,  und  umgekehrt  geschrieben 

A + * 1 

J f{y)dy  = llJ  f(hx  + k)dx, 

k 0 

oder,  wenn  k = a,  h — ß — a gesetzt  wird: 
ß 1 

Jf(y)  dy  — (ß  — n)  Jf\a  + (ß  — a)x]  dx, 

a u 
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wodurch  ein  Integral  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
den  Grenzen  0 und  1 zurückgeführt  ist.  Setzt  man  weiter 


so  erhält  man  zunächst 


_ _ e , x 

x __  - — - — also  b — , 

1+e'  1 — x' 


•»  • 

* 


Aa  + (ß  — u)x]dx  —f(- 77 

\ i + */  (i 


dz 


. . .(!+*)*’ 
wem!  ferner  s ?=  0 und  s = 1 geworden  ist,  so  ha*  * die  Werthe 
z ® un<^  z ~ 5 ==  00  angenommen;  demnach  wird  aus  Nro.  3): 

dz 


4)  ■ [f(y)dy—  (ß  — a)  ff(?LL£l) 

J JJ\i+eJ(1+ey 

und  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
0 und  co  verschaffen. 

Setzt  man  ferner  in  dem  Integrale 

f[l( 

*(j)  = *’  mithin  * = «“'.  dz  =z-  e~*dx,  so  geht  dasselbe 

Ml  _ • 


über  in 


o 

-/■ 


— / zme~axdx  = -f  / xme~axdx-. 


den  Werth  des  letzteren  Integrales  kennt  man  aus  §.  89 , Formel  8) 
iur  den  Fall,  dass  m eine  ganze  positive  Zahl  und  a>  0 ist,  daher 

/[z(^)]mga~lrf^^V+Vw.  «>o. 

0 

Mit  Hülfe  der  Substitution  sin  u = x,  u = arcsin  x,  du  = 
dx  : ~V  1 — x 1 erhält  man 


/'  . m , C xmdx 
J sinmudu  — J p ^ 


und  so  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgeführt 
(§.  89,  Nro.  5,u.  6).  Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 


J cosmvdv. 


wie  die  Substitution  v = | it  — u zeigt. 

SchlAmllcb,  A ualysf $ I 


27 
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Eine  wesentliche  Modifieation  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlung,  in  dem  Fallo,  wo  die  Gleichung  qp (ar)  = y , nach 
x aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  der  Werth 
von  y nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird , so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x genommen 
werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  wegen 
geometrisch,  nämlich  y = <p(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeu- 
tet die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher  die 
Abscisse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  beiden 
Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der  Ordina- 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll.  Ob 
nun  einer  Ordinate  y nur  eine  Abscisse  x oder  mehrere  x entsprechen, 
das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab.  Wenn  dieselbe 
von  x = a bis  x = b nur  steigt  oder  nur  füllt,  also  <p'(.r)  sein  Vor- 
zeichen nicht  wechselt,  so  gehört,  zu  jedem  neuen  x ein  neues  y, 
ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y ein  einziges  x\  es  existirt  in  diesem 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y — (p  (x),  und  diese 
Umkehrung  x = ip(y)  ist  die  in  der  Formel  1)  vorkommende. 

Wenn  dagegen  die  Curve  y — 
(f{x)  innerhalb  des  ftntervalles 
x = a bis  x = b ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  hat,  welches 
für  x — | eintreton  möge,  so  fin- 
den sich  über  x — £ hinaus  die 
früheren  Ordinaten  wenigstens 
zum  Theil  wieder;  so  ist  in'Figur 
74,  für  OF=l  OM=x,  OMx 
= X\ , die  zu  s;<|  gehörende  Ordinate  MP  = y gleich  der  zu 
Xi  > £ gehören  len  Ordinate  M,  Px ; umgekehrt  giebt  es  also  für 
ON  — y zwei  entsprechende  Abscissen  NP  = X,  NPX  = Xx, 
die  wir  durch  tp  (y)  und  / (y)  unterscheiden  wollen ; von  diesen  beiden 
Umkehrungen  X = ip (?/)  und  x = %{y)  ist  die  erste  da  zu  nehmen, 
wo  X<^$  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss,  dass  sein 

soll.  Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 

»5» 

J >[<P  (*)]**  = j'f[<p(x)]dx  -f  ff[(p(x)]dx, 

a a $ 

so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  x<^l-,  im  zweiten  x > £ , 
also  dort  x — 4>(y),  hier  X =■  %(y)  einzusetzen;  die  Transformation 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 


Fig.  74. 
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••  9>(l)  SP(t>)  ' *• 

^ f{.<P(x)]dx  — Jf{y)ß{y)dy  + j f{y)nHy)dy. 

a 5P(a)  i p(t) 

Ganz  ähnlich  ist  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  X — a 
und  x — b mehrere  Maxima  und  Minima,  mithin  auch  mehrere 
Umkehrungen  stattfinden;  sind  ft,  ft,  . . . ft  die  Werthe  von  x,  für 
welche  jene  Maxima  und  Minima  eintreten,  so  zerlegt  man  das  ur- 
sprüngliche Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  X = a bis  x = ft, 
x = ft  bis  x = ft  etc.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Umkehrung  der  Gleichung  y = <p  (x),  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 

Es  sei  erstlich  <p(x ) = x*  -(-  2 rx,  a = — oo , b = + oo  , so  tritt 
ein  Maximum  ein  für  X — — r und  aus  X 2 -(-  2 rx  — y folgen  die 

beiden  Werthe  jjft 

x — — r'—  V r2  + y,  x = — r -f  V rs  + y, 
von  welchen  der  erste  — r,  der  zweite  — r ist;  nach  diesen 
Bemerkungen  hat  man  - >' 

Jf(xi  + 2rx)dx  , x ‘ 

— ® < 

— r oo 

= //(x3  -f-  2 rx)dx  -f-  Jf(xi  + 2 rx)dx 


—r* 


=/«*>• 


— dy 


+ 


— r 
+ oo 

fm- 


+ dy 


2 Vr»+V  ' J 

t co  — r* 

und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrationa- 
grenzen  vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird,  so  ist 

dy  . 


fn*  3 4 -2rx)dx  =ß 


m 7T+;- 

“ w — I” 

für  y = rJ  («*  — 1)  erhält  man  noch : 

5)  J f(x 3 -|-  2 rx) dx  = 2r  Jf\.r 1 (e*  — l)]dr. 

# — oo  0 

Es  sei  zweitens  <p(x)  = yx  + — , o = 0,  6 = oo,  so  tritt 

oc 


f—Vf 


ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 


27* 


Digitized  by  Google 


420  Cap.  XV.  §.  91.  Substitution  neuer  Variabelen  etc. 

ff(y,  + 

0 

=ff{vx  + 7)  dx  +/f(yx  +7>dx • 

V-  - ' 

V y J 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -f-  = y sind: 

X = T7>  \}>~  W-  4«yJ,  * = j-y[j  + Vy*— 4oy], 
und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 

ff{vx  +tydx 
0 

2 Yay  00 

2 V «y 

oder  nach  gehöriger  Reduction: 

Ar*  + = 7 A1» 

9 2K  «y 

Nehmen  wir  weiter  V y3  — 4 « y ==  2,  so  ergiebt  sich  noch: 

OO  00 

ö)  J f(rx  + ^)dx==Y  Jf(V*ay  + s*)dg. 

0 r 0 

Hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformeln 


ableiten;  für /(«)  = F ^ ^ folgt  z.  B.: 


ß + V 4 cty  «V 


für  /(«)  = JF(m2  — 2 ay)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6) 

oo  00 

8)  fF  (yS*J  + S)dx  = ~vf F(2  ay + *3)  de' 

und  wenn  man  a3  = a,  ß3  = 6,  a:3  = u,  e*  = t setzt: 
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9)  /f(cu  + f)  = j-jn*  VTc+t, 

endlich  für  F(e)  = <p  ~ ^ : 

10)  f<p  (a+tM+CMä)  = yzJ ^ C+2Vöe+*)  VT 


Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Umwandel- 
barkeit bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§•  92. 

Die  Differentialquotienten  bestimmter  Integrale. 
Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 


t 


a 


geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
x sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a und  b,  der  Natur  der 
Function  f{x)  und  den  in  ihr  vorkommenden  (konstanten  abhängig 
ist  Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich , so  kann  man 
den  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  diffe- 
renziren. 

Aendert  sich  b allein,  so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
grales : 


die  völlige  Willkürlichkeit  des  4b  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
den  Grössen  <5  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Nro.  2)  in  §.  89  Vorkommen,  also  4b  = dn+i  zu 
setzen ; man  hat  dänn  für  verschwindende  öj , ö2,  ....  ön  und 
d„+i  — db: 

b 

J f(x)dz  =f(a)d1  f(a  -f-  dj) d2  + /(«  + dj  -f-  d3)d3  -| — •• 

....  -\-/(a  + di  -f - ds  -( [-  d„_  i)  d 


Digitized  by  Google 


422 

b + db 


Die  Differenzialquotienten 


f f(x)dx  =/(o) öj  -|-  /(a  + d'i ) d\,  +/(a  Öi  + ö2) ö3  + •••• 

" • • • • +/(«  -4  ö(  4"  öj  4" " 4"ö«— i)Ö» 

+/(°  + öi  + Ö*  H f öjön+i, 

mithin  durch  Subtraction,  Division  mit  db  = öa+i  und  weil  Öt  -j-  öj  4" 
•••  + ö«  4-  ö„+i  = b — a-\-db  mb  — a übergeht, 


1) 


v 

<* //(*) 


das 


db 


= m 


Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein , dass  der  Differentialquotient 
einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 

Aus  der  Gleichung 


J fix)  dx  = — J fix)  dx 


ergiebt  sieb  durch  beiderseitige  Differentiation  in  Beziehung  auf  a, 
welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet, 

» 


2) 


d J fix)  da 


da 


= - /(«)■ 


Enthält  die  Function  f(x)  ausser  x noch  eine  willkürliche  Con- 
stante  r,  in  welchem  Falle  wir  f(x,r ) für  f(x)  schreiben,  und  sind 
ausserdem  a und  b von  r unabhängig,  so  hat  man  die  Gleichung 

b b 

Jf(x,r  + dr)dx—Jf(x,r)dx 


xlr 


— f f(x>  r + Jr)  — /( x,  r)dx 


Rechter  Hand  lässt  sich  der  bekannte  Satz 

f(r  + Ä)  — fix)  4-  hfr(r)  + \h*f?(x  + eh) 
0<£<1 

für  h — dr  anwenden  und  giebt 


J fiX,  r 4-  4r)dx  —Jf(x,r)di 


jdr 

b 


= j f rix,  r)dx  4 \/)r  j' f'J{x,r  + e xlr)  dx. 
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Ist  nun  bei  unendlich  abnehmenden  /Jr 


3) 


so  folgt  aus  der  vorigen  Gleichung  durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
verschwindende  /Jr 


Die  in  Nro.  3)  angegebene  Bedingung  ist  übrigens  immer  erfüllt, 
wenn  a und  b endliche  Grössen  sind  und  wenn  gleichzeitig  //(*, r) 
von  x = a bis  x = b nur  endliche  Werthe  hat.  Aus  Formel  4)  in 
§.  90  folgt  nämlich 


b 

J'fr'ix,  r -f-  £ /Jr)  dx  = (b  — a)fr'(a  -f-  ff  [b  — o],  r + s/Jr), 

a 

das  Integral  besitzt  also  einen  endlichen  Werth  und  wenn  dieser  mit 
/Ir  multiplicirt  wird,  so  convergirt  das  Product  gleichzeitig  mit 
/Jr  gegen  die  Grenze  Null.  In  jedem  anderen  Falle  muss  beson- 
ders untersucht  werden,  ob  die  Bedingung  3)  erfüllt  ist. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r in 
f(x ) und  zugleich  in  a und  b vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
les, der  für  den  Augenblick  IF  heissen  möge,  ist  dann  eine  Function 
dreier  Variabelen  a,  b,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz- 
ten abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Regel  der  Differentialrech- 
nung 

d W _ dJV  da  , dW  db  8 IF 
dr  da  dr  ' 0b  dr  dr  ’ 


und  sie  giebt  in  unserem  Falle 

d W \ da  db 

T = -/H-)rrt/Mj;  + 


b 

ß 


r) 

dr 


dx, 


oder,  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r genommenen  Differential- 
quotienten kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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S)  Br  Jf(x,r)dx 

a 

b 

= J\Brf(x , r)]  dz  + /(b,  r)  . Dr  b —f(a,  r)  . Br  a. 


wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Bedingungsgleichung  3)  statt- 
findet. . 


Dieses  Resultat  wird  anschaulich , wenn  man  sich  y = f(x,  r ) 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 


Fgi.  75. 


die  über  der  Strecke  b — a — AB, 
Fig.  75,  der  Abscissenachse  ste- 
hende Fläche  ABDC  denkt.  Aen- 
dert  sich  nämlich  r in  f(x,r ) al- 
lein, so  erhält  man  eine  ähnliche 
Curve  von  anderem  Parameter, 
und  die  Fläche  AB  D 0 nimmt 
um  den  Streifen  CBFE  zu,  wel- 
cher durch 
» 

j [Brf(x,  r) . dr]dx 


ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige  Aenderung  von  b wächst  die 
Fläche  um  BB,  Di  B = f(b,r)  . Brb  . dr,  und  durch  Aenderung  des 
a vermindert  sie  sich  um  AA\C\C  — f(a,r)  . Bra  . dr.  Die 
gleichzeitige  Aenderung  von  r,  b und  a verwandelt  die  ursprüng- 
liche Fläche  in  A1B1F1E1,  und  mit  Weglassung  der  Vierecke 
BB^FyF,  CClElE,  welche  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ord- 
nung sind,  hat  man 


AiBxFxEi  — ABB  C = CBFE  +•  BBXBXB  — AA,  Cx  C; 
aus  diesem  Differential  der  Fläche  ABBC  ergiebt  sich  derselbe 
Differentialquotient  wie  oben. 

Will  man  das  Integral  mehrmals  nach  einander  in  Beziehung 
auf  r differenziren,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  beiden  letzten  Glieder 
rechter  Hand  in  Nro.  5)  durch  die  Differenz 

Br{bf(b,r)  — af(a,r)\  — \bBrf(b,r)  — aBrf(a,r)\ 
zu  ersetzen;  die  wiederholte  Differentiation  giebt  dann  immer  Aus- 
drücke von  derselben  Form,  nämlich: 
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* t 

6)  1?  J f(x,r)dx 

a 

b 

= f [Dy(x,r)]dr  + l?\bf(b,r)-af(a,r)\ 

a 

-j &J5;/(&,»-)-«DrV(a,r)J. 

Zum  Ueberfluss  könnte  man  diese  Formel  noch  mittelst  des  Schlus- 
ses von  n auf  n -(-  1 verificiren. 

Sehr  häufig  benutzt  man  die  Differentiation  in  Beziehung  auf 
einen  Parameter  r um  aus  einem  bekannten  Integrale  mehrere  an- 
dere Integrale  herzuleiten.  Setzt  man  z.  B.  in  der  Gleichung 


/ 


da 


31 


a2cos2a  + ß2sin2a  2 a ß 
a*  = r und  differenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 


j 


da 


rcosi  'a  -f-  ß1sin2a 


7C  1 

2ß  Yr 


w-mal  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 
hält man 

( — 1)"  1 . 2 . 3 . . . « COS"  co  da 


n 


— — (—  iv 

0/3  t > 


(r  cos2  a ß1  sin2  cu)B  + 1 


1 . 3 . 5 . . . (2  n — 1)  1 


lßK  2»  r"  Yr 

und  nach  Restitution  des  Werthes  von  r 
1 _ 

cos2nada  1.3. 5. ..(2m — 1)  ic 

(2w)  2a2n  + lß 


7)/< 


(a2cos2a  -f-  ß2 sin1  «)"  + * 2.4.6.. 


Diese  Gleichung  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß 2 
differenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat  geben  würde. 

In  manchen  Fällen  dient  dasselbe  Verfahren  in  umgekehrter 
Weise  zur  Werthbestimmung  von  Integralen.  Ist  nämlich  W der 

dW 

unbekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass  — — 
ein  einfacheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  F bekannt  ist;  man 
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findet  dann  W = J'vdr.  Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  An- 

nahme 

OO 

['p—x  p—rx 

8)  W = - dx  r,>0. 


Da  hior  die  obere  Integrationsgrenze  unendlich  ist,  so  müssen  wir 
untersuchen,  wie  in  der  Gleichung 

e 

p—  rx Q—(r+*Jr)x 


A TV  frc~rl 

Ar  ~ J 


dx 


<o  . 

= j | c~rx  — \xe-(r  + eJr>r Ar 
o 

= i. L Jr  I xer<r+sJr >* 

r 2 J 


dx 


dx 


der  letzte  Ausdruck  sich  bei  verschwindenden  Ar  gestaltet.  Giebt 
man  dem  £ seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  ist  leicht  zu 
sehen,  dass  der  Werth  des  noch  übrigen  Integrales  weniger  be- 
trägt als 


f 


xe~rxdx  = — , 
r*  ' 


dagegen  mehr  als 


CO 

/• 


e-(r  + Jr)xfix 


(r  4-  Ar)*  ’ 


hieraus  folgt 


Lim 


im  | Ar  J xe~(r  + 6jr)xdx | = 0, 

o 

d W _ £ 
dr  r 


Durch  Integration  erhält  man 

W = Ir  -(-  Const., 

und  hier  bestimmt  sich  die  Integrationsconstante  aus  der  Bemerkung, 
dass  (nach  Nro.  8)  W = 0 werden  muss  für  r = 1;  es  ist  daher 
Const.  = 0,  W — Ir  d.  h. 


u 
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/[(r  — i)x  — 1]  e~x  e~rx 
x3 


427 


dx=r(lr — 1)  + 1,  r>0. 


§.  93. 

Verwandlung  von  bestimmten  Integralen  in  Beihen. 

Wie  hei  unbestimmten,  so  benutzt  man  auch  bei  bestimmten 
Integralen  unendliche  Reihen  zur  Berechnung  der  Integralwerthe ; 
dabei  hat  man  wiederum  zu  berücksichtigen,  dass  die  Formel 

X * » ' » b . 

J («o  -f-  Wj  -f-  Wj  -f-  •••)£?  x = U\dx  -f-  J* tt^dx  -f-  j dx  -)-■••• 

a a # a a 

nicht  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Reihe  ins 
Unendliche  fortgeht;  man  muss  daher  die  Reihe  erst  als  endliche 
nehmen,  ihren  Rest  hinzufügen  und  schliesslich  untersuchen,  ob  das 
Restintegral  sicji  der  Grenze  Null  nähert,  wepn  die  Anzahl  der  Rei- 
henglieder unendlich  wächst  (vergl.  §.  67,  II.).  Einige  Beispiele  mö- 
gen dies  zeigen. 

a.  Das  zu  berechnende  Integral  sei 


U 


f'x,u-1dx 
-J  1 + x ' 


Wollte  man  geradezu 

1 


= 1 — X -f-  X2  — X3  -f-  ( — l)B_lXn_1  4- 


(—  1)"  X" 


1-|-X  IV/  1 37 

setzen,  so  würde  ein  unbrauchbares  Resultat  von  der  Form  U=- f-  oo 
— cd  -(-  oo  — cd  -f-  etc.  zum  Vorschein  kommen;  man  muss  daher 
erst  eine  Umwandlung  des  Integrales  vornehmen.  Nun  ist 

1 00 

„ f'xfl~1dx  , /V*— 1 dx 

U~J  1 + X 1 + x J 

0 1 

im  ersten  Integrale  schreiben  wir  y für  x,  wodurch  sich  dasselbe 
nicht  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 
_1_ J_  dx dy 

x —y,  x — y<  * — y2, 
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und  erhalten  statt  jenes  Integrales 


_ r lly  _ . f y~  “ (ly  - 

J y“(y  + 1)  + J 1 4-  y' 


*Gf  + i)  ' J i + y1 

i 0 

mit  dem  vorigen  Integrale  zusammen  giebt  dies 


er—  f yft~l  + 

J 1 4-  ?/ 


+ y 

Hier  lässt  sich  die  Reihenentwickelung 


dy. 


= i - y + j>»  - y*  4-  - + (-i)-V-‘  + Vt7 

benutzen  und  die  entstehenden  Einzelintegralc  haben  endliche  Werthe 
sobald  die  Grössen 

ft,  ft  -f  1,  ft  + 2, (t  -f-  « — 1, 

— ft+1,  — ft  + 2,  — ft-f  3,- — f*  + «. 

positiv  sind,  d.  h.  ft  zwischen  0 und  1 liegt.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ergiebt  sich 


u = i---i_  + _L_ 

ft  l -f  ft  2 -f-  ft 

l l.l 


1 — ft  2 — ft  ' 3 — ft 

+ (- 


+ (~  l)-1 

+ 7-^—- 

V 

+ jr<“ 


n — 1 -)-  ft 
1 


n — ft 


+ y 


y”dy 


oder  auch  durch  Zusammenziehung  von  je  zwei  Brüchen 


übi  + -*£ 

ft  P — ft2  22  — ft2  n 


+ (-  1)* 


2 ft 


(»-l),r-ft* 


1 . C iJiU  4-  ft 

Man  bemerkt  leicht,  dass  yP  4-  Jf1— <“  immer  zwischen  0 und  2 ent- 
halten ist  und  dass  folglich  der  Werth  des  letzten  Integrales  mehr 
als  Null  beträgt,  aber  weniger  als 

i i 

2ffridy<2fyn~'dy 

2 

mithin  weniger  als  — (vergl.  §.  90  Formel  2).  Lässt  man  daher 
in  der  Gleichung 
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+ (-  1)"- 


2 ft 


= 1 + _ __2ft_ 

f*  1*  ~ f*2  2 * - ft*  ^ ’ v ' 

die  Zahl  k unendlich  wachsen,  so  erhält  man  für  TJ  die  Entwickelung 


U = — -| ^ r _____ 

ft  1 2 — ft*  22  — ft2  ' 3*  — fta 


_j_  2 ft 


Die  vorliegende  Reihe  ist  smnmirbar  nach  Formel  6)  in  §.  50;  zu- 
folge der  ursprünglichen  Bedeutung  von  U und  des  nachher  gefun- 
denen Werthes  hat  man 

C Xtu~ldx  n 

1)  / — ; = , 0<ft<l, 

J 1 + a:  sm[i3t  r ^ ' 

oder  auch  für  x =±  f * = tan 5 0 und  2 ft  — 1 = A 

-71 

2)  f-rF^=J,mX°i0=2£rni’  -kx  + i- 

b.  Versteht  man  unter  p eine  ganze  positive  Zahl  >0  und 


setzt 


so  hat  man  identisch 


. f z?dz 

~~J  e‘  — 1 ’ 


dz 


V — J *p  |«-*  + er2‘  -f  • • • + e~*‘  + i— 

0 e 

1 ■ 2 ' ' ' p [lP  + 1 ■*"  2?+T  + 3 ~1  ^ ^ ^pTi] 

+ J er^_  2 eP~1  e~n'  dt- 

0 

Sehr  einfache  Betrachtungen  zeigen , dass  der  Quotient  z : (e*  — 1) 
immer  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
daher  einen  positiven  Werth,  der  weniger  beträgt  als 


oo 

/ zf~1er~n‘  dz  = i — — - 

J nP 


(P—  1) 
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Versteht  man  unter  Q einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
Bruch,  so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1 . 2 . 3 . . . (p—  1) 


V-  Q 

= 1-ä---?[jTTr  + 


nP 


2 p+1 


+ 


ae  + 


r + 


+ 


_U 

MP+'J 


schreiben  und  hieraus  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n und  constant 
bleibenden  p 

V = 1 . 2 • • • p [~L_  4.  -i_  4-  4 ] 

oder  nach  einer  schon  früher  (§.  50)  gebrauchten  Bezeichnung 

oo 

/zp  dz 

= 1 . 2 . 3 . . . pSp  + i,  p>0. 
o 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  p = 2 q — 1 lässt  sich  S-iq  durch 
die  Bernoulli’scheZahljB2?_i  ausdriicken  (§,  50,  Nro.  28);  es  wird 
dann 


4) 


P z?i~ldz  _ 

J V — "Ü  — 


2 3 


oder  auch  wenn  man  statt  z eine  neue  Variabele  r mittelst  der  Sub- 
stitution z = 2 n r einführt, 


5) 


Px'i-'dt 

J eiJiT  _ i — 


4 q 


c.  Als  letztes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

w = i.. 

J e*  — 1 

0 

Zunächst  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 

4-  c~2'  4 4-  o~n‘  4-  sinßzdz 

0 5 
ß 


+ 


4- 


j3»  4-  ls  ß1  + 2* 

* 

, a T " sinßz 

. + fj  ?--i  i 


+ 


ß 

ß 3 4-  »3 


r dz: 
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e*  — 1 ße 

liegt  immer  zwischen  1 und  — 1,  daher  ist  das  letzte  Integral 
zwischen 

y°? 

e~"z  de  — -) und  — / e~ "*  de  — — — 

n J n 

® o 

enthalten,  und  folglich  kann  man  statt  der  vorigen  Gleichung  schreiben 


W — ^ — 


ß 


+ 


+ 


ß 


ß*  -f  w2’ 


ßl  -f  12  ^ 2* 

!<(*<  + 1* 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n wird  hier- 
aus 


W — 


ß 


+ 


ß | ß | 

• n*  i oq  ' 


ß 2 -f  12  “ ß2  _J_  2'2  ^ ß*  -f  33 
d.  i.  nach  Formel  6)  in  §.  59 

6)  fsinße_  , i eß"  + e~ß"  _ ]_ 

Je*—  1 * r eßn  _ e-ßn  ß 


Setzt  man  noch 

e = 2nt,  ß=^,- 
so  wird  die  Gleichung  6)  zur  folgenden 

7)  f sinar  dv  - i . i j _i LI. 

> J _ i d T~i  + »fga  _ i «j 

0 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

oo' 

fl  — cosat  de  , . , ( ) 

8)  J clni  — i T “ * “ + 2 i^1  ~ c “) — ?ctj  • 

0 

welche  Formel  sich  leicht  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a 
verificiren  lässt. 
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§-94. 

Reihensummirungon  durch  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtes  Integral  als  ein  geschlossener  Ausdruck  gel- 
ten kann,  dessen  Werth  sich  nach  §.  82  mit  jedem  gewünschten 
Grado  "der  Genauigkeit  berechnen  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  von 
Vortheil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale  zu 
verwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letzteren 
auszudrücken.  Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

I.  Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 


4>(x)  =/(*)  + 


Tlf{x)  + tHt /,(x)  + 

(6  — x)n~l 


1 . 2 ...(»—  1) 


so  ergieht  sich 


dip(x) 

dx  1 


(b  — x)”  1 


2 . . . (n  — 1) 
mithin  umgekehrt  durch  Integration 
(b  — x)n~ 1 


ß*>(x) 


=/rr 


ßn)(x)dx  -j-  Gonst. 


2 ...(»—  l)y 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  Betzen  wir  erst  x — b,  dann  x = a 
und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von  ip(x).  Ist  nun  ßn\x) 
endlich  und  stetig  von  x = a bis  x — b,  so  ist  es  auch  das  Pro- 
duct (fe  — x)n~lß*)(x),  und  die  Differenz  #(&)  — 4>(p)  besitzt  dann 
denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 
6 

(b  — £)*~1 


/ 


1 2 


ßn)(x)dx-, 


■ (»  — 1)  ‘ 
u 

vermöge  der  Bedeutung  von  ip(x)  erhalten  wir 

m - m - na)  - - 

1 . 2 . . . (n-l)J  w J 1.2...(n-lY  WdX 

a 

oder 
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=m-  /i.2.~!)(»-'i)/'>Wfc 

Setzen  wir  2)  — a = 7i  und  schreiben  w für  so  haben  wir 

2)  /(«)  + y /(«)  + ^ /'(«)  + + 


rt-f  * 


— /(«  + Ä)  —j  1}  /(B)  (U)du, 

a 

und  dies  ist  nichts  Anderes  als  eine  Summenfonnol  für  die  »^ersten 
Glieder  der  Taylor ’schen  Reihe.  Gewöhnlich  schreibt  man  statt 
der  Gleichung  2) 

3)  f(x  + li)  =/(*)  4 A /(.r)  4.  AiL/'c*)  + 

1 . 2 . . . (ji  — 1)  + Itn' 

wo  Itn  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet,  niimlich 

4) 

X 

Durch  Substitution  von  = « 4 ®>  des  — de;  erhält  letzterer  die 
Form 

h 


5) 


^=/i  A.  Al  n 


und  daraus  wird  für  v — hw 

r*  i 

6)  = j — g ;w'“Xj  J Ü — M')B_  l/tn)  («  + /<  w)  d w. 

' ' U 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  « = 0 und  schreibt  a;  für  Ä, 
so  erhält  man 

7)  /(*)  =/(o)  + -AM  * + y^  4 

/Xa-DfOl 

+ r-/--;,  ^ + ft, 


1 . 2 ...(»—  1) 
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wobei  der  Rest  Iin  unter  folgenden  Formen  dargestollt  werden  kann 


8) 


9) 


1 

Rn  ~ i — 3 — f (x  ~ «0" ~ 1/<’,)  (x «0  d w- 


Die  in  §.  18  unter  Nro.  lö)  und  19)  angegebenen  Formeln  des  Re- 
stes der  Taylor'schen  Reihe  können  aus  den  obigen  Gleichungen 
leicht  hergeleitet  werden,  wenn  man  von  den  Formeln  des  Abschnittes 
I.  in  §.  90  Gebrauch  macht. 

II.  In  §.  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Flüche 

b 

= ff(x)  < 


U 


) dx 


mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  lasst,  und  zwar  ist  nach  den 
Formeln  9)  und  10) 


J f(x)  dx 


— Ä ß/(a)  +/(a  + h)  +-2  /»)-(-  +/(<*  4"  n — 1 h)  4~ \f(<*  -f-  w/t)] 
~hh‘2  [/(&)  -/(«)]  + ± Q(b-a)h*M, 

worin 

b — a 


h — 


n 


und  M den  absolut  grösseren  Werth  bezeichnet,  welchen  f,r{x)  in- 
nerhalb des  Intervalles  x — a bis  x = b erreicht.  Setzt  man  zur 
Vereinfachung  a — h = 1 , mithin  b = n -f-  1 und  addirt  beider- 
seits |/(»  + 1),  so  hat  man 

m + /(2)  + /(3)  4- ....+/(«  + 1) 

« + 1 

= f mdx  + ![/•(«  + 1)  -/(i)] 

+ lU/(«+  1)  -/(!)]■ —355  9»^ 
oder  für  n 1 = p und  durch  Trennung 

/( 1)  + /(2)  + /(3)  4-  ...  4-  /(p) 


(X— p) 

= J f{x)dx  -/ 


f(x)dx  4-  \f(j> ) - |/(1) 

nl) 

+ hm  - rl/(i)  - sk  (>  Op  — 1)  M. 
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Der  zweite,  vierte  und  sechste  Summand  sind  von  p unabhängig 
und  lassen  sich  zu  einer  Constanten  C zusaramenzielien,  mithin  ist 

io)  /( i)  + m + /(3)  + • • • + ap) 

= c + f /(*)<**  + i/Cp)  + hf(p)  ~ äk9(P-  i)ä 

Dabei  müssen  fix),  f(x) , f"(x)  und  f,v(x)  endlich  und  stetig 

bleiben  von  x = 1 bis  x = p;  unter  M ist  der  absolut  grösste 
Werth  zu  "verstehen , den  flr(x)  innerhalb  des  genannten  Intervalles 
erreicht. 

Wie  die  Formel  10)  zur  Summirung  endlicher  Reihen  benutzt 
werden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen. 

a.  Mit  der  Annahme  f(x)  = — genügt  man  den  angegebenen 

X 

Bedingungen,  und  zwar  für  jedes  ferner  ist 

fV(x)  = - 1 • 2 .3  • 4,  31=  1.2. 3. 4, 

Jj 

mithin 


H) 


\ + \ + \ + \ + 


= C + 


lp  + J3~ 


i 

12  p* 


9<J>  — 1) 

16p5 


Um  die  Constante  C,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  haben  muss, 
zu  bestimmen,  schaffen  wir  Ip  auf  die  linke  Seite  und  gehen  zur 
Grenze  für  unendlich  wachsende  p über ; es  wird  dann 


12)  " Lim  l + l + j + 


+ 7 -l*\  = G 

Diese  Gleichung  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 
x — Z(1  -\-x)  = \x3  — \x3  -f-  \x*  — 


+ 


(-  1)"- 


xn 


+ 


(-  iye 


xn 


n — 1 n 

benutzt,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §.  46  durch  die  Substitu- 
tionen 


* = w’  (T+W  = £ 

hervorgeht,  und  worin  bei  positiven  x der  Werth  von  * zwischen  0 
und  1 enthalten  ist.  Setzt  man  nämlich  der  Reihe  nach  x = 1,  g , 

1 • • • — , so  erhält  man 

8 p 

28* 
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1 

1 

r 2 1 s 

+ 

• •' 

' + 7‘ 

- Hp+1) 

& + ■■• 

+ 

?) 

■-l(f 

+ §3  + : • • + p)  + 

* • • + 

(-  l)""1 

n — 1 

G 

1 

n — J 

L "G  2n~l 

...  + 

(-  i)n  / 

n \ 

£l 

1” 

+ 

— + • • • 
2”  1 

- + ?)■  ■ 

wobei  £] , f2 , • ■ • f„  verschiedene  positive  echte  Brüche  bezeichnen. 
Zufolge  dieses  Umstandes  liegt  die  letzte  Summe  zwischen  Null  und 

I + I + . . . 4.  1, 

1*  T 2"  T — pn 

sie  bildet  also  einen  Bruchtlicil  dieses  Ausdruckes.  Zerlegt  man 
7 (p  -j-  1)  in  7p  + 7 ^1  -)-  — ^ und  geht  zur  Grenze  für  unendlich 
wachsende  p über,  bo  wird 

G = - |S3  + • • • + (7^V  &-i  •+  1 

und  für  unendliche  n 

13)  C = » S2  — | S3  + | S4 ; 

dabei  haben  S, , Sj,  St,  etc.  die  nämliche  Bedeutung  wie  in  §.  50 
Formel  8).  Die  in  Nro.  13)  vorkommende  Reihe  wird  rascher  con- 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

0 = 1 - 12  - l + J - 4 

vereinigt,  nämlich 

14)  C=  1 - 72  + |(Sa  — 1)  - |(ft-  1)  + 

und  hieraus  findet  man 

C = 0,5772156649  • • . 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beispielweis  p = 1000,  so  wird 
der  Rest 

Q(P—  1)  ^ 1 1 

16p5  ^ 16  . 10004  ^ 1013’ 

mithin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  1 -f-  £ + • • • + 1555  auf 
wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086  • * •' 

b.  Die  Annahme  f{pc)  = Ix  genügt  gleichfaUs  den  aufgestell- 
ten Bedingungen,  falls  x > 1 ist ; sie  giebt 
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15)  71  -f  72  + 1p  = 1(1 .2.3  ...p) 

= C+.p(lp-l)  + i?i>  + J-  + ■p(j?4^-1). 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  erinnern  wir  an  die  identische 
Gleichung 

1 . 2 . 3 . 4 . . . (2  g)  1.2.3...  (2g) 


1.3.5...  (2  g — 1) : 


2 . 4 . 6 . 8 ...  (2  g)  2?  1.2.3...  q' 


woraus  folgt 


2 . 4 . 6 ...  (2  g) 


22?(1 .2.3  ...fl)1 


1 . 3 . 5 ....  (2g-  1)  1.2.3...  (2 q) 

Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
der  Ausdruck  2g72  -f-  27(1.2. ,g)  — 7(1.  2.  .2g)  entsteht,  und 
transformiren  die  Logarithmen  der  Producte  1 .2  ...  q und  1 . 2 ...  2g 
nach  Formel  15),  wobei  zur  Abkürzung 

J_  + ~ *>  _ u 

12g;  ^ 64g)4  p 

sein  möge;  wir  erhalten  so 

Z(l.3.5.6.(2f-1))  = C~V2+  \lZ  + 2 - °*« 

oder  nach  Multiplication  mit  2 und  Subtraction  von  7 (2  g -j-  1) 

Die  linke  Seite  kann  unter  der  Form 


/2  2 4 4 6 6 

2g 

\1  3 3 5 5 7 ' 

2g  — 1 

2g 

2g  + 1 


) 


dargestellt  werden  und  convergirt  hei  unendlich  wachsenden  g gegen 
die  Grenze  7(|w)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nähern  sich  TJq  und 

Uiq  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 
l(\n)  = 2 C - 272  oder  C = \l(2n). 

Nach  Nro.  15  ist  nun 


16)  7(1. 2. 3.  ..p)  — \1(2n)  -f  (p  + |)7g>  — p 

. 1 . 9(P  — 1) 

^ 12 p 64g;4  ’ 

welche  Formel  bei  grossen  p eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 

Benutzt  man  wieder  Up  zur  Abkürzung,  so  hat  man  nach 
Nro.  16) 
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17)  1 . 2 .3 . . . p = VTpn  (jJ  el>. 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefficient  (ft)*  eines  gan- 
zen Exponenten  ft  unter  der  Form 


1.2.3 ft 

1 . 2 ...  (p  — k) . \ . 2 ...  k 

dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  17)  das  Resultat 


1 


(#*)*  = 


iM  + 'A 


*>“"*  + ‘A*i+V* 


Welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  Werth  ist. 
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Die  mehrfachen  bestimmten  Integrale. 


§•  95. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  zur  Cubatur 
begrenzter  Bäume. 


Wenn  eine  Function  zweier  Variabejen  x und  y zuerst  in  Be- 
ziehung auf  y bei  constant  bleibenden  x integrirt  und  das  Ergebniss 
dieser  Integration  einer  neuen  auf  x bezüglichen  Integration  unter- 
worfen wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  durch 


y)dy 


bezeichnet  und  wobei  die  Anordnung  beider  Integrationen  von  der 
Rechten  zur  Linken  gelesen  wird.  So  ist  z.  B. 


rdy  r y*y  ..=  rdx 

J Vw  + yy  J 


1 


-f  c 


— — I(z-t-VV  + y2)  + Cx  + Ci 


und  darin  bedeuten  C und  die  beiden  durch  die  Integrationen 
eingeführten  willkührlichen  Constanten.  Wie  man  sieht,  bietet  die 
Sache  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbestimmt 
bleiben,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  falls  die 
Integrationen  zwischen  bestimmten  Grenzen  vorgenommen  werden 
sollen. 

Nach  der  primitiven  summatorischen  Bedeutung  des  einfachen 
Integrales  ist 

T 

J f(x,y)dy 

VO 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

/(*.  jfo)  £i  + fix.  y0  + f,)  s3  + f(x,  i/„  4 £i  4 f,>)  f,  -f  • • • • 

• • • 4~  f(x>  y ii  4"  fi  4~  ®*  H-  • • • 4~  fn-i)  f n 

unendlich  nähert , wenn  die  Anzahl  der  Grössen  f , , f j , • ■ • f„  in’s 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegen 
die  Nuli  convergirt  und  ihre  Summe  = Y — y0  bleibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwertho  des  unbe- 
stimmten Integrales 

J f(x,y)dy  = F(x,y)  -f  Com. 

angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x,y ) 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Diese 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

f(x>  ?/o) f i + f(x>  yo  + £i)f5  + ffay»  4 £i  4“  £i)£3  4*  • • * 

• • • 4~  fix i y<>  4~  £i  4“  £2  4”  ■ • • 4" £«— i)  f« 

= F(x,  y)  — F(x,y„)  — d 

setzen,  wobei  nach  §.  04  S.  301  die  mit  d bezeichnete  Grösse  zwi- 
schen — y ( Y — y„)  und  4-  u ( Y — y„)  liegt,  wenn  y eine  beliebig 
kleine  willkürlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  mir  dem  x der 
Reibe  nach  die  Werthe  x0,  x0  4 ö,,  x0  4“  <^i  4 • • • #o  4 <^i 

4-  d}  4"  • - ’ 4"  x und  multipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 

gen mit  ö,,  Öj,  . . . Öm,  so  erhalten  wir  durch  Addition 

3/o)  ö|  f i f(x „,  ya  4-  £i)  £ 2 4-  f(x oi  yo  4-  £i  4"  £i)  £a  4*  • • ■ 

4"  /(*<>  4-  ?/») 4 f i 4~  y(-ru  4-  4-  £i)^£2  4-  • • • *. 


4"  f(*o  4 äi  4 d,>  4 • 4 j>  Vo) ^*»£i  4~ 

= [F(x0,  Y)-J’(x0,y0)]Äi4-[^4-Äi,  !)-*•(*  4 *!.*>)]**  4 — 

— (di  -f-  d2  d.2  -f-  • * • 4“  dmdm), 

worin  jede  der  Grössen  d,,  ds,  . . . dm  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  öj,  ö2 , ...  dm  so,  dass  ihre  Summe 
— X — x0  ist , so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsumme  von 
der  Form 

ZZfi*,  y)4xz/y, 

worin  sich  die  zwei  Summenzeichen  auf  die  für  x und  y geltenden 
Werthepaare 
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ä'0.2/o  + £l>  *0i3/0+£1  + £2)"' 

So  + ^iiS/oi  + öi,2/o  + £ij  +^,#9  4*  £i +**>•.• 

*6  4"  + ^2i  ya ; ■r(i  + 4"  &t>  yo + £i ; a\>  “I“  4“  Vo  -4  £i  4:  £a >•  • • • 


beziehen  und  der  Reihe  nach 

^ dx  d|,  6-2,  4^,  ....  d,„ , 

jd y - — Elf  Ei,  £3,  • • • . En , 

zu  nehmen  ist.  Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  sich 


-i 

=/' 


= / t-Ffo  y)  — ^(^2/0)]^*  — 9 


setzen,  wo  p gegen  die  Null  convergirt,  wenn  m unendlich  wächst, 
jedoch  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dass  F (x,  y)  endlich  und 
stetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  x — x0  -bis  x = X und  y = y0 
bis  y = Y.  Was  endlich  die  Summe  <J,  d[  -)-  ö2d2  -)-  etc.  anbe- 
langt, so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
schen — A (X  — ar0)  und  -j-  A(X — :r0)  gefasst  werden  kann,  wo  A 
eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m und  n ergiebt  sich  nach  diesen 
Bemerkungen 

x 

Lim  X Zf(x,  y)dxdy  = J [F(x,  T)  — F(x,  «/„)]  d x. 

zo 

Um  diesen  Satz  in  Worten  ansdrücken  zu  können,  setzen  wir 

x Y 

LhnZLj(x,y)dxdy  = J J f(x,y)dxdy, 

Vo 

d h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 
der . Doppelsumme  vou  f(£,y)dxdy,  wenn  x und  y alle  mit  den 
Integrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  dx  und 
dy  gegen  die  Null  cörorhrgiren;  die  Gleichung 
x T *'*■'*'  x 

f J'f(x,y)dx,  dy  — J[F(x,  Y)  — F{x,  y0)]  dx 


x r 

■=  JdxJ f(x,  y)  dy 


zeigt  dnnn,  dass  jeher  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 
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gende  Integrationen  gefunden  werden  kann,  falls  die  Integrations- 
grenzen endliche  Grössen  sind  und  dio  Functionen 


innerhalb  jener  Grenzen  endlich  und  stetig  bleiben. 

Aus  der  summatorischen  Bedeutung  des  Doppel  integrales  geht 
noch  hervor,  dass  es,  wenn  auch  umständlich,  doch  jederzeit  möglich 
wäre,  den  Werth  eines  Doppolintegrales  direct  mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit zu  berechnen. 

Den  vorigen  analytischen  Betrachtungen  lässt  Bich  auf  folgende 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  zur  Lösung  eines 
stereometrischen  Problemes  führt.  In  Fig.  7G  mögen  OL  — x; 

Fig.  70. 


LN  = y,  NP  = z die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
P bedeuten  und  es  sei 

*=/(*.») 

die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  ferner 
denken  wir  uns  in  der  xy-Ebene  parallel  zur  y-Achse  zwei  Gerade 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  nämlich 
OLo  = %o  und  0 Li  = X sein  mögen;  in  derselben  Ebene  stellen 
wir  uns  endlich  zwei  Curven  vor,  welche  durch  die  Gleichungen 

LN0  = y0  = (p  (x) , LNi  — Y = t(x) 

bestimmt  sein  sollen.  Jene  Geraden  und  diese  Curven  schneiden 
sich  im  Allgemeinen  und  bilden  ein  ebenes  theils  gerad,  theils  krumm- 
linig begrenztes  Viereck ; letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  eines 
geraden  Cylinders , welcher  oberhalb  durch  die  vorhin  erwähnte 
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Fläche  begrenzt  wird,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  V 
dieses  Cylinders  zu  berechnen. 

Aendern  wir  x um  dx,  gleichzeitig  y um  dy,  construiren  wir 
ferner  das  Rechteck  aus  dx,  dy  und  lassen  von  allen  Punkten  seiner 
Peripherie  Gerade  |j  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
ein  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z und  der  unendlich  klei- 
nen Basis  dxdy,  sein  Volumen  ist  zdxdy  = f(x, y)dxdy.  Das 
gesuchte  Volumen  V bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  Elementarparallelepipede,  und  daher  ist 


V—  J f z dz  dy  = J'  J f(x,  y)  dxdy. 


wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den  Um- 
stand rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Richtun- 
gen der  y und  x zusammengezählt  werden.  Vereinigt  man  erst  die- 
jenigen Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x aber  zu 
den  verschiedenen  von  y„  bis  Y gehenden  y gehören,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 


M JE 

f f(x,y)dx  dy  —dx J' f(x,y)dy 


das  Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  "Höhe  dx  besitzt 
und  in  der  Entfernung  x parallel  zur  Ebene  yz  steht,  mithin  den 
Querschnitt  N0N\  Qi  Q0  zur  Basis  hat.  Durch  Vereinigung  aller  die- 
ser von  x — xB  bis  x = X reichenden  Schichten  erhalten  wir  das 
ganze  Volumen 

.v  Y 

1)  V = J' dx  f f{x,  y)dy. 

Vo 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

x 


=f 


Udx, 


worin’  U den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  NqN1Q1Q0  bedeutet, 
welcher  im  Abstande  x parallel  zur  «/«-Ebene  gelegt  ist.  Nach  der 
bekannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN  = y 
als  Abscisse  und  NP  — z als  Ordinate  ansehend, 

r 


U 


= j xdy. 
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mithin  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 
X T ' X y 

V=J  sdy^dx  — J'dxJ' ttdy. 

Xd  \/d  Xq  yo 


Diese  Formel  stimmt  mit  Nro.  1)  überein,  sobald  f(x,y ) für  e ge- 
setzt wird. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  diene  folgender  Fall.  Die 
oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein  elliptisches  Paraboloid,  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

e =±  ax*  + ßiß; 


die  Basis  des  Volumens  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  77)  mit 
Fig.  77.  den  Katheten  OA  — a, 

OB  — b.  Die  Summation 
aller  Volumelemente,  d.  h. 
die  doppelto  Integration  be- 
zieht sich  dann  auf  alle 
positiven  x und  y,  welche 
der  Bedingung  , 


+ 


y_ 

b 


<1 


genügen,  mithin  sind  die 
Integrationsgrenzen 


Dies  giebt 


V 


x0  — 0,  X — OA  = a, 

2/0  = 0,  r = iiV,  = b (l 


a •(»-?) 

= J'dx J («z2  + ßy-)dy 


= /ä» f «*■  - 6 (•  - J) .+  -ls*(l- f)*J 
0 

= £aK«aJ  + m 

Denkt  man  sich  denjenigen  Punkt  D der  Fläche  aufgesucht,  dessen 
Coordinaten  OA  = a,  OB  = AC  — b,  CB  = c sind,  so  ist 
C = aa3  -f-  ßb2,  mithin  V gleich  dem  zwölften  Theile  des  Paral- 
lelepipedes  aus  den  Kanten  a,  b,  c. 
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Für  eiu  zweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Paraboloid 
als  obere  Begrenzungsfläche  bei,  nehmen  aber  als  Basis  die  ganze 
aus  den  Halbachsen  a und  b construirte  Ellipse.  Die  Integrationen 
beziehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven  und  negativen  x und  y,  welche 
der  Bedingung 


0 < 


(ir+d)1 


< 1 


genügen;  daher  ist 


+ ° 


+ 61 


= f dx  j (ax'i-\-  ßyr)dy. 


Die  Ausführung  beider  Integrationen  giebt 

V — j3rab(aas  -f  ß 6*)  — \itabc, 
worin  wieder  ein  einfacher  stereometrischer  Satz  liegt. 


§.  96. 

Die  Umkehrung  der  Integrationenfolge. 


Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
in  der  Definition 


Iß 


f(x,y)üxdy  = Lim  £ E f(x,y)  4 x d y 


ausgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
pelreihen) zu  der  Frage  veranlasst,  ob  der  Werth  des  Doppelintegra- 
les ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteten 
Integrationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  ausführt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo  die  Integrationen  unbe- 
stimmte sind,  und  nennen  V den  Werth  des  Doppelintegrales,  so  ist 
0 V C 02  V 

= //<», »)*»,  ärfü  =/(«>• 

Andererseits  gilt'  nach  §.15  die  Gleichung 
8S  V _ 82F 
dxdy  dydx 

vorausgesetzt,  dass  die  Yariabelen  x,  y keine  solchen  Werthe  erhal- 
ten, wodurch  eine  der  Functionen 
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8»  7 87 

dxdy'  dx  ’ 

discontinuirlich  werden  könnte;  es  ist  daher  unter  dieser  Be- 
schränkung 


87 

dy  ’ 


82  7 
8y8x 


= /(*>*/), 


87 

8«/ 


= Jffay) 


dx , 


7 *=  J*  J f(x,  y)  dy  'dx. 

Demnach  besteht  die  Gleichung 

J Jf(x,y)dxdy  = J j'f(x,y)dydx 
so  lange,  als  die  vier  Functionen 

ffay) , j'f(x,y)dx,  J'/(x,y)dy,  J J'f(x,y)dxdy 

keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden. 

Bei  bestimmten  Doppelintegralen  ist  diese  Schlussweise  nicht 
direct  anwendbar,  und  daher  muss  man  in  diesem  Falle  auf  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen.  Meistentheils 
sind  die  vier  Integrationsgrenzen  nicht  unmittelbar  gegebon,  sondern 
man  kennt  nur  eine  Bedingung,  welcher  die  Variabelen  x und  y ge- 
nügen sollen  (vergl.  das  vorige  geometrische  Beispiel);  gleichzeitig 
ist  auch  die  Anordnung  der  Integrationen. nicht  vorgeschiieben,  es 
wird  nur  die  Doppelsumme  aller  der  Elemente  f(x,y)dxdy  verlangt) 
für  welche  jene  Bedingung  besteht.  Ist  letztere  der  Art,  dass  sich 
aus  ihr  bestimmte  Integrationsgrenzen  sowohl  bei  der  einen  als  bei  der 
anderen  Anordnung  der  Integration  ergeben,  so  kann  man  auch  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zweimal  an  wenden,  indem  man  erst 


ß 


f(x,y)dy  = F(x,  y) 


setzt  und  die  zugehörigen  Integrationsgrenzen  y0,  Y,  Xq,  X bestimmt, 
nachher  aber 


ß 


f(x,y)dx  — 0(x,y) 

setzt  und  die  neuen  Integrationsgrenzen  £0,  3,  tj0,  T aus  der  gege- 
benen Bedingung  herleitet.  Im  ersten  Falle  findet  man 

x Y 

Lim.  X Xf(x,  y)4x<dy=J  dx  J f (x,  y)  dy, 

»10  Yo 

im  zweiten 
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mithin 


der  Integrationenfolge. 

y a 

Lim  ££/(x,  y)  xix  dy  = f dy  f/(x,y)dx, 
1}0  to 


447 


• Jt  r 


Y 2 


J Jf(x'V)dxdy  ~ J ff(x,y)dydx-, 

* o Po  rj o ?o 

jedoch  gilt  dieser  Satz  Im  Allgemeinen  nur  so  lange  als  die  Func- 
tionen 

/(•*.#).  Jf(x,y)dy,  J f(x,y)dx, 

f dx ff(x'y^dy'  f d,J Jf^y)dx. 

endlich  und  stetig  bleiben. 

Diesen  Erörterungen  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ein  geome- 
trischer Sinn  unterlegen.  In  Fig.  78  mögen  OL  — x,  OM=LN=y, 

Fig,  78. 


und  NP  = e die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
im  Raume  bezeichnen,  ferner  sei  g = f(x, y)  die  Gleichung  einer 
Fläche,  endlich  denke  man  sich  in  der  a:)/-Ebene  eine  geschlossene 
Curve  oder  überhaupt  einen  Contour  Lq  Mq  L\  ilf]  gegeben;  nimmt 
man  letzteren  zur  Basis  eines  Cylinders,  welcher  von  der  vorigen 
Fläche  geschnitten  wird,  so  ist  das  Cylindervolumen 


V —J  J'gdxdy  — J J'f(x,y)dxdy, 
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wobei  x und  y an  die  Bedingung  gebunden  sind,  dass  der  Punkt  xy 
die  Cylinderbnsis  nicht  überschreiten  darf.  Aus  dieser  Bedingung 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrcnzen,  wobei 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Curvo  Zo-Mo-Bi  Mi 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  gestbuitten  wer- 
den könne.  Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y bei  vorläufig 
conslanten  x,  so  sind  (wie  in  g.  95)  LL0  — y0,  LL\  = Y die  Inte- 
grationsgrenzen  für  y\  dio  nachherigen  lntcgrationsgrenzen  für  x 
sind  die  Entfernungen,  in  welchen  die  beiden  parallel  zur  y- Achse 
an  die  Cylinderbasis  gelegten  Tangenten  die  x-Achse  schneiden.  Will 
ninn  dagegen  zuerst  nach  x integriren,  so  verlängert  man  die  Gerade 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Mq  und  J/j  mit  der  Cylinderbasis 
und  erhält  MMÜ  — MMX  = £•  dip  Grenzen  für  die  nachherige 
auf  y bezügliche ' Integration  ergeben  sich,  wenn  inan  parallel  zur 
ar-Achse  Tangenten  an  dio  Cylinderbasis  legt.  Sowohl  bei  dem  er- 
sten als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgrenzen 
ist  dio  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Punkt  N dio  Cylinderbasis  nicht 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  Summirung 
aller  Volumenelemente  edxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe  Cylinder- 
volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integrations- 
grenzen absolute  Coustanten  sind,  was- geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Cylinderbasis  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  zu  den 
Achsen  x und  y liegen.  Man  hat  in  diesem  Falle 

ab  b a 


J ff(x,y)dxdy  = J Jfjlx,y)dydx, 

Ci  ß fi  " 


wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  das  Doppelintegral 

ab  b a 

J ' J' c — **  sinxdxdy  = J' e~,T  sinx  dy  dx-, 

0 0 0 0 

es  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  erste  der  angedeuteten  Integra, 
tionen  ausgeführt  wird, 

sinx  dx  = A T c:a’(c»sa+  ysina) 

J X J 1 4-  wä  J 

0 1 J 

b b 

. . r e~a 9 j • r ye~a*  , 

= arctan  o — cosa  / - — ; dy  — sma  / -r—, - dy. 

J i + y2  J i + y3  J 
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Da  der  Bruch 


zwischen  0 und  1 liegt,  so  ist  der  Werth 


1 + f. 

des  mit  cosa  multiplicirten  Integrales  positiv  und  kleiner  als 

ft 

1 — e~ab 


e~a*  dy  — 

a 

für  das  zweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung, 
und  man  hat  daher 


a 

/ 


1 — 6 bx  2 f> — ab 

sinxdx  = arctan  b (p0cosa  ßj  sina) 


wo  p0  und  pi  nicht  näher  bestimmte  positive  echte  Brüche  bezeich- 
nen. Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  a er- 
giebt  sich  ferner,  a und  b als  positiv  vorausgesetzt. 


1) 


oo 

J- 


A—bx 


sinxdx  — arctan  b. 


Das  Integral  linker  Hand  zerfallt  in  die  beiden  Integrale 

co  co 

/sinx  , ('sinx  . , 

dx  — / e~bIaxi 

x J x 

o x o 

sinx  . . . 

und  da immer  zwischen  -f-  1 und  — 1 enthalten  ist , so  liegt 

x 

der  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 

CO  CO 

j erbxdx  und  — J e~bxdx, 


er  kann  deshalb 


= QJ 


e~bx  dx  = q — 


gesetzt  werden,  wenn  q einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch 
bedeutet.  Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 


c 

J 


sin  x 
x 


dx 


— = arctanb 
0 


folgt  für  b = 00 

2)  /'£HL£  dx  = 

J x 2 


ScblSmilch,  Analybls  I. 


29 
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Dieses  Beispiel  lehrt  gleichzeitig,  wie  man  sich  in  den  Fällen  zu  ver- 
halten hat,  wo  unendliche  Integrationsgrenzcn  Vorkommen. 

Um  auch  ein  Beispiel  für  den  allgemeinen  Fall  zu  haben,  be- 
trachten wir  das  Doppelintegral 


F = J J'  V 4 c2 — x2 — y 2 


dxdy, 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  dor  Bedingung 

(x  — c)3  -f"  y2  < c2  * 

genügenden  x und  y beziehen  mögen.  Geometrisch  bedeutet  hier  V 


Fig.  79. 


das  Volumen  eines  Cy- 
lindcrs,  welcher  den  über 
OA  = 2 c construirten 
Halbkreis  zur  Basis  hat, 
und  von  einer  mit  dem 
Radius  OA  beschriebe- 
nen Kugel  geschnitten 
wird  (Fig.  7 9).  Integrirt 
man  zuerst  in  Beziehung 
auf  y,  so  sind  0 und 
LqYzcx  — x2  die  zu- 
gehörigen Integrations- 
grenzen; nachher  ist  x 
von  0 bis  2 C auszudeh- 
nen, also 


V 2ex — A 


’dy 


V = f dx J \^4  c2  — x 2 — y 2 
o o 

= j / dx  j(2  c — x)  Y 2 cx  -f-  (4  c2  — x2)  arcsin ^ x - j 


= (lÄ_|)(2c)2. 

Bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  gelten  für  x die  Gren- 
zen MS0  = c — V c2  — y2  und  JfS,  =c  -f-  V c2  — y-,  für  y die 
Grenzen  0 und  c,  mithin  ist  auch 

Y—JdyJ\^4c2 — x2 — y2  dx.  • 

Ak  Werth  des  ersten  Integrales  findet  man 
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;V2cj(c+Vc*— y2)|/  c— V>— if— (c— Vc3-y*)\f  c f V>— y* 


+ 1(4  c2  — y-)  iarcsin 


. c + Vc'2-?/2 


. C — ^C2 — 1 


( V 4c2 — ?/2  V 4c2  — y 2 ) 

derselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zusammenziehen.  Das  Quadrat 
vom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  nämlich  2y3(c  — y),  mithin  der 
Inhalt  selbst  = y V 2 (c  — y);  mittelsl  der  Formel  9)  auf  S.  5 er- 
giebt  sich  ferner  als  Differenz  der  beiden  Kreisbögen  der  eine 
Bogen 

■ Unr('  + V* — yrf  — (c  — c2 — y*Y  I 

arcsin  I V 2c  - — — 2-A-  I 

L 4 c2  — «2  J 


= arcsin 


L 4 c2  — y 2 

2 Vc(4 c3  — 3 cy‘‘  — ~y3) 

TU 5 = arcs 

4 c2  — i/2 


. 2 V c(c  — y) 

arcsin  — 

2c  — y 


arcsin  [*2  Y/^ - — - — \ f 1 — - — - — 1 = 2 arcsit\f  - — , 
L r 2 c — y V 2 c — y\  V 2c  — y 

wobei  die  Formel 

arcsin  {2y]f\  — y-)  = 2 arcsin  y 
ange.wendet  worden  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man 


Vf 


yvc(c  — y ) -j-  (4c2  — y 2) arcsin 


V— 

V 2c  — 


was  zu  demselben  Werthe  von  V führt  wie  die  vorige  Rechnung. 

Den  Nutzen,  welchen  die  Umkehrung  der  Integrationenfolge 
gewährt,  zeigt  das- etwas  allgemeinere  Beispiel 

r-ff^  — x2  — y1  il>(y)dxdy , 

worin  | l>(y)  eine  beliebige  Function  von  y bedeuten  und  die  Inte- 
grationsbedingung dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  lässt  sich 
bei  der  ersten  Anordnung  die  auf  y bezügliche  Integration  im  All- 
gemeinen gar  nicht  ausführen,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
Anordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelangt  man  zu  der 
Gleichung 


Ir,  Vlcx— x* 


J'  J V 4 c-  — x 2 — y3  il>(y)dxdy 

0 u 

=/r  c(c  — y)  -f-  (4  c2  — y-)  arcsin  Vj7=t\ 
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welche  die  Reduction  des  Doppelintegrales  auf  ein  einfaches  dar- 
stellt. 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Doppelintegrales 


X Y 


•r«  yo 

fügen  wir  noch  eine  Bemerkung  für  den' Fall  hei,  dass  die  Function 
/(#,//)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuität  erleiden  sollte.  Wird  f(x,y)  nur  einmal  discontinuirlich  und 
zwar  für  x — £ und  y = t],  wo  £ zwischen  x0  und  X,  ij  zwischen 
y0  und  Y liegt,  so  betrachtet  man  V als  den  speciellen  Werth,  wel- 
chen die  Summe 


f — c 


j J f&y)dxdy  + 

*o  Vo 


LI 


f(x,y)dxdy 


bei  gleichzeitig  verschwindenden  ö und  £ erhält.  In  jedem  der  bei- 
den einzelnen  Integrale  bleibt  f(x,y ) oontinuirlich  und  daher  können 
dieselben  svie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhält  sich  die 
Sache,  wenn  mehrere  Unterbrechungen  der  Contiuuität  vorhanden 
sind.  Im  Allgemeinen  gilt  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dass  der  Werth 
des  Doppelintegrales  unabhängig  von  'der  Anordnung  der  Integra- 
tionen ist. 


§•  97. 


Doppelintegralo  in  Polarcoordinatcn. 


Will  man  in  einem  Doppelintegrale  statt  einer  der  beiden  Ya- 
riabelen  x und  y eine  neue  Veränderliche  Bubstituiren , so  hat  man 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  keiner 
besonderen  Auseinandersetzung;  dagegen  wird  die  Sache  anders, 
wenn  statt  x und  y gleichzeitig  zwei  neue  Variabele  einzuführen 
sind. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkommen- 
den Fall,  wo  das  Doppelintegral 

1)  v —J Jf{?,y)dxdy 

in  Polarcoordinaten  transformirt,  also 

2)  x = r cos  0,  y = r sin  0 

gesetzt  werden  soll. 
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Denken  wir  nns  die  auf  y bezügliche  Integration  als  die  erste, 
so  können  wir  zunächst  0 für  y,  einführen,  wenn  wir  aus  den  Glei- 
chungen 2)  die  neue  Gleichung 

y — x tan  0 

bilden,  worin  x als  Constante  zu  betrachten  ist;  dies  giebt 

V = f J f(x,xtan0)dx.xseci0d6. 

Um  zweitens  r an  die  Stelle  von  x zu  bringen,  substituiren  wir 
x — rcosO  und  beachten,  dass  hier  cosO  constant,  dagegen  r die 
neue  Variabele  ist;  wir  erhalten  so 

V = J'  j' f (r cos II , rsinO)cos<)dr.rcosOsec1OdO 

rcosO , rsinO)rdrdO, 
wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  auch 

3)  r=IIn  rcosO,  rsinff)rdOdr 

geschrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  Polarcoordinaten 
geschieht  also  in  der  Weise,  dass  x,  y,  dx  dy  der  Reihe  nach  durch 
rcosO,  rsinO,  rdOdr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische  Sinn  dieser  Transformation  ist  folgender. 
Betrachten  wir  e — f(x,  y)  wieder  als  Gleichung  einer  Fläche  und 

-//'  dxdy  als  Volumen,  so  bleibt  es  für  die  Grösse  von  V 

gleichgültig,  ob  die  Basis  dieses  Volumens  in  rechteckförmige  oder 
in  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wenn  nur  diese  Elemente 
die  Basis,  und  die  über  3en  Flächenelementen  construirten  Parallel- 
epipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen.  Diejenige  Zer- 
legung nun,  welche  einem  polaren  Coordinatensysteme  entspricht, 
ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  man  r und  0 gleichzeitig  ändert,  und 
während  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  zu  einer  schachbret- 
ähnlichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dem  Polarsysteme  die 
einzelnen  Elemente  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen  und  von 
zwei  Radien  begrenzt  (Fig.  80  u.  81  a.  f.  S.).  Irgend  eines  dieser 
Elemente  NNiN3Ni  (Fig.  81)  kann  als  Rechteck  aus  den  Seiten 
NNi  und  JVJVj  betrachtet  werden  und  zwar  ist 

OL  = x,  LN  =y,  ON  -=  r,  (_L  ON  = 0, 

NNi  = dr,  NN-i  = rdO,  Fläche  ATJV,  NaN3  = rdO . dr. 
Das  Volumen  V entsteht  durch  Summirung  der  Parallelepipede  über 
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den  Flächenelementen;  der  Inhalt  eines  solchen  Pai-allelepipedes  ist 
erdOdr,  folglich 


was  mit  Nr.  3)  übereinstimmt,  wenn  z = J\x,y)  = /( rcosl) , rsinü ) 
wieder  eingesetzt  wird. 

Die  Integrationsgrenzen  für  r und  (I  sind  in  jedem  Falle  beson- 
ders zu  bestimmen.  Sind  die  ursprünglichen  Grenzen  für  x und  y 
so  beschaffen,  dass  der  Punkt  ry  innerhalb  eines  Contours  bleibt, 
welcher  von  einer  Geraden  in  höchstens  zwei  Punkten  geschnitten 
werden  kann,  so  ergeben  sich  die  Integrationsgrenzen  für  r,  wenn 
man  den  Radiusvector  ON  bis  zu  seinen  Durchschnitten  Qo  und 
mit  jenem  Contour  verlängert  (Fig.  81);  die  Grenzen  für  0 sind  nach- 
her die  Winkel  LOT0  und  L01\,  welche  zwei,  von  0 aus  an  den 
Contour  gelegte  Tangenten  mit  der  x- Achse  einschliessen.  Für  OQt~ru, 
OQ i =1?,  [_  LOTq  — Da,  LOTi  — Q ist  dann 


« n 

V — f j'f(rcos(i , r sin  i))r  dH  dr. 

(tu  . 

Einige  allgemeinere  Beispiele  mögen  dies  erläutern.  Beziehen 
sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  X und  y, 
welche  der  Bedingung  x-  -(-  y2  < c2  genügen,  so  bleibt  der  Punkt 
xy  innerhalb  eines  mit  dom  Radius  c beschriebenen  Kreisquadranten; 
man  erhält  für  diesen  Fall 


j"  C 

fß 


f(r  cos  0,  r sin  <J)rdOdr. 


Ist  ursprünglich  die  Bedingung  gegeben,  dass  sowohl  x als  y, 
positiv  und  (x  — c)2  y*  < c2  sein  soll,  so  bleibt  der  Punkt  xy 
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im  Innern  eines  Halbkreises , dessen  Durchmesser  2 c auf  der 
x-  Achse  liegt;  dies  gieht 


2c  V 2 tl— 1> 


5)  J Jf{x,y)dxdy  — /.  j f(r  cos  0,  r sind)  rdOdr. 


Hiernach  ist  speciell 

2c  V lex — x*  aj1  iccoaf) 

J ° /V  4cs  — a;s  — y^dxdy  —FC \j  <1  c- 


r*  rdOdr 


— J <*0-§(2c)»(l  — si»80)  = |(2c)!|(ä*  — |) 

o 

übereinstimmend  mit  der  viel  umständlicheren  Rechnung  im  vorigen 
Paragraphen.  - 

Das  unter  Nro.  5)  verzeichnete  Integral  lässt  sich  auch  auf  die 
Weise  transformiren,  dass  man  erst  x — Xi  — c und  nachher  xy  = 
rcosO,  y — rsinO  setzt,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
sehen ist;  man  erhält  zuletzt 

2c  ’V'iCX—  x*  • n c 

6)  J Jf(x,y)dxdy—J'  •cosO  — c,  r sin  0) rdOdr. 

OO  0 0 

Wenn  sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x 
und  y beziehen,  so  durchläuft  der  Punkt  xy  die  ganze  unendliche 
Ebene,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  x-  und  y-Achse  begrenzt 
wird ; bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r von  0 bis  oo , 
dagegen  0 von  0 bis  | n ausgedehnt  wird,  mithin  ist 

7>  fj  f(x,  y)dxdy  = fj  /(r  cos  ö,  rsinO)  rdO  dr. 

0 0 0 0 

Als  gelegentliche  Anwendung  hiervon  diene  die  Ermittelung 
des  Werthes  von 


J' e~x,dx, 


welcher  vorläufig  mit  K bezeichnet  werden  möge.  Für  das  Doppel- 
integral 

er  + dxdy, 
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hat  man  erstens 


/ i-^dx  Je- 


*dy  = K*; 


andererseits  ist  dasselbe  nach  Nro.  7) 


—J  J er''rdOdr=J  dü-\=\n. 

0 0 o 

Die  Vergleichung  beider  Resultate  giobt  K — \ X^~rc  d.  i. 

J(Tx%dx  = | 3T. 

o 

II.  Auf  die  in  Nro.  4),  6)  und  6)  betrachteten  Integrale  lassen 
sich  einige  andere  von  etwas  allgemeinerer  Form  zurückführen. 
Sind  die  ursprünglichen  Integrationen  so  zu  leiten,  dass  bei  positiven 
x und  y 


(;)’  + (I) 


< 1 


bleibt,  so  bewegt  sich  der  Funkt  xy  innerhalb  eines  Ellipsenqua  dräu- 
ten, und  es  ist  dann 

. •vRiy  . 

V = J J/(x,y)dxdy. 

0 0 

Indem  man  erst  x = a nachher  y — bt]  substituirt,  kommt  man 
auf  ein  neues  Integral,  welches  an  die  Bedingung  £2  -4-  < 1 ge- 

bunden ist,  nämlich 

. V i - |* 

V — ab J J f(a^,btj)d^dr}. 

0 0 

Dieses  lässt  sich  nach  Nro.  4)  behandeln,  wenn  man  c,  x,  y durch 
1,  £ = rcosO,  r]  = rsint)  ersetzt;  hiernach  wird 


1 


9)  C ff(x,y)  dx  dy  — ab J J f(a  rcosO,  brsin6)r  dO  dr. 
o 5 oo 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  Nro.  6)  und  7) 
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* « *V2  a ( a ) * 2 cos  Q 

10)  J J f(x,y)dxdy  = ab  J j f(ar cos  0,  br sind) rdOdr 
.0  0.  oo 

71  1 


ab  J J1 fiarcosO — o,  brsinO)rdd  dr. 


o o 


§.  98. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen. 


Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transformation  ist  nur 
ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  Problemes,  statt  der  ursprüng- 
lichen Variabelen  x und  y zwei  neue  Variabele  s und  t einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 
1)  * = <p(s,t),  y = 

verbunden  sind.  Will  man  diese  Substitutionen  nicht  gleichzeitig,  son- 
dern nach  einander  bewirken  und  zwar  zuerst  y durch  t ersetzen,  so 
denke  man  sich  s aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  und  das  Resultat 
auf  die  Form 

y = *(x,0 

gebracht;  für  die  erste  Integration  bleibt  x constant,  und  es  wird 
daher 

f > ^ dX(Uj  ~ff  ^X'  ^ dX  ^ dL 


Substituirt  man  jetzt  <p  (s,  t ) für  x,  wobei  t als  constant,  dagegen  s 
als  die  neue  für  x eintretende  Variabele  zu  betrachteu  ist,  so  erhält 
man  ein  Resultat  von  der  Form 


J Jf(x,y)dxdy  —J  J f[(p(s,f),  ip(s,  0]  Sldsdt, 


wo  £1  eine  Function  von  s und  t bedeutet,  die  sich  durch  Ausfüh- 
rung der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modification,  wenn 
man  beachtet,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dxdy  auf  die  Form 
Sldsdt  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x als  Con- 
stante  ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Variabele 
s zu  eliminiren,  kann  man  auch  ds  herausschafifen , was  folgende 
Rechnung  giebt.  Man  hat  zunächst,  weil  erst  x als  Constante  gilt, 
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dcp  dcp  di l>  d4> 

0 = — ds  + — dt,  dy  ds  dt, 

cs  dt  cs  ot 


mithin  durch  Elimination  von  ds 


dy  — 


dcp  inl> 
ds  dt 


dcp  dt l> 
dt  0s 


dcp 

ds 


dt. 


Bei  der  zweiten  Integration  ist  x die  ursprüngliche,  s die  neue  Va- 
riabel, daher 

i.  = |2  d,. 
ds 

also  zusammen 


dxdy  = 


(dcp 

01 P 

dcp 

dtl>\ 

V ds 

dt 

dt 

ÖS  ) 

dsdt.  . 


Die  allgemeine  Formel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  neuen 
Variabelen  lautet  jetzt 


0 cp  dtl>\ 
dt  ds) 


dsdt. 


Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrische 
Betrachtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppelintegral  wieder 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  willkührliche 
Grössen  s und  t,  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  in  der 
Horizontalebene  bestimmen,  lassen  sich  als  Coordinaten  dieses  Punk- 
tes betrachten,  wenn  man  den  Begriff  der  Coordinaten  in  seiner  wei- 
testen Bedeutung  nimmt.  Die  Gleichungen  1)  vermitteln  dann  den 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordinaten  x 
und  y zu  den  neuen  Coordinaten  s und  t.  Für  die  Grösse  des  Vo- 
lumens V ist  es  aber  gleichgültig,  ob  seine  Basis  in  rechteckförmige 
oder  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  sich 
nur  noch,  welche  Zerlegung  dem  neuen  Coordinatensysteme  der  s 
und  t entspricht.  Sowie  nun  das  frühere  Element  ein  Rechteck  war, 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Coordinaten 

- x,y;x-\-  dx,  y;  x,  y + dy,  x f dx,  y -f-  dy 

bestimmt  wurden,  so  müssen  wir  als  neues  Element'  ein  Viereck  neh- 
men, dessen  Ecken  N,  Ni,  jVs,  Na  die  Coordinaten 

s,  t ; s -j-  ds,  t;  s,  t dt;  s -| - ds,  t dt 
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haben  (Fig  82).  Da  die  Bögen  NN,,  N,  N,,  NaN„  NoN  unendlich 


■ Fig.  82. 


*[(*,-*)(* 


klein  sind,  so  können  wir  sie  als 
gerade  Linien  und  das  Flächen- 
element NNi  Ns  Nt  als  das  Dop- 
pelte des  Dreiecks  NNi  Nj  be- 
trachten; letztere  Fläche  lässt  sich 
aber  durch  die  Coordinaten  ihrer 
Ecken  ausdriicken.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  N,  Ni 
und  N-2  mit  x und  y,  xl  und  yt, 
X-2  und  r/2,  so  ist  die  Fläche  des 
Dreiecks 

-V)  — .(xt  —x)(ih—  «/)], 


mithin  die  Fläche  des  Elementes 

•NNiNgN-t  = (xt  — x)  (y,  —y)  — (x,2  — x)  (j/,  — y). 

Der  Punkt  Ni  entstand  aber  aus  dem  Punkte  N durch  alleinige 
Aenderung  des  s,  mithin  ist 

dx  du 

Xi  = x + .h.ds' yi  = y'+ 

ebenso  führte  die  partielle  Aenderung  des  t von  N nach  JV2,  man 
hat  folglich 

. . dx  , dy 

xt  = x -f  — dt,  y-i  = y + ^ dt. 

Durch  Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 
*TAT  -Kl  KT  X ^ 8 X 0J'\ 

NN'NiN-  ~\ds'dt  dt'ds)dsdt’ 

oder  wegen  der  Gleichungen  1) 


NNiNgNt 


/d(p  dtp  d(p  dil> 


\ds  ‘ dt 


dt  ds 


) 


ds  dt. 


Das  Product  e . NN\  N3Nj  = f(x,  y)  . Ni  N2  N:i  Nj  stellt  wieder  das 
Volumen  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar , und  die  Dop- 
pelsumme aller  dieser  Volumenelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  x,  y und  NiNtNgNj  gelangt  man 
zu  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelintegra- 
len die  neuen  auf  s und  t bezüglichen  Integrationsgrenzen  besonders 
zu  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
auch  um  zu  zeigen,  wie  durch  passende  Wahl  von  cp  und  4>  con- 
stante  Integrationsgrenzen  für  s und  t zu  erreichen  sind. 
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a.  Wenn  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Be- 
. dingung  . • . 

o < x -f-  y < c 


Fig.  83. 


genügenden  x irtid  y beziehen,  so  be- 
wegt sich  der  Punkt  xy  innerhalb  des 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks 
A OB  (Fig.  83,  OA—OB  = c ) und 
es  ist 


e e — x 


=///(*.  y) 


dx  dy. 


Durch  N legen  wir  ST  \\  AB,  ziehen 
S M und  setzen  0 S = 0 T = s, 
/ OSM  — oj;  es  ist  dann 
0 L = x = s — s tan  w,  OM  = y = s tan  a 
oder  wenn  zur  Abkürzung  tan  a = t gesetzt  wird, 
x = s — st,  y — st. 

Hieraus  folgt 

dx  dy  dx  dy  _ 

> ds  dt  dt  ds  r *'• 

Um  ferner  den  Punkt  N in  dem  Dreiecke  A OB  herumzuführen, 
braucht  man  nur  s von  0 bis  c,  a von  0 bis  d.  h.  t von  0 bis  1 
auszudehnen;  dies  giebt  • . 

c c—x  e 1 

3)  J J f{?,y)dxdy  — T Cf(s  — st,  st)sdsdt. 

0 0 0 0 
Als  specielle  Anwendung  bat  man  z.  B. 

e c—x  c 1 

J "* J e*t*+*l* dx  dy  — J jeks'sdsdt 


C 

= J' el,i  sds  = 


e***  — 1 

2 k ' 


wo  in  der  zweiten  Form  beide  Integrationen  ausführbar  sind,- wäh- 
rend sich  in  der  ersten  Form  schon  die  auf  y bezügliche  Integration 
nicht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  lässt. 

Ist  etwas  allgemeiner  die  Gronzbedingung  vorgeschrieben,  -dass 
bei  positiven  x und  y 

o < f.  + £ < i 

a b “ 
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bleiben  soll,  in  welchem  Falle  das  Dreieck  AOB  die  ungleichen 
Katheten  OA  =a  und  0 B = b besitzt,  so  nehme  man  erst  y = 
dann  x = af  und  benutze  schliesslich  die  Formel  3)  indem  man 
x,  y , c durch  £,  rj,  1 ersetzt;  dies  giebt 


l l 


4)  J Jf(x,y)dxdy  = abj  J'/[as(\ — t),  sdsdt. 


o o 


b.  Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  x und  y • . 

’ x2 

0 < ir  4-  y < c 
— c “ 

sein  soll,  entspricht  dem  Falle,  wo  der  Punkt  xy  innerhalb  eines 

Parabelsegmentes  AOB  bleibt;  die  Pa- 
rabelachse fallt  mit  der  «/-Achse  zusam- 
men , A 0 = B 0 ist  der  Parameter 
der  Parabel  (Fig.  84)  und 


c £* 


y)dxdy. 


Legt  man  durch  N eine  ähnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  OS  = OT  — S und 
■ Betzt  (_  0 TL  — co,  so  hat  man 

x2 

x = stanco,  y = s = s(l  — lan2co), 

oder  für  tan  co  — t, 

x — st,  y = s(l  — fs), 

wo  nun  s und  t als  die  neuen  Coordinaten  von  N gelten.  Hier- 
aus' folgt 

ds  dt  dt  ds 


Um  ferner  N in  dem  Parabelsegmente  herumzuführen,  muss  s von 
0 bis  c,  0)  von  Jsr  bis  0 oder  t von  1 bis  0 ausgedehnt  werden; 
dies  giebt 
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Wenn  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x und 
y zu  beziehen  sind,  welche  der  etwas  allgemeineren  Bedingung 


°>ü  + 


y ^ 


genügen,  wobei  die  Strecken  A 0 — o und  BO  — b ungleich  sind, 
so  nimmt  man  erst  xz=al-,  y = bi]  und  wendet  dann  die  vorige 
Formel  an;  man  erhält  auf  diesem  Wege 

, 'b-an  • • 

J ff(x,y)dxdy 
0 0 

1 1 

— ab  J ° J f[ast,bs(l — P)]  s(l  -f-  P)  ds  dt. 

0 0 

Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  die  Cubatur  eines  cylin- 


5) 


Fig.  85. 


drischen  Volumens  von  folgender 
Entstehung  (Fig.  85).  Die  Basis 
werde  von  einer  Parabel  AB  be- 
grenzt, deren  Brennpunkt  0 und 
deren  Scheitel  B sein  möge,  worin 
also  OB  — b,  OA  = 2b  ist; 
die  obere  Begrenzungsfläche  des 
Volumens  sei  ein  Umdrehungs- 
paraboloid  vierten  Grades,  nämlich 

= *s(*a  + y*). 

welches  entsteht,  wenn  eine  mit 
dem  Parameter  k construirte  Pn- 
rabel  um  ihre  Scheiteltangente 
rotirt.-  Es  ist  dann 


' —V k J J'y  x2  -(-  y2dxdy 
oo 

l l 

— 2 b2  V~k  J [V 4 b2  s2  P + b2s2  (1  — -f 1 -’)  ds  d t 


— 2 b2V~bk  j J'VsVl  -f-<»s(l  + <*)ds<Ö 


d.  h. 
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7=  vVbic  iY^+shi+V 2)  = 1)25436157 . YVk. 

§.  99. 

Die  Complanation  der  Flächen. 

Um  auf  einer  durch  die  Gleichung  z — F(x,  y)  bestimmten 
Fläche  ein  begrenztes  Stück  zu  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
Ebene  x y zwei  zur  »/-Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Cur- 
ven  gezogen,  welche  mit  jenen  Parallelen  zusammen  ein  gemischt- 
liniges  Viereck  bilden  (Fig.  •60).  Dieses  Viereck  betrachten  wir  als 

Fig.  86. 


die  üorizontalprojection  eines  Flächenstückes,  dessen  Inhalt  S be- 
stimmt werden  soll. 

Lassen  wir  x um  dx,  y um  dy  wachsen,  so  können  wir  das  aus 
dx  und  dy  construirte  Rechteck  als  Horizontalprojection  eines  un- 
endlich kleinen  Flächenstückes  Ö ansehen;  letzteres  ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Viereck,  dessen  Ecken  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Wegen  der  unendlichen  Abnahme  des  6 lässt  sich  aber  dieses  Flächen- 
element so  betrachten,  als  läge  es  auf  der  durch  den  Punkt  xyz  ge- 
henden Berührungsobeno  der  Fläche,  und  zwar  betrögt  der  hierbei 
begangene  Fehler  nur  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen. 
Nennen  wir  für  den  Augenblick  y.  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
tialebene (oder  der  Ebene  des  ö)  gegen  die  xy- Ebene,  so  haben  wir 

. . , dxdy 

Ocosu,  — dxdy  oder  <J  — •• 

r cos  n 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  mit  'dem 
Wipkel  zwischen  den  Normalen  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  ist 
p nichts  Anderes  als  der  Winkel , welchen  die  im  Punkte  xyz  er- 
richtete Normale  der  Fläche  mit  der  r-Achse  einschliesst,  also  nach 
§.  27,  Nro.  6) 

COS  p — COS  V,  — — ■ ’ L — : — • 

V1  + fö)  + (^) 

Das  Flächenelement  <5  bestimmt  sich juithin  durch  die  Gleichung 

0 = V1 + (uy +0'dx**’ 

und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelcmente  giebt  die  ganze  Fläche 
S.  Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  von  y = LNa  — bis 
y — LNi  = I'  liegenden  Elemente,  für  welche  x constant  bleibt,  so 
bedeutet  das  Integral 


JV'  + W+<®-' 


den  Inhalt  eines  bandförmigen  Streifens,  welcher  das  Rechteck  aus  den 
Seiten  dx  und  N0Nt  — Y — y0  zur  Ilorizontalprojection  hat;  die 
Summe  aller  derartigen  von  x — OL0  = x0  bis  X = OL\  — X 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Fläche 

» s=ffVi + (£)'+( 

*0  1/0 

Einige  Beispiele  mögen  den  Gebrauch  dieser  allgemeinen  Com- 
planationsformel  zeigen. 

i a.  Das  elliptische  Parabolord.  Die  Gleichung  der 
Fläche  ist 

x * . «2 

* ~ ¥ä  + 2b 1 

mithin 

de x dz y 

dx  a * dy  6 ’ 

als  Ilorizontalprojection  nehmen  wir  den  Quadranten  der  aus  den 
Halbparametem  a und  b construirten  Ellipse;  es  ist  dann 

8 A + (f)’+  (I)’ dxd* 
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Anwendung  der  Formel  9)  in  §.  97  erhalten  wir 

_ . . }’  ....  .n't-D 


%■  * 


= ab  J J V 1 -J-  r*  r dO  dr  = 


1) 


6 


ab. 


Fi g.  87. 


b.  Der  elliptische  Keg^el. 
In  Fig.  87  sei  OC  — c die  Höhe 
des  Kegels,  ACB  seine  elliptische 
Basis  mit  den  Halbachsen  A C = a, 
J1 C — b;  die  Coordinatenebene  xy 
möge  parallel  zur  Ebene  ABC 
durch  die  Spitze  0 gehen.  Die 
Gleichung  der  Fläche  ist  dann 


— VW+( f)’ 

und  wenn  zur  Abkürzung 


V«*  + 


= a,  - 


Vbl  + 


gesetzt  wird,  so  findet  sich 

/«*V  , (ßy\* 

i x \ a ' \ h ' 

+ \dx)  + \dyj  (x_y  + 


Die  Horizontalprojection  des  Mantelquadranten  AOBA  ist  eine  aus 
den  Halbachsen  a und  b construirte  Ellipse,  daher 


. /ff« y + m 

S=f fdxdy  [//I  W±iiZ 


'°  B (ä  + (I)  . 

Nach  Formel  9)  in  §.  97  ergiebt  sich 


\n  i 


S 


= ab  j J'Yaicosi6  -J-  /Jssi»*0  rdUdr 
o o 

i* . 

cos-0  + ß^sin-ddQ,  m 


mithin  für  den.  ganzen  Mantel 

Schiamllob,  Analysis  I. 


30 
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\n  

M — J V a b . 4 J V a2  ab  cos'2  0 -f-  ß'1  ab  sin? 0 dO. 

0 

Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dass  der  Kegelmantel  dieselbe 
Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Cylinders,  dessen  Höhe  = ab, 
und  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  a\^  ab  und  ß V ab  con- 
struirto  Ellipse  ist. 

c.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  b,  c heissen,  es  sei  ferner  a^>b^>c  und  zur  Ab- 
kürzung 

Va2”— T2  Vb * — C* 

= «,  r — ß. 

CL  U 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich 


findet  man 


i _ /fLfV  — (ilY 
i _i_  _ \ « / V b ) 

\$x)  ’r  \cxj)  x _ /xy  _ /yy 

Verstehen  wir  unter  S die  Fläche  eines  ellipsoidischen  Octanten, 
so  ist  die  Horizontalprojection  von  S ein  Ellipscnquadrant  mit  den 
Halbachsen  a und  b,  mithin 

. -VRä' 

S — f { dxdy  |/ 

0 0 

Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 
a2cos2ö  + ß2sin20  = s2 
sein  möge,  ergiebt  sich  sofort 

S — ab  J dO  j\/\  ~ f/8  rdr. 

Ü 0 

Statt  r führen  wir  eine  neue  Variabele  u ein  mittelst  der  Substitution 


H 

'axy 
—)  - 

m\ 

1 — 

er  - 1 

'v  y 

\b) 

ue 


woraus 


rJ  = 


1 — s2r2 

1 — r^r (1  — s2)wdw 


1 — S2W2’ 


(1  — s2«2)2 
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folgt;  wir  erhalten 

o7T 


k a 1 

S=ab  I dO  f ■ 1~s\-du 
J J (1  — s2«2)2 


oder  auch,  wenn  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
für  s2  sein  Werth  gesetzt  wird, 

S — ab  [ du  I (1  — «2)  cos2  0 ß*)  sm'ti d 

J J K1  — «2  «2) co«2  d +•  (1  — ß2  k2)  sin 2 d]2 

Unter  Anwendung  der  leicht  entwickelbaren  Formeln 

1* 

. cos2  Odf)  21 


/ 


(m  COS  2 ü + W »rta  tf)*  4 W l/*J 


mn 


i 

j 


sin 2 d d 0 


(m  cos'2  d + n sin 2 d)2  4 w V» 


folgt  schliesslich 


/32«2) 


ft  i — «2  , i — ß2  ) du 

B — fttabJ  n _ + j _ ^(1_«2„3)(1_ 

0 

Man  kann  dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  beachtet 

du 


f I 


1 — a*  + 1 — /32 


1 _ K2U2  1 — 02lt2j  V(1_«8M2)(1— |3*WJ) 


= iu 


« I 1/(1— a%2)(l— d-’«2) 


+ 


/I1 


1 — it2 


) du 

V (l—a2a2)(l— /J2M2)i  ä2  ’ 


welche  durch  Differentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergiebt  sich 
1 


S = \nab  fl  -f-  f jl r ! 

4 J \ 1/(1-« 


1 — M2 


) dal 

2)5 


2w2)  (1  — ß'2U2) 

Nach  §.74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  verschie- 
dene Weise  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln. 

d.  Die  Schraubenfläche.  Die  Gleichung  dieser  Fläche 
ist  bekanntlich  für  den  Fall,  dass  die  Achse  der  Fläche  zur  z- Achse 
genommen  wird 

— — tan  — 


30* 


Digitized  by  Google 


408  Cap.  XVI.  §.  99.  Die  Complanation  der  Flächen. 

oder,  wenn  man  sich  auf  den  Quadranten  der  ersten  Windung  be- 
schrankt, 

y 


z = c arctan 


Hieraus  folgt 


S 


-fJV 


1 + 


und  in  Polarcoordinaten 
S 


x*  4-  y 3 


dxdy 


= J J Vr‘  + c'1  dOdr. 

Als  Horizontalprojection  des  zu  bestimmenden  Flächenstückes 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  begrenzt  von  zwei  mit  den 
Radien  ro,  beschriebenen  Kreisen  und  von  den  zwei  Radien,  welche 
mit  der  £- Achse  die  gegebenen  Winkel  fl0  und  dj  einscliliessen;  es 
ist  dann 

ft  n 

S =J  J V c3  + r3  dO  dr 

tfo  <0 

und  nach  Ausführung  der  Integrationen  

S=J(0i— fl«)  \ri  Vc3  + r3  - rtV*TT+  cH  C'-j  !/ * 

( V04-Vc*  + r03/J 


§.  100. 

Complanationsformol  für  Polarcoopdinaten. 

Statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  OL  = x,  LN=.y , NP=z 
benutzt  man  nicht  selten  räumliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radiusvector  OP  = r,  den  Winkel  POX  = 0 und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen  xy  uud  LOP  nämlich  Z.NLP  ■=  a 
mittelst  der  Formeln 

1)  x — r cos  0,  y — r sin  0 cos  m,  s = r sin  U sin  co 

in  Rechnung  bringt  (Fig.  88).  Nach 
Substitution  dieser  Werthe  erhält  man 
aus  der  ursprünglichen  Flächenglei- 
chung e = f(x,  y)  die  Polargleichung 
derselben  Fläche,  und  wenn  man  diese 
Gleichung  nach  r auflöst,  so  ist  das  Re- 
X eultat  von  der  Form 

r = F(0,  «); 


Fig.  88. 
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darin  sind  0 und  a die  neuen  unabhängigen  Variabelen.  Bezeichnen 
wir  für  den  Augenblick  wie  folgt 

3)  y)  =y 1 + (fp)  + (§p)  - 

und  wenden  die  allgemeine  Hegel  für  die  Substitution  neuer  Varia- 
belen auf  die  Complanationsformel 

-ff  <p  (x,  y)dxdy 

an,  so  ist  bei  den  neuen  unabhängigen  Variabelen  0 und  cd 

4)  S=f f^ircosd,  r«-»0«w 

Hier  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  <p  in  Polarcoor- 
dinaten  auszudrücken,  also  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
z zu  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
einzuführen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  z eine  Function  von  x und  y war,  mithin  auch  von  0 und  a 
abhängt,  so  ist 

dz dz  dx  de  dy 

dB  ~ dx'dÖ  + dy'dÖ’ 


dz 

da 


dz  dx  dz  dy 

dx  da  dy  da 


Diese  Gleichungen  liefern  die  Wertlie  der  beiden  Unbekannten 

^ und  r— ; setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 
dx  dy 

dy  dz  dz 

dt)  da  da  dH 


= L, 


dz  dx 
di)'  ca 


dz  dx  „ 
da'dH  ~ M’ 


dx  dy_  dx  dy  _ 

dH  da  ca  dO 


so  findet  man 


dz 

dx 


L dz 
N'  dy 


mithin 


1 [ , (dz\  , (de\ 

* = v 1 + fc) + w ~ 


N, 

M 
~ N' 

V L‘‘  -f  Jlf  * 4-  JV* 
N 


6) 


Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 

S — J J VL*~+~M*+  N2d0 d a. 
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Die  Differentiation  der  Gleichungen  1)  giebt  ferner,  wenn  man 
immer  beachtet,  dass  r von  0 und  a ahhängt, 


dx  dr  n ■ n 

==  ~77, cos  '>  — r sinti, 
öl)  öl) 


dx  ör 
du  ~ däC°sH' 
dy_ 
da 
ös 
da 


cos  a 


r sm  a 


=(i 


ör 

da 


sina  -|-  rcosa 


du  (dr  \ 

= y-^jSiHÜ  rcosUjcosa, 

de  (dr  \ . 

g = r rcosOjstna, 

und  mittelst  derselben  erhält  man 

L — r sin  0 -j-  r cos  d)  sin  0 , 

Dl  — — r J^l^cosö  — r sin  sin  0 cos  a — sin  <a j , 

N — — r cos  0 — r sin  0^  sin  0 sin  a -|-  — cos  j , 

i)i- 


sin  0, 
^ sin  0, 


6) 


D5  + AP  4-  2V3  = r*  [j(|£)S  4.  rs|  sinH)  4. 
Die  Formel  5)  gewinnt  hiernach  folgende  Gestalt 

S 


■f/Vy 


+ 


©1 


sin2  0 4- 


(ör  V 
\ö«/ 


rdOd  tu; 


dabei  sind,  wie  immer,  die  Integra tiensgrenzen  aus  der  Begrenzung 
des  gegebenen  Flächenstückes  herzuleiten. 

Beispielsweis  betrachten  wir  eine  Fläche  von  folgender  Ent- 
stehungsweise.  In  der  Ebene  y z sei  eine  Lemniscate  construirt 


(Fig.  89),  deren  Halbachse  OA 
Fig.  89. 


a den  rechten  Winkel  YOZ  hal- 
biren  möge;  man  legt  ferner  Ebe- 
nen wie  z.  B.  XOU0  und  XOU{, 
wolche  die  x-  Achse  in  sich  ent- 
halten und  die  Lemniscate  in  U0, 
Ui  etc.  schneiden;  in  jeder  dieser 
Ebenen  nimmt  man  die  betreffende 
LemniscatenSehne  (OU0,  OU,  etc.) 
zum  Durchmesser  eines  Kreises 
und  denkt  sich  durch  die  stetige 
Folge  dieser  Kreise  die  Fläche 
erzeugt.  Als  Gleichung  der  letz- 
teren findet  man  in  rechtwinkli- 
gen Coordinaten 

(x!  + y2  + e2)2  — 2 a2ye, 
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woraus  augenblicklich  erhellt,  dass  die  Coroplanation  in  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  zu  ausserordentlichen  Weitläufigkeiten  führen  würde; 
dagegen  ist  bei  Polarcoordinaten  sehr  einfach 


r = asinOV sin2  co, 

VVO-"*©*- 


a sin  0 
V sin  2 © 


Verstehen  wir  unter  S den  Sector  der  Fläche,  welcher  einerseits 
von  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  X 0 U0  = o0  und  X 0 Ui  = ©i 
gehörenden  Halbkreisen  0 Oa  V0  und  0 Ut  F, , anderseits  von  dem 
Lemniscatcnbogen  U0  L\  begrenzt  wird,  so  haben  wir  © von  ©0  bis 
©i,  0 von  0 bis  | 7t  auszudehnen;  dies  giebt 


I" 


= a'J  I 


si^OdOda  — j 7ia 


'(©,  — w0). 


o a>o 

Für  «0  = 0,  ©j  = l n erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figur 
angegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche ; der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
ist  demnach  = |ji2a5. 


§•  101. 

Die  dreifachen  Integrale. 

Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenzwerth  einer  Doppelsumm s 
bildet,  so  soll  auch  das  dreifache  Integral 
x r z 

1)  W =J  J f F(x,  y,  z)dxdydz 

1 0 Ho  »0 

als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Products  F(x,  y,  z)  dx  dy  Az  den  unabhängigen  Varia- 
bein x,  y,  z alle  zwischen  den  Grenzen  ar0  und  X,  y0  und  Y,  z0  und 
Z liegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Producte  unter 
der  Voraussetzung  addirt,  dass  dx,  dy,  dz  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergiren. 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Auf- 
fassung. Betrachtet  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

x y z 

W—J  I J'dxdy dz 

Xo  i0 


Digitized  by  Google 


I 


472  Cap.  XVI.  §.  101.  Die  dreifachen  Integrale. 


Fig.  90. 


X,  y,  e als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  P (Fig.  90),  so 

bedeutet  das  Product  da! 
dy  de  den  Körperinhalt 
eines  Parallelepipedes 
dessen  drei  in  einer  Ecke 
zusammenstossende  Kan- 
ten dx,  (ly,  d z sind ; dem- 
nach ist  W die  Summe 
einer  unendlichen  Menge 
solcherVolumenelemeute, 
mithin  selbst  ein  Volu- 
men, welches,  auf  folgende 
Weise  entsteht.  Denken 
wir  uns  zwei  Flächen 
construirt , deren  Glei- 
chungen z0  — ip  (x,  y) 
und  Z — W (x,  y)  sein  mögen,  und  summiren  erst  alle  von  z — z0 
Z — Z vertieal  aneinander  gereihten  Elemente,  so  giebt  der  Ausdruck 

7. 


J 


dxdydz  — dxdy  (Z  — e0) 


den  Inhalt  eines  Parallelepipedes,  dessen  Ilorizontalquerschnitt  dxdy 
unendlich  klein,  und  dessen  .Höhe  von  endlicher  Länge  = P0P\ 
= Z — Z0  ist.  Auf  das  noch  übrige  Doppelintegral 

x r x r x r 


17 


■y>  — r0)  dxdy  = ff  Zdxdy  — J ' J' e0  dxdy 


yo  vo  -r o vo 

können  die  Betrachtungen  des  §.  95  angewendet  werden;  sie  zeigen, 
dass  W ein  Volumen  bedeutet,  welches  dieselbe  Horizontalprojection 
besitzt  wie  jenes  in  §.  95,  und  das  ausserdem  zwischen  den  zwei 
vorhin  erwähnten  Flächen  liegt. 

Eine  ähnliche  Anschauungsweise  gestattet  das  allgemeinere  Inte- 
gral 1),  nur  muss  man  sich  jedes  Volumenelement  dx  dy  dz  mit  einem 
veränderlichen  Factor  F (x,  y,  e)  multiplicirt  denken.  Besonders  klar 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  von  Masse  und 
Dichtigkeit  zu  Hülfe  nimmt.  Bei  einem  durchaus  homogenen 
Körper  gilt  nämlich  die  Regel,  dass  die  Masse  gleich  ist  dem  Producte 
aus  Dichtigkeit  nnd  Volumen;  ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  von 
Punkt  zu  Punkt,  in  welchem  lalle  sie  eine  gegebene  Function  von 
x,  y,  s darstellt,  so  darf  jene  Regel  nicht  mehr  für  ein  endliches  Stück 
dos  Körpers  angewendet  werden,  wohl  aber  für  ein  unendlich  kleines; 
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denn  je  kleiner  ein  Körperstück  ist,  um  bo  eher  kann  es  als  homogen 
gelten.  Bezeichnet  demnach  F(x,  y,  z)  die  im  Punkte  xyz  vorhan- 
dene Dichtigkeit,  so  ist  F(x,  y,  z)  dxdydz  die  Masse  des  an  jenem 
Punkte  befindlichen  Körperelementes  d.  h.  kurz  das  Masseneleraent 
die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  vertheilten 
Massenelemente  ist  die  Gesammtmasse  = TV.  Dividirt  man  endlich 
W durch  das  Volumen  V desselben  Körpers,  so  erhält  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit. 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z bezügliche  Integration  ge- 
radezu ausführbar  ist,  reducirt  sich  das  dreifache  Integral  von  selbst 
auf  ein  doppeltes,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickel- 
ten Regeln  unterliegt;  demnach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
einer  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W lässt  sich  ansehen  als  bestehend  aus 
einem  Doppeliutegrale  nach  z und  y nebst  einem  darauf  folgenden 
einfachen  Integrale  nach  x\  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
bo  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Reduction  von  Neuem  zu  versuchen  ist.  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruht  die  folgende  Aenderung  des  Coordi- 
natensystomes. 

Denkt  man  sich  den  Radiusvector  OP  = r auf  die  Ebene  yz 
projicirt  (Fig.  91)  und  setzt  die  entstehende  Projection  0 Q = u, 

ferner  Z.  Y 0 Q = a> , so  kann 


Fig.  91. 


man  w,  «,  x als  sogenannte 
cylindrische  Coordinaten 
des  Punktes  P ansehen,  und  der 
Uebergang  von  den  rechtwinkli- 
gen zu  den  cylindrischen  Coordi- 
naten geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen 

x = x,  y=ucosco,  zz=usina. 
Das  in  Beziehung  auf  y und  z ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirt, 
dass  man  für  y und  z die  obigen 


Werthe  und  dydz  = u da  du  setzt;  dies  giebt 
2)  ff  f F(x,y,z)dxdydz 


fff 


F(x,  u cos  co,  u sin  a)dx . u da  d u. 
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Ferner  lägst  sich  das  dreifache  Integral  rechter  Hand  als  Dop- 
pelintegral nach  x und  u nebst  einem  einfachen  Integral  nach  a an- 
sehen,  und  in  dem  ersteren 


x = r cos  6,  u = r sin  0 

substituircn.  Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jetzt 
z — r cos  ü,  y = r sin  (Jcosco,  e = r sin  0 sin  co, 
mithin  sind  r,  I),  co  die  räumlichen  l’olarcoordinaten  des  Punktes 
P.  An  die  Stelle  von  dxdu  tritt  nun  rdOdr  und  so  wird  aus  Nro.  2) 

«..  . fff  F(x,  y,s ) dxdy  de 

f f J' F (r  cos  0,  r sin  0 cos  co , r sin  I)  sin  co)  r2  sin  OdcodOdr. 


Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalten,  wenn  man  r, 
0,  co  um  ihre  Differentiale  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  das  neue 
Volumenelement  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  entnommenen 
Gewölbsteiues  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Volumenelementes 
sind  nämlich 


PP,  = dr,  PP2  = rdO,  PP3  = LP-dco  = rsinOda 
mithin  ist  der  Inhalt  des  Volumenelemontes 

PP, . PP, . PP = r2 sin (JdrclO  da. 

Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F(rco&0,  r sind  cos  co,  r sin  0 sin  co)  r2  sin  (I  da  d 0 d r, 
und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  TV  übereinstimmend 
mit  Formel  3). 

Selbstverständlich  sind  in  jedem  Falle  die  Iutegrationsgrenzen 
für  die  neuen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  zu  bestimmen.  Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 
Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 

n — C C C dxdy  de 

—J  J J V^+TT 7*’ 

und  darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x,  y,  e 
beziehen,  welche  der  Bedingung 

Q)  + (i)  + (t)  =- 1 

genügen;  mit  anderen  Worten,  man  sucht  die  Masse  von  dem  Octan- 
ten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c beschriebenen  Ellipsoides,  wor- 
in die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyz  durch 

J _ 

Vx 2 + y*  + «2  ~~  *■ 
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ausgedrückt  wird,  welches  demnach  aus  einer  stetigen  Folge  homo- 
gener concentrischer  Kugelschaalen  besteht.  In  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  ist  zufolge  der  angegebenen  Integrationsbedingung 

. •!/-(!)■- ©■ 

Q — f-f  f i±Mi 

J J J v x’i  4-  1 fl  4- 


/ / ^ V **  + »*+  ■** 

da  man  aber  augenblicklich  übersieht,  dass  die  Rechnung  ziemlich 
complicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Polarcoordinaten  räthlich. 
Bei  diesen  hat  man 


Q — f J' f rsinOdadddr, 


wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  .Integriren  wir 
zuerst  in  Beziehung  auf  r d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden  Mas- 
senelemente,  so  fangt  r mit  r = 0 an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoides  zugehörigen  Werthe  r = 11  auf.  Der  letztere 
bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Polar- 
coordinaten umsetzt;  sie  lautet  dann 


(II  cos  (f'j  ^ ^11  sin  0 cos  co  J2  ^ 


R sin  0 sin  ra\2 


und  giebt 


^ cos  (P^  ^ jsin  0 sin  coy  ^ ^ 


sin  0 sin  cj\- 


Ferner  müssen,  um  denOctanten  des  Körpers  zu  erhalten,  0 und 
co  von  0 bis  i •ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 


=J  J f'“' 


sind  da  dO  dr. 


Durch  Ausführung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
Werthes  von  R ergiebt  sich 


- /• 

Q~V  J /«sOV  . /. 
• • (— ; +( 


sin  0 dto  dd 
sin  0 cos  io\2 
~~b  ) ' 


'M 


sin  0 sin  »V 


Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  ghne  Weiteres  umgekehrt  werden;  setzt  man 
hierbei  zur  Abkürzung 
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cos 2 0 sm»0 

„'1  I 


b s 


cos20  s*«*0 

C = —v-  H -3-, 


o2 


so  erhält  man 
1. 


' ‘sin  OdO  7t 


e = \j  .inOitlJ  = i J -Vbc  2 

0 0 0 v 

= -/- 


V(^  + T)( 

oder,  wenn  cosO  — t substituirt  wird, 


cos *0  , sin*U\ 


a2 


+ 


V 


<3  = 


1 

\7tbc J 


dt 


Das  Integral  gestaltet  sieh  noch  etwas  eleganter,  wenn  man  die 
Excentricitäten  des  Ellipsoides  in  Rechnung  bringt.  Unter  der  Vor- 
aussetzung a ~^>  b > c sei  nämlich  zur  Abkürzung 


es  wird  dann 


Va*  — b»  . V«!-c! 

= ß,  = n 


dt 


Q = Mcj- 


V(i  — /52<S)(1  — y2<2) 

Im  Falle  eines  Rotationsellipsoides  lässt  sich  auch  diese  Inte- 
gration leicht  ausführen. 


§.  102. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  dreifachen  Integralen. 


Die  Aufgabe,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  ana- 
log der  in  §.  98  gelösten  und  betrifft  die  Umwandlung,  welche  das 
dreifache  Integral 


1) 


W = f J'  f F(x,y,e)  dx  dyde 


erleidet,  wenn  statt  der  ursprünglichen  Variabelen  x,  y,  e drei  neue 
Variabele  r,  s,  t eingeführt  werden,  welche  mit  jenen'durch  Gleichun- 
gen von  der  Form 


Digitized  by  Google 


in  dreifachen  Integralen.  477 

.2)  x = <p(r,s,t),  y = tp(x,s,t),'  g — %(r,s,t) 

verbunden  sind.  Um  diese  Substitutionen  nach  einander  vorzuneh- 
men, denken  wir  uns  die  Gleichungen  2)  durch  drei  andere  ersetzt, 
nämlich 

3)  x — <p  (r,  s,  <),  y = ipi  (x,  s,  t),  e = %i 

die  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  2)j 
die  zweite  entsteht,  wenn  r aus  den  beiden  Gleichungen  x=tp  (r,  s,  t) 
und  y = ip  (r,  s,  t)  eliminirt  wird;  die  dritte  ist  das  Resultat  der  Eli- 
mination von  r und  s aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen. 
Statt  der  Yariabelen  g führen  wir  die  Yariabele  t mittelst  der  Glei- 
chung g = fa  (x,  y,  ()  ein  und  nennen  zur  Abkürzung  Ft  ( x,y,t ) das- 
jenige,  was  bei  dieser  Substitution  aus  F(x,y,g ) wird;  dies  giebt 

4)  W=f, f f FAx,  y,t)dxdy^  dt. 

Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  von  %i  (x<  0 nicht  an- 
geben lässt,  so  muss  der  Differentialquotient  ^ aus  den  ur- 

ot  dt 

sprünglichen  Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 
mit  der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  x und  y als  constant  gelten, 
und  nachher  dr  und  ds  eliminirt.  Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 


0 = 


dq>  , dcp  , 0<p 
-dr  + -ds  + -at, 


°=  *ir  + 


dtp  , , dtp 

tt“  ds  -f-  tt  dty 
ds  dt 


— S-+SI-*- 

und  wenn  zur  Abkürzung 

51  N=  dtp\ 

dr  \0s  dt  dt  dsj'drxds  dt  dt  ds) 

. 8% fd<p  dtp dtp  dtp\ 

' dr \0s " dt  dt'  ds)' 


dtp  dtp  dtp  dtp 

dr  ds  ds  dr 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  von  dr  und  ds 


dt  — 

mithin  nach  Nro.  4) 


M N 

— - dg  oder  dg  = ~^rzdt, 
N M 


W — J J J Fi  ( x,y,t ) dxdydt. 


Digitized  by  Google 


478  Cap.  XVI.  §.  102.  Substitution  neuer  Variabelen 

I m zweitens  statt  »/'die  neue  Variabele  s einzuführen,  benutzen 
wir  die  Substitution  y = ipl  (x,  s,  t ) und  nennen  F3  (x,  s , t ) dasjenige, 
was  hierbei  aus  i\  (x, y, t)  wird;  zunächst  haben  wir: 

6)  W^I f 

0 ^ p 0 ^ 

Dabei  ist  noch  — — - aus  den  Gleichungen  2)  herzuleiten; 

OS  Os 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  Gleichungen 
differenzirt,  dabei  x und  t als  Constanten  betrachtet  und  d r eliminirt. 
Hiernach  ist 

• „ 8g)  , . d<p  , 

0 = -zrdr  4-  -J-ds, 
er  cs 

dtp  dtp  , 

dy  = —dr  + -ds, 


und  wenn  zur  Abkürzung 


L = 


dtp 

ar- 


gesetzt  wird,  so  findet  sich 
L 


ds 

mithin  aus  Nro.  6) 


M 


~rdy  oder  dy  — —ds 
M Jj 


W—JJ  f Ft  (x,s,t)^dxds  dt. 


Endlich  führen  wir  statt  x die  neue  Variabele  s ein  mittelst  der 
Substitution  x = cp  (r,  s,  t)  und  nennen  F3  (r,  s,  t)  dasjenige , was 
hierbei  aus  F3  (x,  s,  f)  wird.  Da  gleichzeitig  s und  t als  Constanten 
zu  betrachten  sind,  so  ist  einfach 


, 8g> 

dx  — — dr 
dr 


Ldr 


mithin 


w=fff  F3  (r,  s,  t)  Ndr  ds  dt. 


Beachtet  man  noch,  dass  F3  (r,  s,  f)  nichts  Anderes  sein  kann,  als 
was  unmittelbar  durch  Einführung  von  <p(r,s,t),  cp(r,s,t),  %(r,s,f) 
entstehen  würde,  so  hat  man  die  allgemeine  Formel 

7)  JJ J F{x,y,z)dxdyds  == J J J F(<p,i>,  %)Ndrds  dt, 

worin  <p,  cp,  % aus  Nro.  2)  und  N aus  Nro.  5)  einzusetzen  sind. 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  geometrische  Betrach- 
tung. Denken  wir  uns  nämlich  x,  y,  s als  die  ursprünglichen,  r,  s,  t 
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als  neue  Coordinaten  eines  Punktes  P im  Raume,  so  dienen  die 
Gleichungen  2)  zum  Uebergange  von  dem  ersten  zum  zweiten  Coor- 
dinatensysteme.  Es  sei  ferner  F (x,  y,  Z)  die  Dichtigkeit  an  der 
Stelle  xye;  es  ist  dann  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  rst  durch 
F[rp  (r,  s,  t),  t (r,  s,  t),  i (r,  s,  <)] 

zu  bezeichnen,  wofür  wir  kurz  F(<p,ip,%)  schreiben.  Um  nun  in 
beiden  Coordinatensystemen  das  dreifache  Integral  Ti7'  als  Masse  eines 
Körpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
neuen  Volumenelementes  an,  welches  statt  des  früheren  dxdytlz  zu 
setzen  ist.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
gende Coordinaten  hatten: 

x,y,e ; x -f-  dx,y,e;  x,y  -)-  dy,e;  x,y,e  4 de; 
x 4 dx,y  4 dy,e;  x 4 dx,y,e  4 de-,  x,y  -f  dy,e  4 de-, 
x -\-  dx,  y + dy,  e 4 de; 

in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Parallele- 
piped, dessen  Ecken  P,  Pit  P2,  P3  u.  s.  w.  die  Coordinaten 

r,s,f;  r -f-  dr,s,t;  r,s  4 ds,t;  r,s,t  4 dt  u.  s.  w. 


besitzen,  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Dimensionen,  als  das  Sechsfache  der  Pyramide  PPtP2P3  angesehen 
werden  darf.  Legen  wir  durch  P ein  Coordinatensystem  parallel  zu 
dem  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten 
von  Pu  P2,  P3  mit  Jlt  rj2  f2,  £31J3£3,  so  ist  der  sechsfache  In- 
halt von  PPi  PtPj,  also  das  Volumenelement' 

==  ii  (y-2%3  — Vs  Es)  4 Vi  (?2  l,i  — Ssii)  4 Ei  (l->  Vs  *?*)• 
Ferner  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  Coordinaten- 
system = Xi  — x oder,  weil  der  Punkt  P,  durch  alleinige  Aen- 
derung  des  r aus  dem  Punkte  P hergeleitet  wurde, 


ebenso 


dy  , . de  , 

^ = drdr'  ^=Y/r' 


£. 


dx 

Ysds ’ * 
dx 

Ytdt'  123 


dy  de 

— ds,  £ä_gsds, 

dy,.  * _ defn 

Ytdt'  L ~ Ttdt 


In  den  neuen  Coordinaten  r,  st  t ausgedrückt  ist  also  das  Volu- 
menelement 
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de dy  0£\ 

dt  dt  ds)  ' 

+ 


rP.'C  /dy  d, 

\dr  \ös  d 


dy 

(dz 

dx 

de 

dx\ 

dr 

' ds 

"Ft  " 

~ Ft 

ds) 

dz  1 

*dx 

dy  _ 

dx 

dr  ‘ 

^,<3s 

dt 

" Ff 

ds)  J 

= Ndrdsdt, 

wofern  man  x,  y,  z durch  <p,  tp,  % ersetzt.  Das  Massenelement  wird 
hiernach 

F{<pA',  x) Ndrdsdt, 

und  die  Summe  aller  Massenelemente,  d.  h.  das  dreifache  Integral 


fff 


F(cp,i',x)  Ndrdsdt 


giebt  dieselbe  Masse  wie  vorhin,  wenn  die  Integrationsgrenzen  für 
r,  s,  f entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gewählt  werden. 

Als  Beispiel  diene  das  Integral 

f{x  + y + e) 


8) 


11- 


•ff fl 


■dxdyde, 


(1  + ccx  -f  ßy  + ye)3' 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Be’dingung 

9)  0<x-}-y-\-e<h 

genügenden  x,  y,  s beziehen  mögen.  Der  Punkt  xye  bleibt  dann 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Coordinatcnebenen  und  von 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Coordinatenacbse  die 
Strecke/»  abschneidet.  Wir  betrachten  nun  den  Punkt  xye  oder  Pin 
92,  Fig.  92  als  Durch- 

schnitt von  drei 
7 Hülfsebenen,  wel- 

che auf  folgende 
Weise  entstehen. 
Erstens  legen  wir 
durch  P eine  E bene 
parallel  zu  der  vor- 
hin erwähnten  vier- 
ten Ebene  und  nen- 
nen r jeden  ihrer 
gleichen  Achsenab- 
schnitte;  die  Glei- 
chung dieser  Ebene 
ist 

* + */  + * — *■ 

und  in  der  Figur  OB=r.  Zweitens  legen  wir  durch  P und  durch 
den  Coordinatenanfang  eine  Ebene , welche  mit  den  Ebenen  xy  und 
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xe  gleiche  Neigungswinkel  bildet,  und  nennen  tf  jeden  der  Winkel 
XOS XOS"-,  die  Gleichung  der  Ebene  S'OS"  ist  dann 
y e = xtan <5. 

Endlich  legen  wir  eine  Ebene  durch  P und  die  x-Achse  und  be- 
zeichnen mit  x den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  ROT 
und  der  a^-Ebene;  dies  giebt 

z = ytanx. 

Insofern  die  drei  Grössen  r,  ö,  r die  Lage  des  Punktes  P 
unzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vorigen  drei  Gleichungen  x,  y,  z 
durch  r,  6,  r ausdrüekt,  bo  erhält  man  folgende  Formeln  zum  Ueber- 
gauge  von  dem  einen  Coordinatensystem  zum  andern: 


_ r 
X 1 4*  tan  ö ’ 

r tan  <J  r tan  <1  tan  r 

y (1  -}-  tan  0)  (1  -f  tanz)'  B (1  + tan  <J)(1  -f-  tanz) 

Zur  Abkürzung  sei 

1 _ 1 _ t, 

1 tan  <J  ’ 1 + tan  z ’ 

es  ist  dann  einfacher 


x — rs,  y — r(l  — s)t,  z = r(l  — s)(l  — <), 
und  nun  mögen  r,  s,  t als  neue  Coordinaten  von  P betrachtet  werden. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
Form  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
nehmen wollte,  durch 


xt(  1 — s) 
* = rs,  y = 


_y(  1 — 0 

t 


zu  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 


/(r)  r8  (1  — s)  dr  dsdt  . 

-f  ars  + ßr  (1  — s)  t -}-  yr  (1  — s)(l  — <)]3 


Damit  der  Punkt  P,  vom  Coordinatenanfange  ausgehend,  alle 
innerhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r von  0 bis 
h,  6 von  | n bis  0,  mithin  s von  0 bis  1,  und  z von  J n bis  0,  also  t 
von  0 bis  1 ausgedehnt  werden.  Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 
4=1  + ars  + yr(  1 — s),  B = (j3  — y)r(l  — s), 
so  ist 

SehlOroiloh,  Anulyri»  I.  31 
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n 1 l 

W ==  J r-/(r)dr 1 — s)ds \f 

o u o 

A l 

= 1 f rV(r)dr J{  1 —s)ds 


dt 


(A  + Bty 
2A+B 


( A + Ü)'M* 

v V 

Indem  man  ferner  die  Abkürzungen 

1 -f  «r  = «,  ( a — ß)r  — b,  («  — y)r  = c 
benutzt,  erhält  man 

A B = a — 6(1  — s),  A = a — c(l  — s), 
2.4  + B = 2a  - (!)  + c)  (1  - «), 
und  das  auf  s bczügb'che  Integral  wird  dann 


I 


(1  — s)  [2  a — (6  +-  c)  (1  — s)]  ds 
[rt  _ 6 (1  _ s)]  -[a  _ c (1  - s)p 


Purch  Einführung  von  1 — s — u geht  dasselbe  über  in 

l 

Ve  [2  a — (6  +-  c)  m]  d u 


ß 


(a  — 6m)2  (a  — cm)2 


= _2_  f\ I I 

6 — cj  l(a  — 6m)2  (a  — cti)2 


du  — 


a(a  — 6)  (a  — c)’ 


mithin  ist 

10) 


w 


* 

-Yf-, 


r2f  (r)  dr 


(a  — 6)  (a  — c) 


Aus  8),  9)  und  10)  folgt  nun  vermöge  der  Werthe  von  a,  6,  c, 

h h — x h—x—y 

V(®  + y 4-  e)dxdyde 


J f f {\  4-  ux  4-  ßy  4-  yey 

x f r*f(r)dr 

y (1  + ar)  (1  4 ßr)  (1  4 yr) 

und  damit  ist  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  reducirt  ohne 
Beeinträchtigung  der  willkürlichen  Function  /. 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  auch  auf  vier- 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande  gezeigt 
werden  soll. 
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Cap.  XVII. 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Variabelen. 


§.  103. 

Grundbegriffe ; Trennung  der  Variabelen. 


Die  bisherigen  Integrationen,  mochten  sie  nun  ein-  oder  mehr- 
fache sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differentiale,  d.  h.  auf 
Products  von  der  Form  f(x)dx  oder  f(x,y)dxdy  u.  s.  w.,  worin / 
eine  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Variabelen  bedeu- 
tete. Sehr  häufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  der  Differentialquotient 
einer  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  der 
Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 
chung die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.  So  lässt  sich  z.  B. 
die  Frage  nach  derjenigen  Function  y von  x stellen,  welche  ihrem 

dy 

Differentialquotienten  gleich,  für  die  also  y ist;  ebenso  kann 

CI  X 

man  die  Gleichung  der  Curve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 

du  v 

Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse,  mithin  -j-  = — istu.s.  w. 

(IX  &x 

Alle  derartigen  Gleichungen  zwischen  einer  unbekannten  Function 
und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe- 
rentialgleichungen; die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie  zu  integriren, 
d.  h.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
nannte Integralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Differentiale, 
sondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen  und  etwaige  Constanten 
Vorkommen. 

Gewöhnlich  classificirt  man  die  Differentialgleichungen  nach  der 
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Ordnung  des  höchsten  vorkommenden  Diffcrentialquotienten , indem 
man  sagt,  dass  die  Differentialgleichung  von  der  nten  Ordnung  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  Differentialquotient  von  der  nten 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variabelen  x und  y ist  demnach 

oder,  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  ~ reducirt  denkt, 

dx 

2)  Ix  = ~ oder  + 'i’{x,y)dy  = 0. 


Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgleichungen  näher 
betrachten,  wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form 


Tx  = *<*’*> 


x und  y als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zwar 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  Linie, 
denn  die  Gleichung  3)  giebt  tan  r = %(x,y),  wo  t den  Winkel  zwi- 
schen der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am  Punkte  xy  bezeich- 
net. Geben  wir  dem  x und  y zwei  willkürliche  Anfangswerthe  x = x0 
und  y = y0,  bo  lässt  sich  die  Tangente  vermöge  der  Gleichung 
tan  t0  = z(To>  !/o)  construiren ; auf  dieser  nehmen  wir  naho  an  x0y0 
einen  zweiten  Punkt  xtyi  und  betrachten  das  zwischen  x0  y0  und  xtyi 
liegende  Stück  der  Tangente,  welches  t0  heissen  möge,  als  näherungs- 
weise zusammenfallend  mit  der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curveu- 
punkte  xtiji  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Construction  wieder- 
holen, also  tan tj  — %(xi,yi)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf 
ihr  ein  Stück  tj  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  Xj  y3 
gelangen  u.  s.  f.  Das  so  construirte  Polygon  scliliesst  sich  der  ge- 
suchten Curve  offenbar  um  so  genauer  an , je  kleiner  seine  Seiten  <o> 
<i,  tj  etc.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar 
näherungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  ver- 
folgbaren Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Man  be- 
merkt zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  welche  in  der  Lösung 
der  Aufgabe  liegt.  Da  nämlich  der  erste  Punkt  x0yo  willkürlich 
bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  imendlich  viele  Curven  mit  der 
in  Nro.  3)  verlangten  Eigenschaft ; diese  Curven  sind  im  Allgemeinen 
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von  derselben  Natur  und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den 
Dimensionen.  So  z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differential- 
gleichung jede  Gleichung  von  der  Form  y—V^kx,  wo  k 

beliebig  bleibt,  d.  h.  in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppel- 
ten Abscisse  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleichung  entstehen  lässt. 
Differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 
F(x,  y,  k)  — 0, 

worin  k eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 


dF 

dx 


. , 9F  . ■ - n 

dx  + — dy  = 0. 


und  wenn  k aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

neue  Gleichung  zwischen  x,  y und  d.  h.  eine  Differentialgleichung; 

letztere  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  man  auch  dem  k ertheilt 
haben  möge.  Umgekehrt  ist  F(x,y,k ) = 0 die  zu  Grunde  liegende 
Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss  darin,  wie 
vorher,  die  wi  11k  ürli  ehe  Constante  k Vorkommen;  ausserdem  würde 
man  nur  eine  specielle  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 
culäre  Auflösung  der  Differentialgleichung  haben.  In  manchen 
Fällen  existirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singuläre 
Auflösung;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer,  wenn 
sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.  h.  wenn 
man  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 
4)  Xdx  +•  Ydy  — 0 

bringen  kann,  wo  X eine  Function  von  x allein  und  Y eine  Func- 
tion von  y allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 


5) 


J' Xdx  ■+-  J' Ydy — Const.  = 0; 


man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  mit/(a;,  y)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satz 

0/  , y**  = n 

dx  dy  dx 

in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  — X,  — Y,  weil  in  Nro.  5) 
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die  Integrationen  so  geschehen,  als  wären  x und  y von  einander  an- 

d y , 

abhängige  Variabele;  man  erhält  folglich  X 4-  Y — = 0,  was  mit 

a x 

der  Gleichung  4)  übereinstimmt. 

Etwas  allgemeiner  als  die  Differentialgleichung  4)  ist  die  fol- 
gende: 

6)  X,  Yjdx  4-  X*  Y,  dy  = 0, 

in  welcher  Xi  und  X2  von  y,  Yj  und  Yt  von  x frei  sein  mögen; 

durch  Division  mit  X2  Y2  wird  daraus 

Xi  , Y,  . 

— dx  + — dy  = 0, 

Aj  Xj 

mithin  durch  Integration: 


7) 


dx  + fYdy~  Const' 


Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Curve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gegebene 
Function  <p(x)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  die 
Differentialgleichung 

dy  , , 

* ! 3i  = 

oder,  nach  Trennung  der  Variabelen, 
dy  dx 

~y  ~ V(x)' 

mithin  durch  Integration: 


ly  — Const.  +• 


dx 

<PG*Ö 


h 


Um  auf  y zu  reduciren,  setzen  wir  cc°n>l-  — C,  wo  C eine  neue  will- 
kürliche Constante  bezeichnet  und  erhalten 

dx 
<p(x) 

y = Ce 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die 

Curven  zu  finden , bei  denen  die  Subtangente  von  der  Form 
ist;  man  erhält  als  Integralgleichung: 

fm>-J 
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Ueberhaupt  bieten  die  Subtangenten  und  Subnormalen  der  Cur- 
ven,  als  Functionen  der  Abscissen  oder  Ordinaten  betrachtet,  eine 
ziemliche  Auswahl  solcher  leicht  zu  integrirender  Differentialgleichun- 
gen dar. 


§•  104. 

Substitution  einer  neuen  Variabelen. 


Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  lässt,  so  ist  es  häufig  von  Vortheil,  statt  der  ursprünglichen 
abhängigen  Variabelen  eine  Deue  Variabele  durch  Substitution  ein- 
zuführen und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere zu  verwandeln;  nicht  selten  gestattet  dann  die  letztere  jene. 
Sonderung  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  allgemeine  Fälle 
dieser  Art  angeben. 


I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xy  mit  der  x-  Achse  einschliesst,  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  zwischen  Radiusvector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

r = F(ff). 

Da  zufolge  der  gegebenen  Bedingung  auch  tan  r eine  bestimmte 
Function  von  tan  0,  etwa 

tan  z = <p  ( tan  fl) 

sein  muss,  so  hat  man  bei  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Differen- 
tialgleichung 


1) 


dy 

dx 


fy 


welche  im  Allgemeinen  keine  Sonderung  der  Variabelen  zulässt.  Setzt 


man  dagegen  — = t oder  y = xt,  wo  t eine  neue  abhängige  Varia- 

- X 

bele  bezeichnet,  so  wird  aus  Nro.  1) 


x -f-  t = cp  (t)  oder 


dt 


dx 
x ’ 


2)  " dx  ' ' — 'rw 9(0  - t 

und  hier  sind  die  Variabelen  getrennt.  Die  Integration  liefert,  jetzt 
eine  Gleichung  von  der  Form  ii>(t)  = Ix  -f-  Const.,  und  wenn  man 


y 

statt  t seinen  Werth  — wieder  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 

X 

sachten  Integralgleichung. 
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Soll  z.  B.  z = 2 0 sein,  so  folgt 

2 tan  0 


tanz  — 


oder 


♦ * 


dy 

dx 


die  erwähnte  Substitution  giebt 


1 — tan^O' 


2* 


- er 


i — 


dt=^, 

X 


t(  1 + P) 
mithin  ist  durch  Integration 

1t  — 2 (1  + <s)  = Ix  -{-  Const. 

■ • 

Setzt  man  Const 


oder 


— ^ (Vc)’  80  man 


2cy  = z*  -f  y\  y = c ±V c»  — x\ 

Die  gesuchte  Curve  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  Coordinaten- 
anfange  berührt. 

Gleichungen  von  der  Form  1)  werden  homogene  Differential- 
gleichungen genannt,  weil  in  ihnen  zwei  gleichartige  Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  Vorkommen.  Ein  ferneres'  Bei- 
spiel hierzu  ist  folgendes. 

In  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  unbekannten 
Curve  sei  OM=x,  MP  — y (Fig.93); 
aus  M beschreibt  man  mit  dem 
Radius  MP  einen  Kreis,  legt  an  den- 
selben von  0 aus  die  Tangente  0 Q, 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  Q 
parallel  zur  aj-Achso  eine  Gerade, . welche 
die  ;!/- Achse  in  li  schneidet,  und  ver- 
bindet endlich  P geradlinig  mit  P; 
man  verlangt,  dass  PP  die  Curve  in 
P berühre.  Die  Construction  giebt 


Fig.  93. 
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OB  = 

x 

und  da  andererseits  bei  jeder  Curve 

OB  — y — xtanx 

ist,  so  hat  man  die  Differentialgleichung 


dx 


Vx‘- » - 


y 


* i 

S - 


oder 


iz  = 2 _ 2-  Vi  - (l)‘.  ■'  * 

dx  x x V \xj  > ‘ 


Mittelst  der  Substitution  y = xt  wird  hieraus 

<Z<  .ir - . dt  ' 


x — = — t V\  — p oder . 

dx  <Vl 


und  durch  Integration 


- <2 


dx 
~x  4 


Z 


a + Vi  — <2 


!) = ’(!)• 


a;  2 an2 

= — oder  « = — , 

a J o2  + x^' 


X % oder^)  = IT 


4. 


wobei  o eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Nach  Restitution 
des  Werthes  von  t erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

x -f  Vr2  — y2 


wonach  dieselbe  leicht  zu  construiren  ist. 

II.  Die  Substitution  y — xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung 

3>  . g~s +/W,(J) 

gute  Dienste;  es  wird  nämlich 

4) 


wo  nun  die  Variabelen  getrennt  sind,  so  dass  die  weitere  Rechnung 
wie  vorhin  geführt  werden  kann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Curve,  für  welche  die  von  der 
Tangente  am  Punkte  xy  auf  der  «/-Achse  abgeschnittene  Strecke 
x*  . 

— ist , wobei  b eine  gegebene  Linie  bedeutet , so  hat  man  die 
Differentialgleichung 
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dy  x* 

J dx  b3y 

oder 

dy y_  _ x*_  J_ 

dx  x b*  y_ 

x 

Nach  dem  obigen  Verfahren  giebt  dies 


rr™  oder  tdt  = — 
o‘  t 


xd  x 
b3  ’ 


ferner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  = gesetzt  wird, 


<3  = — 


** 

b3 


a3 


cV  a3  — a;3 


Unter  Benutzung  eines  mit  dem  willkürlichen  Radius  a beschriebe- 
nen Kreises  ist  die  Curve  leicht  zu  construiren;  sie  hat  eine  ähnliche 
Gestalt  wie  die  Lemniscate. 


III.  Ufa  noch  eine  andere  Substitution  zu  zeigen,  betrachten 
wir  die  Differentialgleichung 

dy  _ f{x)  <p(V  x'1  + if)  — x 

6)  5i- i 

oder 

6)  x + y^=fix)(p(Vx aTl^)' 

Setzt  man  hier 


x3  + y3  = r3, 
so  folgt  durch  Differentiation 


, dy 

‘ + »Tx 


und  aus  Nro.  6)  wird  einfacher 

7)  rd£=  m <P  00  oder  -lg-  = f(x)  dx, 

wo  nun  die  Sonderung  der  Variabelen  ausgeführt  ist. 

Verlangt  man  z.  B.  die  Curve,  bei  welcher,  das  von  der  Norm  ale 
auf  der  avAchse  abgeschnittene  Stück  in  constantem  Verhältnisse  zum 
Radiusvector  steht,  so  hat  man,  wenn  s die  gegebene  Verhältnisszahl 
bezeichnet, 
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x y z=  sVx3  -f  iß. 

Die  obige  Substitution  giebt 
’dr 

di=£'  + 

■welches  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,  wenn  ein 
Brennpunkt  zum  Coordinatenanfang  und  die  Hauptachse  zur  «-Achse 
genommen  wird. 


§.  105. 

> 

Substitution  zweier  neuen  Variabelen. 

I.  Eine  ziemlich  allgemeine  und  häufig  vorkommende  Differen- 
tialgleichung ist  die  folgende 


1) 


^ + Xy  X0  = 0, 


worin  X und  Xo  irgendwelche  gegebene  Functionen  von  x bedeu- 
ten. Die  Substitution  y = xt  würde  hier  zu  keinem  Resultate  füh- 
ren , man  versucht  daher  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
sich  y als  Product  zweier  neuen  Variabelen  u und  v denkt.  Setzt 
man  demgemäss 


2) 


dy  du  , dv 

= **'  Tx:=vTx  + uTx' 


so  erhält  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentialgleichung 

(iS  + Xu)  V + (“  Tx  + Zo)  = °- 

Diese  ist  erfüllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  m und  v den 
zwei  Bedingungen 


3) 


du  , _ . dv  , __ 

- + Xm_0,  u-  4-  Xo  = 0 


genügen.  Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Sonderung  der 
Variabelen  und  Integration 


— = — Xdx,  lu 
u 

oder  wenn  e4  = B gesetzt  wird, 


— / 


Xdx  -f  A, 
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4)  u = Be  fXd* , 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3)  folgt  unter  Benutzung  des  fiir 
u gefundenen  Werthes: 

dv X0  __  1 

j ' — — T.  Aq  6 y 

dx  u B 


5) 


v — Const. 


~ l/Zo 


+ fX<tx  , 

e J dx. 


Wegen  y = uv  ist  nun  nach  4)  und  5),  wenn  B . Const.  — C ge- 
setzt wird, 


6) 


y = (e  fXdx^^C  — JxüeXiZ  dx 


Beispielsweis  suchen  wir  die  Curve,  bei  welcher  das- von  der 
Tangente  auf  der  y- Achse  abgeschnittene  Stück  — }fax  — y ist. 
Die  Differentialgleichung  lautet  in  diesem  Falle 


oder 


es  ist  also 


V - xA£  = VTx  - y 


dy  2 I f a 


Mittelst  der  Formel  6)  erhält  man 

3,  = e»‘*(c+  fW^'dx) 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  und  wenn  G = — ■ gesetzt 

-w.  '«£s- 

X^  2 -./■ 

y = — — — V ox. 

j b 3 r 

Die  betreffende  Curve  ist  übrigens  mittelst  zweier  Parabeln  leicht  zu 
construiren. 

IL  Auf  die  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  die  folgende  - 


7) 


~ + xm  + Xo  = o 


zurückführen,  worin  f(ß)  eine  gegebene  Function  von  z allein  und 
f(z)  ihre  nach  e genommene  Derivirte  bedeutet.  Setzt  man  nämlich 
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8)  f(z)  = y mithin  f(z)dz  = dy, 

so  erhält  man  die  neue  Gleichung 

r,  + x»  + *•  = °' 

welche  ganz  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Das  Integral  von  Nr.  7) 
ist  daher  nach  6)  und  8) 


9)  /(*)  = ( ) (c  — J X0 <Sxix  dxy 

Zu  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  B.  die  Differen- 
tialgleichung 


10) 


d z . X . Xq  , _ 

+ + 


in  in 

was  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 
cL  z 

mz'»-1  -r  -f  Xzm  + Xo  = 0. 
dx 


Hier  ist  f(z)  = zm  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10) 

ST0  cfXdxdxy 

Setzt  man  in  Nro.  10)  m = 1 — n und  lässt  (1  — «)  X an  die 
Stelle  von  X , ebenso  (1  — n)  Xo  an  die  von  Xo  treten , so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

12).  i£  + Xz  + Xuz*=  0 


11) 


em 


= (,-/-)  (c-/ 


und  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)  = (e-u-ofx**  j je  — (1  — n)  Jx^l~n)fxix  dx | • 

Ist  z.  B.  gegeben 

d&  - fl  ■ i a ^ 

- + - * + »«•  = ». 

so  fiüdet  Bich  nach  Nro.  13),  falls  1 ist, 

1 — q 

e c(l  — a )xa  -J-  bx' 

und  für  a = 1 

— 1 

e — x(c  + blx) 
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§.  106. 

Vom  integrirenden  Factor. 


I.  Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Variabelen  zu  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
tialgleichung von  der  Form: 

1)  <p(x,y)dx  + rl>(x,y)dy  = 0 

allgemein  integrirt  worden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differential  einer 
Function  f(x,y),  ist  also 


<p(x,y)dx  -f  rl>(x,y)dy 


-dl 

dx 


dx  -f  dy  = df, 


so  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen , wenn  f(x,  y)  = Const. 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
So  z.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 
xdx  + ydy  = 0 

auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d(xy)  = 0 
einerlei  und  folglich  xy  — Const.  ihr  Integral  ist.  — Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten,  so  sind  offen- 
bar zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Criterium  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  vollständiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  man 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grunde 
liegende  Function  f(x,y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  zu 
entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  Erör- 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 
q> . dx  -f-  . dy 

ist  mit  dem  totalen  Differentiale  von  /,  d.  h.  mit 


dx 


+ ¥ydy 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 


df 

dx 


df 


df. 


dx  <P’  dy 


stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Beziehung 
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auf  y und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x,  so  entstehen  die 
neuen  Gleichungen: 

8 »/  _ 8 cp  d*f  __  dt 
dydx  8 y ’ dxdy  dx' 


deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  5 in  §.  15);  es  muss  daher 


21  85p  _ 8^ 

8 y dx 

sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  cp.dx  4 il>.  dy 
das  vollständige  Differential  von  /.  Um  die  letztere  Function  zu  be- 


O /■ 

stimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  7—  = (p;  aus  ihr  folgt 

0 x> 


<p.dx  -f-  K, 


wo  sich  die  Integration  auf  x allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
zieht und  K eine  Constante  bezeichnet,  die  von  x frei  ist,  demohn- 
geachtet  aber  y enthalten,  also  eine  Function  von  y sein  kann.  Sie 
bestimmt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf  y 
differenzirt,  wodurch 

df_ 

dy 


/: 


d<P  , dK 
Oy  dy 


entsteht;  dies  muss  mit  1 p einerlei  sein  und  man  hat  daher 

dy  V J dy 


folglich 


■K=C  + f*.d»-fdyJ 


In  den  früheren  Werth  von  / substituirt , giebt  dies  die  Integral- 
gleichung / = 0,  nämlich : 


3) 


C 4 f <p  .da j + J'ty-dy  — J dy  dx  = 0, 


worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Va- 
riabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differential  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differentialgleichung  erfüllt: 

(*”  4 y)  dx  4-  (y*  4 x)dy—  0, 

nämlich  : 
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dtp 

8 y “ dx  ' 

die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  aagedeuteten  Integrationen  giebt: 

Xm  + 1 


ftp . dx  — J(xm  -f  y)dx  = + yx, 


m + 1 

yn  + l 


J 4>-dx=  J*  (jr  + x)dy  = y i + *y. 

"■  fdyP^ dx  =fdyf«*r=  y*' 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 


C + 


put  X 


+ 


Un  +1 


+ xy  — 0. 


m + 1 ' n -1-  1 
IL  Es  kann  auch  der  Fall  Vorkommen,  dass  eine  Differential- 
gleichung zwar  durch  Differentiation  einer  Gleichung  von  der  Form 
f(x,  y)  = Honst,  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Bedingung 
' in  2)  unerfüllt  bleibt.  Stellt  sich  nämlich  das  Differential  der  Glei- 
chung/=  Const.  unter  die  Form: 


4)  (tp.dx-\-  i>.dx)x  — 0, 

wo  tp,  tp  und  % Functionen  von  x und  y bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Factor  % weglassen,  weil  die  linke  Seite 
— 0,  x aber  von  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung (p.dx  -)-  tp  .dy  — 0 bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
Differential  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt.  Aus 
. x 

der  Gleichung  — — Const.  z.  B.  folgt 


1 , x 1 

— dx dy  — — 

y y*  y* 


[ydx  — xdy]  = 0, 


oder: 


ydx  — xdy  = 0; 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Differen- 
tial und  in  der  That  ist  auch 

<t_) 

dy 

in  der  zweiten  Form  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Verlust  des 
gemeinschaftlichen  Factors  — zu  einem  unvollständigen  Differential 
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geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.  Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichung 

5)  cp . dx  -f-  cp . dy  — 0 

vorkommenden  Functionen  der  Bedinsruntr  — = — — nicht  genü- 

e e dy  dx 

gen,  so  ist  doch  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  % finden  lässt, 
nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  *d.  h.  in  ein  vollstän- 
diges Differential  übergeht;  man  kann  nämlich  cp  . % — qpLl  ip . % = cpt 
setzen  und  dann  mit  <pi  und  cp j ebenso  wie  vorhin  mit  cp  und  cp 
operiren.  Der  Factor  % muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

d(<P-Z)  _ 

dy  dx  , 

t 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird : 

6)  cp  ll  _ t l±  + ßl-M)  y = o.  .• 

; v dy  W dx  ^ \dy  dx)  1 : , 

Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem Verfahren;  doch  schliesst  .dies  nicht  aus,  dass  in  speciellen  Fällen 
die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann. 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Differentialgleichung: 

7)  {Xy  + X0)dx  + dy  = 0, 

wo  X und  iS«  Functionen  von  x allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  genügen dass  man  sich  % als  Function  von 

• 0 v 

x allem  denkt,  wodurch  — = 0 und 
dy 

— ^ + xjt  = o, 

dx  % 


Xdx, 


— / Xdx,  l = c 


fXdx 


wird.  Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

fXdx  fXdx 

(Xy  + X0)c  dx  + e dy  — 0 

•*  Schlftmllch,  Analysis  I. 
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erfüllt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilität  (Nro.  2),  wenn 

fXdx  fXdx 

(p  — ( Xy  + Xo)e  , xl>  — e 
gesetzt  wird ; zugleich  ist : 


und  so  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  p fXdx 

8)  C + yc  + / X0e  dx  = 0, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  105  gefunden  wurde. 


§.  107. 


Differentialgleichungen  verschiedener  Grade. 


I.  Wir  haben  bisher  solche  Differentialgleichungen  erster  .Ord- 

• • dy 

nung  behandelt,  in  denen  nur  die  fersten  Potenzen  von  y und 

dx 

vorkamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten 
Grade,  oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  wenn  dagegen  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  höhere  Potenzen  von  ^ enthält,  so  ist 
sie  von  der  Form 


»(% )+*(gr+*Gsr 


+■ 


+z-'t+z=°’ 


worin  Zt,  Zlt  • • • Z„— i,  Zn  Functionen  von  x und  y bezeichnen. 
Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen Differentialgleichung  besteht  darin,  dass  man  die  Gleichung 

in  Beziehung  auf  -p-  als  Unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 

CLJy 

gemeinen  » verschiedene  Werthe/i,/2,  ■ • • /„,  sämmtlich  Functionen 
von  x und  y,  erhält  und  nachher  die  n Differentialgleichungen 
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2) 


*y  _ f dy  _ f dy  _ 

dx  /l’  dx  /2’  dx~ Jn 


einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.  Nennen  wir 

3)  <pi(x,y,Ci)  = 0,  (Pi(.x,y,C3)  = 0,  • ■ • cpn(x,y,CH)  — 0 

die  Integralgleichungen  jener  n Differentialgleichungen,  so  ist  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung, und  die  allgemeinste  Lösung  entsteht  nun  durch  das  Product 

4)  <pi  (x,  y,  CJ . <p.j  (x,  y,  C-i)  • • • • (pn(x,  y,  C„)  = 0. 

Die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  Ci  — C2  •••  — Cn  — C nimmt;  denn  setzt  man 
der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  = 0 
und  giebt  dem  C alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C unter  Anderem 
auch  die  Werthe  G'i,  Cj,  . . . C„  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differentialgleichung: 


Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differentialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle: 


dy  _ Vxy  _ o dy  Vxy  _ Q 
dx  a ’ dx  ' a 


und  die  Integralgleichungen  derselben: 

J xV~X  , „ _ . 1 xVx 

y — s -y£  + — 0,  y -f-  | y—  + Cj  — 0, 


das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

(9+  c' -1Tt){!i+  c’  + !vF)=0' 

oder,  wenn  C2  — C2  — C genommen  wird, 

6)  (2/  + C)*  — § ^ = 0. 

II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drücke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil - 
haft,  die  Gleichung  1)  auf  y oder  auf  x zu  reduciren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen 

32* 


Digitized  by  Google 


500 

7) 


Cap.  XVII.  §.  107.  Differentialgleichungen 

2'  = (P(a:’^)0derX=:,ir(2/’S’ 


/7  iji 

wobei  — kurz  mit  y'  bezeichnet  werden  möge,  und  eie  in  der  neuen 
dx 

Gestalt  noch  einmal  zu  differenziren. 

Aus  y = 0 (x,  ij)  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 


8) 


8 <I>(x, j)  cO(r, j)  di/ 

dx  di/  dx  ’ 


v = - 


d.  h.  eine  Differentialgleichung  zwischen  den  beiden  Vnriabelen  x 
und  j\  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Form 
f(x,j,C)  = 0,  welche  mit  y — (x, j)  verbunden  dienen  kann, 

um  durch  Elimination  von  j zu  einer  Gleichung  zwischen  x und  y 
zu  gelangen. 

Ist  dagegen  die  gegebene  Differentialgleichung  auf  die  Form 
x = *P(y,y 0 gebracht,  so  wird 

. _ 8y(y.y)  . , dV(y,j)  dj 

8 y dj  dx  ’ 

oder,  wenn  man  dio  Beziehung 

di/  di/  dy 

dx  dy  dx 

in  Anwendung  bringt, 

, d‘)F(u,yr) 


9) 


y 


10) 


i 


y 


ty 


+ y 


di/ 
dy 

,d*P(y,y')  dj 
di/  dy 


Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  y und  j , ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  f(y,j,  C ) = 0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  x = ^(y,  j)  die  Variabele  y'  eliminirt, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung. 

Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 
wir  x und  y die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes, 
so  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
xy  gelegten  Tangente  constant  = a sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differentialgleichung: 

— y) 

oder  auf  y reducirt: 


Vi  + y'3 

t/ 


— a, 


i 
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H) 


y 


xt/ 


ay 


Vl +!,’>  , 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger  He- 
bung von  y': 

a . j di/ 


12) 


0 = jac 


v-(i + m dx  1 


und  daraus  folgt  entweder 


13)  = 0,  oder  x — 77= — — » = 0. 

dx  V(l+W 

Die  erste  Gleichung  giebt  — C und  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

„ aC 

y = Cx  — , , 

V 1 + C* 

d.  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten  an 
einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Goordinatenachsen  fallende  Stück  der  Geraden 
= a ist.  Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

VT 

V «3 


y = 


i 

X'3 


1 

X 5 


mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

y = — (3  — 


t\s 
xs  ji- 


Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 


y — Cx  + 


aC 


VT  + C * 


— 0 und  x » -)-  ?/3  — aß  = 0. 


III.  Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differentialgleichung 
auf  die  homogene  Form 

U)  y'n  + r,(| -)**■-»  + 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwierig- 

y 

keiteii.  Es  liegt  nämlich  sehr  nahe,  — = t zu  setzen,  wodurch  die 

X 

Gleichung  eich  unter  die  allgemeine  Form: 

15)  f(y',  0 = 0 

stellt,  die  man  entweder  in  Beziehung  auf  oder,  wenn  dies  um- 
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Btändlich  wäre,  nach  t auflöscn  kann,  wodurch  man  entweder  y' 
= <p(t)  oder  t = zum  llcsultat  erhält.  Andererseits  ist  we- 
gen y = xt: 


dy 

dx 


dt  . , 
XTx  + *• 


y 


t = X 


dt 

dx 


und 


dx 

x 


dt 

tf~t 


Hat  man  y'  durch  t ausgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  t, 
war  ab^j-  t durch  y ansgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  \f  vor; 
in  jedem  Falle  sind  die  Variabelen  gesondert  und  es  ist 

16) 

oder  auch 

17) 


Ix 


r dt 

~ J v -r 


Ix 


— iv-o  + f-«. 


und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenaehdem  ij  durch  t oder  t durch  y'  ausgedrückt  ist.  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  — 
Z(0  + Cotist.  und  man  braucht  nur  für  t seinen  Werth  .einzusetzen; 
im  zweitenFalle  ist  dasErgebniss  von  derFofm  Ix  — %(i/)  -f-  Const. 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  y'  aus  der  vorstehenden  und 
der  ursprünglichen  Gleichung.  > 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  s mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x und  y des  Endpunktes  durch  die  Gleichung 
s = ^2xy,  oder 


fr' 


1 -f-  ?/'*  dx  = V 2 xy 
verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung: 


für  y 


xt  findet  sich  hieraus: 

, _ f + (i  — 0 VJt 


,_(1  -t)V2t 


y’-t 


2<-  i ’ * yTt_  i 

die  Gleichung  11)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 

-/Sb*-»-' *-*-/«= 


dt 


(i  — t)VTt 
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Hier  ist  die  noch  übrige  Integration  durch  Wegschaffung  des  Wur- 
zelzeichens ( t = u1)  leicht  auszuführen  und  giebt : 


Ix 


in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  t = ~ die  Gleichung 

x 

der  Curve: 

1 

x — y _ {]fi—VyX 

c Vv^+v7  y 

wobei  e+°  — c gesetzt  wurde.  Zur  Construction  der  Curve  würden 
übrigens  Pctlarcoordinaten  bequemer  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s = V »ja:2  -f-  ny'2,  also  durch  Dif- 
ferentiation 

VT+7, 

V mx*  -f-  ny* 

und  vermöge  der  Substitution  y — xt 

VT+yi  — -2+Ä, 

V m -f-  nt 2 

(m  + nt1)  (I  + y2)  = (m  -f  nty’)1. 

Diese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  «/  oder  t zu  reduciren; 
am  einfachsten  wird  die  Sache  für  « = 1,  man  findet  nämlich 


y'  — t — 

und  nach  Formel  16) 

V m 


V m — 1 V m -)-  t1 


V 


m 


Ix 


V m 

V m 


hf 


dt 


V"  m + t2 


V m — 1 


l(t  -\-  V»»  11)  -f-  C, 


oder,  wenn  C — la  gesetzt  wird,  wo  a eine  neue  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet 

V m 

1 i»  H ",1g.  -*■  ~r 

' m — 1 


X_  /i 

a \ 


y +V  mxi  4-  y*'1 


Es  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y zu  reduciren;  für 
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m = | z.  B.,  und  wenn  man  zur  Vereinfachung  j«  an  die  Stelle  von 
a treten  lässt,  hat  man 

s = + iß,  ij  = — 1^  Vax. 


§.  108. 

Die  singulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen. 


In  dem  Abschnitte  II.  des  vorigen  Paragraphen  begegneten  wir 
der  eigenthümlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differentialgleichung  zwei 
Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkürliche  Constante 
enthielt,  die  zweite  nicht;  aus 


y = xy'~^ 


ay 

V l + y a 


folgte  nämlich: 


y = Cx  — 


aC 


Vl  + C1 


und  auch  X3  + 


s 

y3 


t 

= a*. 


Da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C besitzt , so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  spcciellen  Werth  von  C aus  jenem 
hervorgehen  müssto;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  uud  man  muss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singuläre  Auflösung 
einer  Differentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammen- 
hängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 

I.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

i)  — o, 

und  ihr  allgemeines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
nämlich 


2)  F(x,y,C)  — 0; 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Gleichung  als  Gleichung  derjenigen 
Curve  denken,  von  welcher  jeder  Punkt  die  durch  Nro.  1)  bestimmte 
Eigenschaft  besitzt.  Die  Gleichung  2)  charakterisirt  aber  nicht  eine 
einzelne  Curve,  sondern  vielmehr  eine  ganze  Schaar  von  Curven, 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  willkürlichen  Constanten  C 
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alle  möglichen  Werthe  giebt.  Zwei  aufeinander  folgende  individuelle 
Curven  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

F(r,  y,  k)  = 0,  F(x,  y,  Je  -f-  dk)  = 0 
oder  auch  durch  die  daraus  folgenden  Gleichungen 


3) 


F(x,  y.  Je)  = 0, 


cF(.r,y,l;) 

dk 


— 0 


darstellen,  und  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Curve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch 
dem  Durchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  falls  ein  solcher  existirt ; 
sie  gilt  endlich  auch  für  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
je  zweier  Nachbarcurven,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  Je  alle 
möglichen  Werthe  giebt.  Nach  §.  29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
chung 1)  die  Curve  F(x,y,k)  = 0 genügt,  so  genügt  jener  Glei- 
chung auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
rung  des  k entspricht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
also  noch  ein  singuläres,  wenn  man  k aus  den  Gleichungen  3) , oder 
C aus  den  Gleichungen  r 


4) 


F{x,  y,  C)  = 0, 


dFjx,tj,  CQ 
dC  . 


= 0 


eliminirt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singuläre  Lösung 
nicht  nothwendig  zu  existiren;  sie  wird  fehlen,  wenn  jene  Schaar  von 
Curven  keine  Einhüllende  besitzt. 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulären  Integrales 
lässt  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
differenziren  und  nachher  aus  den  Gleichungen 


5) 


„ ‘dF  dF  , dF  dy 
°UDd  Tx  = di+djdi  = ° 


die  willkürliche  Constante  C eliminiren,  weil  C nicht  in  Nro.  1)  vor- 
kommt. Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so,  dass  man 
die  Gleichung  F = 0 nach  C auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
die  zweite  Gleichung  eiusetzt.  Bei  der  Auflösung  von  F — 0 er- 
scheint aber  ein  Resultat  von  der  Form  C = <p(x,y)  und  daher  ist 
im  Allgemeinen  C als  Function  von  x und  y anzusehen ; beachtet  man 
dies  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  F = 0,  so  hat  man  voll- 
ständiger 


6) 


^ _^F_  dFdy  dJ^dO 

dx  dx  dy  dx  dC  dx 


Die  Elimination  von  C aus  F — 0 und  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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zu  demselben  Resultate  (Nr.  1)  fuhren  wie  die  Elimination  von  C 
aus  den  Gleichungen  5),  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  zweiten 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h.  wenn 


dF  dC_.fi 

WC  ' dx  ~ ° 


ist. 


d C 

Dazu  gehört  entweder  — 

dx 


= 0 d-h.  C=  Const.,  wodurch  man 


. auf  das  Integral  2)  zurückkommt,  oder 


V) 


dF 

dC 


= 0, 


und  wenn  sich  hieraus  für  C eine  Function  von  X und  y findet,  so 
giebt  deren  Substitution  in  F—0  eine  neue  Gleichung,  welche  ohne 
willkürliche  Constante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  singuläres 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen,  dass 
eine  Differentialgleichung  nicht  mehr  als  zwei  Integrale  haben  kann, 
von  denen  eines  das  allgemeine,  und  das  andere  das  singuläre  ist. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  krumme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse  ab- 
schneidet, und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Differential- 
gleichung der  Curve  lautet:  ' \ 

8)  yV  \ + y'*  = Va(x  -f  yy'); 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  unter 
Nro  II.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheilhaftesten, 
auf  X zu  reduciren,  weil  die  Entwickelung  von  y eine  quadratische 
Gleichung  geben  würde.  Man  hat  nun 

9)  0J(1  +y'ä)  — ayy'  = ax, 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen 

dx  ’ dx  y dy 

Gebrauch  macht, 

(2 yy'  — a)  ^ + (1  +^ä)J  = 0. 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden: 

10)  = ~ (1+»'i).  lyy’  = «. 
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welche  durch  Trennung  der  Yariabelen  integrirt  werden  können.  Die 
erste  Gleichung  giebt 

C ifW  r dy 

J 1 + y'1  ~ J y ’ 

oder  1 1 (1  -f-  y'1)  = — ly  -f-  Const.,  d.  i.  wenn  Const.  — Ih  gesetzt 
wird, 


das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 
Gleichung  9)  substituirt  werden, 

Je2  ==  a (x  + Vk2—y2) 

oder  für  k2  — uc,  wo  nun  c die  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

11)  ( x — c)2-f-«/2  = ac. 

Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  ij  = und  durch  Sub- 
stitution in  Nr.  9) 

12)  y 3 — ax  — \a2. 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singuläres,  wel- 
ches man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann,  in- 
dem man 

F(x,y,c ) = (x  — c)2  + y2  — ac  — 0 

setzt  und  c aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

8£(*^M)  = _2(l_e)_o  = 0 
C.C 

eliminirt;  die  letztere  Gleichung  giebt  c = x-\-  \a,  und  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt: 

\a2  + y2  — u(x-f  |u)  =■  0, 


= — 2 {x—  c)  — a = 0 


was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  aut  der  Ab- 
sciBsenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass,  wenn  c der  Abstand  eines  Centrums  vom  Coordinatenanfange 
ist,  V^ac  den  zugehörigen  Halbmesser  aDgiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  1 2)  charakterisirten  Parabel  ein- 
gehüllt. 

II.  Im  Vorigen  haben  wir  immer  das  singuläre  Integral  aus  dem 
allgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
dasselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  1)  ent- 
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wickelt  werden  kann.  Der  Anschaulichkeit  wegen  betrachten  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  eiuhüllende  Curve  existiren  soll,  so  müssen 
die  beiden  Curven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  von  C in  Nro.  2) 
entsprechen,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  xy  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Curve  lässt  sich  demnach 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Curve  derselben  Art  ansehen, 
welche  zu  einem  anderen  Wertho  von  C gehört.  Der  Winkel,  unter 
dem  sich  beide  Curven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangenten;  es  müssen  also  am  Punkte  xy  wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  verschiedene  Tangenten  vorhanden  sein,  d.  h.  es  muss 
tanr=y>  mindestens  zwei  verschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braucht 
man  nicht  aus  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  sie  di- 
rect aus  der  gegebenen  DifTerentialgleichung/(.r,j/,t/,)  = 0,  indem  man 
diese  nach  xj  aullöst.  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenblicklich, 
dass  eine  singuläre  Lösung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegebene 
Differentialgleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist.  Nennen  wir 
2 f z=  y(x,y),  y’  = t(x,y),  tf  = ■ • • 

oder  kurz  <p,il>,%  etc.  die  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nach  dem 
Fundamentalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

/=(!/'  — f)  (ü'  — (/— Z) ; 

durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  xj  folgt  hieraus 


gy  = W — i’)  (1/  — x)  • • • 4-  (»/  — <p)  0/  — i)  • ■ • 

+ <y— 9>)(y— — i — 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite  weder  für  xj  = q>  noch  für 
y'—ip  etc.,  falls  q>,  xl>,  etc.  von  einander  verschieden  sind.  Anders 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  xy  auf  der  einhüllenden  Curve  liegt. 

Er  gehört  dann  drei  Curven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  C und 
C -f-  dC  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Curve  selber 
ist;  für  alle  drei  hat  xf  einen  und  denselben  Werth,  folglich  müssen 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  (p , i[>,  % etc.  einander  gleich  werden. 
Für  tl>  = (p  erhält  man  aber 

/= (y— <p)2(y— *) — , 

ly  = (y— qp)  [2  cy — *)•••  + (y— <?)•••  4- •••] 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  xj  = tp  genommen 
wird.  Wenn  demnach  eine  singuläre  Auflösung  vorhanden  sein  soll, 
so  müssen  die  Gleichungen 


f(x,y,x/)  = 0, 


g/(*.y.y)  _ 

ey  - 
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zusammen  bestehen,  und  daraus  ergiebt  sich  das  gesuchte  singuläre 
Integral  durch  Elimination  von  ij. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Differentialgleichung 


deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist.  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieselbe  mittelst  der  Substitution  iß  — s 
homogen  machen  und  als  allgemeines  Integral  finden 
iß  x"1 

üc  ~~  7*~1' 

woraus  als  singuläres  Integral  folgt 

; y * = 4 a-x2. 

Will  man  dagegen  das  letztere  allein  haben,  so  eliminirt  man  ij  aus 
den  beiden  Gleichungen 


und  erhält  wie  oben  iß  = 4 a2x\ 


§.  109. 

Integration  durch  Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differentialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
kür nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit  Sicherheit 
zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  führen. 
Will  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
wendung aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
deren Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  be- 
steht, dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und  ver- 
sucht wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt.  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differentialgleichung  mit  solchen  Differentialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind; 
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es  ist  dann  immer  zu  erwarten,  dass  auch  das  Integral  ungefähr  die- 
selbe Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirecte  Verfahren  ist  z.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung : 


V 1 -f-  ax2  -f-  bx*  V 1 + ay1  -f-  b»/4 

in  welcher  zwar  die  Variahelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  umständlich  werden  würde.  Um  eine  Andeutung  über 
dio  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  spe- 
ciellen  Fall: 


2) 


dx 


+ 


dtf 


0; 


Vl  — x"1  ' Vl  — y'- 
hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 
3)  arcsin  x -f-  arcsin  y = Const. 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber  in 
der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht’  nämlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  fi  dessen  Sinus,  so  kann  Const.  — arcsin  fl 
gesetzt  werden , wo  fl  die  neue  willkürliche  (konstante  bezeichnet. 
Statt  der  Gleichung  arcsin  x -f-  arcsin  y = arcsin  fi  lässt  sich 
schreiben 


sin  (arcsin  x -f-  arcsin  y)  = fi, 

wo  man  linker  Hand  die  bekannte  Formel  für  sin  (« -f-  f)  in  An- 
wendung bringen  und  dio  Gleichungen  sin  u = x,  cosu  — V 1 — x2, 
sinv  = y,  cos  v — VT  — y-  berücksichtigen  muss.  Das  gesuchte 
Integral  ist  demnach 

4)  xV  1 — y2  yV  1 — x*  = [i. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x und 
y,  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

p.2  — xt  _j_  yi  — 2 x2y2  + 2xy  V 1 — x 2 V 1 — y 2, 

5)  p2  — (x2  + y2)  = 2 xy  {V 1 — x2  Vl  — y2  — xy}. 
Ferner  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1 — y?  = (l—x2)(l—y2)  — 2xyV  1 — x2  V 1 — y2  + x2y 2 
wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vl  — p.2  = Vl  — x2  Vl  — y 2 — xy. 

Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird  letz- 
tere rational,  nämlich: 
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511 


oder  für  <ts  = — 

^ A 

6)  *(**+?*)  + 2Vkß  — l )xy  -1=0. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
ziehung auf  x und  y rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Grades. 

Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symmetrische 
Function  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 

7)  f(*,y)  — Ax2y2  -f-  B{x2  + y1)  + 2 Cxy  — 1=0, 
worin  die  Coefficienten  At  B;  C vor  der  Hand  noch  unbestimmt 
bleiben  mögen.  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der 
Differentialgleichung  genügt,  geben  wir  / (x,y)  die  beiden  Gestalten: 
/=  (Ay*+B)x2  + 2 Cy.x  + (By2-l)  = Yx2  + 2 li x + Yu 
f = ( Ax 2 + B) y2  + 2 Ox.y  + (Hz*  — 1)  = Xy2  + 2 X, y + X,, 
worin  Y,  Fi,  Y3,  X,  Xt,  X3  zur  Abkürzung  dienen,  und  entwickeln 
die  beiden  partiellen  Differentialquotienten 


§£  = 2{ri  + r,), 


|^  = 2(IVd -xd- 


Substituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  f{x,y)  = 0 folgende 
Differentialgleichung 


so  wird 

oder 

8) 


d*=°’ 


(Yx  + 7,)  dx  + ( Xy  + Xx)dy  = 0, 


dx 


+ 


-^—=0. 


Xy  + Xy  ' Yx  + Yx 
Die  zweite  Form  / = Xy"1  + 2 Xx  y X3  — 0 giebt  ferner,  wenn 
man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt, 

Xy  + X j = YX{2  — X X3 
ebenso  die  erste  Form 

Yx  + r,  = v yx * — rr3 

und  indem  man  diese  Wertho  in  Nro  8)  substituirt,  erhält  man 
dx  , dy 


9) 


Vxs  - xXi  + Vrß  - rr2 


o 
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als  die  Differentialgleichung,  welcher  die  inNro  7)  gemachte  Annahme 
genügt.  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ursprüng- 
lichen Differentialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1)  und  9)  iden- 
tisch wären.  Vermöge  der  Wertbe  von  X,  Xi,  X2,  F,  F,,  F2  hat 
mau  statt  Nro.  9)  zu  setzen 

dx  | i»  =0, 

\ /,  , A-B*  + C*  , , . \/\  , A-B- VC*  , „ . 

y 1 H -ß x2—Ax*  y 1 H — if—  Ay* 

woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Differentialgleichung 

10)  d*. ......  +i/  ■■= 0 

V 1 4 aa;3  -f-  bx*  VI  -f  a^/3  4 by* 

folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  A — B3  4 C’ä  = Ba,  A — — b. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  bestimmen,  etwa  A = — b, 
C — V B'1  4 -B « 4 ?>,  der  dritte  (B)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung 

12?  Ax'-y*  4 ü(r34j/3)  4 2 Cry  — 1 = 0 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefficienten,  A,  B,  G den  .in  11)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.  B. 
B immer  so  gross  wählen  kann,  dass  C reell  wird; 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form 
des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem  Wege. 
Sei  1 4 axi  4 bx*  = fix),  so  hat  man  nach  dem  Früheren 

Xy  4 X,  = VXS - XX,  = V*y i + X2  _ Axi 

= Vb  V7(xj, 

oder  umgekehrt 

vm=  -ä  vT« =iyt'- 

Vermöge  der  Werthe  von  X,  X]  , Y , Ft  findet  man  hieraus  sehr 
leicht 

* vm + = 2 


d.  i.,  wenn  man  nach  Nr.  12)  1 — Ax2y‘l  für  B(x 3 4 2/2)  4 2 C xy 
schreibt, 
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* Vf{y)  + y Vf(x)  — 


1 + Ax3y3 

Vb 


oder  endlich,  weil  A = — b und  B eine  beliebige  Coustante  war, 

xVf(y)  4-  n V f(x) 


13) 


1 — bx*y* 


— Const. 


Diese  Integralgleichung  ist  für  die  Differentialgleichung  10)  dasselbe, 
was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  2); 
in  der  That  werden  beide  für  a = — 1,  b = 0 identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der  Integration  durch  Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differentialgleichung 


dx • dy 

V rto+aj  x+o2a j*+a3  x3-}-aixi  V" a0  + «i  y+ai  2/:i-f-a4  y*  ’ 
und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar*  doch  werden  die  Entwicke- 
lungen zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  110. 

Integration  durch  Reihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen ; sie  gründet 
sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y — cp  (.-»)  einer 
Differentialgleichung  F(x , y , y')  = 0 in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laurin  in  Potenzenreihen 
verwandelbare  Function  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  muss,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Reihe  zu 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für  Cp  (x)  eristirt, 

1)  §P  (x)  = cp  (r0)  -f  cp'(x0)  ^—^2  + <P"  (*o)  ^ ^ + - 

wo  Xo  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F(x , y ,y0  auf  y'  = cp'  (x)  reducirt,  in- 
dem wir 

y — <?'(*)  —f\(*,y) 

setzen,  so  führt  die  succesBive  Differentiation  dieser  Gleichung  zu  Aus- 
drücken von  folgender  Form: 

Schlöinilch,  Analysis.  I.  33 


Digitized  by  Google 


514  Cap.*  XVII.  §.  110.  Integration  durch  Reihen. 
<p"(x)  =fi(x,y),  =/3 (*.'/)  u-  s.  w.; 


für  x = io  werden  diese  Gleichungen  zu 

2)  <p'  Oo)  —fi  Oo  i V«)  i 9 " Oo)  = f l Oo . 2/o)  «•  s-  w., 

in  welchen  j/0  den  individuellen  Werth  des  y bezeichnet,  der  dem 
Werthe  x = x0  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun 


und  wenn  die  Reihe  rechter  Iland  convergirt,  so  ist  die  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 


Die  eingeklammerte  Reihe  convergirt  immer -und  lässt  sich  leicht 
sumrairen,  dies  giebt: 


y — x Oo  — •r0)c*tr--r<’>=  x -f  Oo—  *0)<,“Ax°e*x. 
d.  i.,  wenn  der  constante  Factor  mit  C bezeichnet  wird," 


Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 
4)  tp'(x)  = y'  = 1 k(y  — x), 

so  liefert  die  successive  Differentiation 


<p"(x)  = y"  = k(y'  — 1)  = l2{y  — x), 
<p"'(x)  = y"'  — A’O'  - 1)  = A*0-*) 


U.  8.  W.  , 

und  für  x — x0,  y = y„, 


<p'(r 0)  = 1 + A Oo  — *0). 
9>"(*o)  = A2Ou — *o). 
(p"'fa)  = X*  Oo— *b)  • 


u.  s.  w.; 


mithin  ist  das  gesuchte  Integral : 


oder  auch 


5) 


y z=  X - f-  Cif*, 


was  man  auch  direct  leicht  Anden  könnte. 
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Statt  der  Taylor’schen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mac 
Laurin’schen  Satz  (d.  h.  man  setzt  x0  = 0),  in  welchem  Falle  y 
die  Form  Ao  + Ai  x -j-  A2  x*  -f-  etc-  erhält;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  dass  man 
die  für  y angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.  Sei  z.  B. 

6)  / + 2/2  — fix) 

die  gegebene  Differentialgleichung  und  f(x ) eine  Function  von  der 
Form  a„  -f  x + a!  x*  + etc.,  80  giebt  die  Annahme 

7)  y — A A\  x -j-  A}%3  -)-  A3  x3 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgender- 

1 Al,  + A*  + (2  A-J  + 2 A AO  x + (3  As  + 2AA,  -f  AO)  x*  + 

— «o  -f  ‘ o,  x 4-  a2  x*  -| , 

'welche  offenbar  riohtig  ist,  wenn  beiderseits  x° , x1,  x 2 u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen ; man  findet  daraus  der  Reihe  nach : 

8)  Ai  — ao  • — A 2,  Aj  = j(«i  — - 2 ao  A -(-  2 A3)  u.  s.  w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A,  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung , dass  die  der  Differentialgleichung  F(x  ,y,yt)  = 0 genü- 
gende Function  y = (p(x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  A0  -f-  A\  x 
4-  At  x-  -f"  etc',  verwandelbar  sei , es  wird  daher  in  allen  den  Fällen 
unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  anderen  An- 
' nähme.  Ist  z.  B. 


die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable'  Differential- 
gleichung, so  führt  die  Supposition  j — i(-f  4,1  -f  A^x1  4-  etc. 
zu  der  Gleichung 

. Ai  -J-  2Asx  4-  3 A3x2  -1 

= 2 — — — Ai  — A2x  — Aß  x3 , 

X 

welche  nur  durch  die  Werthe  'A0  = 0,  At  = 1,  Aß  = A3  • • • • — 0 
zu  befriedigen  ist.  Dies  giebt  y = X,  d.  h.  ein  particuläres  In- 
tegral, weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt.  Um  dass  all- 

33* 
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gemeine  Integral  zu  finden,  machen  wir  die  allgemeinere  Voraus, 
aetzung 

10)  y — Axt*  4-  A]  xt*  + * -f  Ai x."  + * 4- > 

welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

pAx,“-1  -f  (fi  + 1)  Ai-xl1  + (fl  4-  2)  A-j xt*  + 1 + 

= 2 — Ax,u~l  — A,x,u  — A3X!‘+l  — .... 

Dieser  kann  man  durch  y — — 1 genügen;  sie  wird  dann: 

- 4-  A.J  4-  2A,.r  4-  2A4.r!  -f  ..... 

= 2 ; — — — A,  — A,x  — .4,x»  — • 

X2  X 

und  es  folgeu  daraus  für  A, , Aj,  A j etc.  die  Werthe: 

At  — 0,  — 1 , A:i  — A4 . . • — 0 

während  A unbestimmt  bleibt.  Das  gesuchte  Integral  ist  demnach 

, A , 

11)  * = -+5- 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe 
unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme , dass  y der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Vortheil  gewonnen  werden.  . Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  Bich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Verwandlung  in 
eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coefßcienten  liefert,  während  sie, 
als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  complicirt  er- 
scheint. So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung 

tanx  — A\  x 4-  -43x3  -f-  xi  -f-  — 

die  Grössen  .4] , A;l,  von  tehr  verwickelter  Zusammensetzung, 

während  die  Coefßcienten  in 

, sin  x bix  — b,  x3  -f-  b-,  xJ  — • • • 

tan  x — ■ — — 

cos  x ff, | — «2  x1  4*  «4  x4  — • • • • 

nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  tanx  für 
alle  x,  die  erste  dagegen  nur  für  solche  x gilt,  welche  zwischen  — 
und  4-  I n liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eintretenede  Ver- 
fahren an  einem  Beispiele  zu  zeigen , wollen  wir  die  Differential- 


gleichung 

12) 

II 

Ci 

-J- 

Digitized  by  Google 


Cap.  XVII.  §.  110.  Integration  durch  Reihen.  517 

behandeln,  welche  den  directen  Methoden  Trotz  bieten  und,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reihe  von  nicht  übersehbarem 
Rildungsgesetze  liefern  würde.  Bezeichnen  wir  mit  <jp  (x)  und  ip  (x) 
zwei  nach  Potenzen  von  x fortschreitende  Reihen  und  setzen 

i3)  „ — yfe) 

so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über 

<!*'(*)  , <p(xy—(p(x)t'  (*)  , 

■ ip(x)  + ip  (x)‘ 


ip'(x)  setzen;  wir  er- 


und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  cp(x ) 
halten  nämlich:.  ■ 

= lx  oder  t'"(x)  — kxip(x). 

Die  weitere  Annahme  . 

4-'  (x)  =rr  A0  -|-  A\  x -}-  A->  x 3 4-  x3  • * • • 

giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 

1.2  A,  -f-  2.3  AjX  -j-  3.4Akx*  + 4.  b A.x*  + ■■■ 
— A0  kx  -f-  A,  kx-  Aj  kx 3 4-  — , 
und  daraus  folgen  für  die  Coefficieuten  die  Werthe: 

A<i  = Aj  — j4s  = Au  •••  = 0, 

A3  A3 


^ = 273^’ 


Ar.  = 


A-,  — 


2. 3.5.6’ 
A3 


A„  = 


Aio- 


2. 3. 5. 6. 8. 9’’ 
A3 


3. 4. 6. 7’  "l0  3.4,6.7.9.10’ 

welche  nach  einem  leicht  zu.erkennnenden  Gesetze  fortschreiten;  Ar, 
und  A i bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

U=  1 + 

r = x± 


kx3 

AV 

+ 

k3x3 

2.3 

1 2.3. 5.6 

2. 3. 5. 6. 8. 9 

kx* 

, A3*3 

+ 

k3x10 

3.4 

3. 4. 6. 7 

3.4.6.7.9.10 

wo  U upd  V die  Summen  zweier  jederzeit  eonvergirender  Reihen 
sind,  so.  haben  wir 

V(x)  = A0  U 4-  AtV 
ip'(x)  = An  V 4-  Ai  V 

und  der  Werth  von  y ~ rp(x):ip(x)  = ip' (x) : ip  (as)  ist: 
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_ A0  U'  + .4,  r 
V.  A„U  + AiV’ 

oder  endlich,  wenn  der  Quotient  t : A0  mit  C bezeichnet  wird, 
14)  — D,+  Cr 


u 4-  er 

Auf  die  allgemeinere  sogenannte  Iliccati  ’sche  Gleichung 
y'  -(-  o x'*  — b ym 

lässt  sich  dasselbe  Verfahren  mit  gleichem  Nutzen  Anwendern 
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Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 
zwei  Variabelen. 


§.-iii. 

Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung;  einfachste  Formen. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen x und  y hat  im  Allgemeinen  die  Form: 

■>  ' 

oder,  auf  den  zweiten  Differentialquotienten  reducirt, 

« S =/(*•’•!)• 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher,  y als  Function  von  x zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nämlich  X und  y als  rechtwink- 
lige Coordinaten  eines  Curvenpunktes , mithin  als  die  Tangente 
des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  ds  mit  der  Abscissenachse 

d2»/ 

bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  —}  einen 

' ff« 

bestimmten  Werth  erhält,  sobald  x,  y,  und  -j-  gegeben  sind;  die 

(l  JC 

Construction  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 
Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  Xq  y0  aus>  wähle  den  ent- 

, fj  u 

sprechenden  Werth  von  — = y'  gleichfalls  willkürlich,  etwa  = </,/, 
ux 
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und  berechne  den  zugehörigen  Werth  von  *■ 


<P  y 
Jx‘ » 


y" , welcher  yu" 


heissen  möge;  ist  nun  y — (f  (x)  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 
so  gelten  für  unendlich  kleine  d die  Beziehungen 

yfr + *)-,?(*)  = ^ 


<P  (*  + 2 fl)  — .2  y(x  4-6)4- cp  (r)  _ 

oder 

<p(*  + d)  = cp(x)  +.  <5  <p'  (*), 

(p  (x  -1-  2 Ö)  ==  2 <jj  (x  + d)  — <p  (x)  + d1  cp"  (x) 
und  sie  dienen,  um  aus  (p(x),  <p'(x),  <p"(x)  der  Reihe  nach  <p(:r-j-ä) 
und  (p(x  -(-  2 ö)  abzuleiten.  In  unserem  Falle  sind  filr  x — x0  jene 
Werthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem  Punkte  xay 0 
ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte  und  x2y.2 
bestimmen  und  zwar  sind  die  Abscissen  derselben: 

*i  = 3\>  + 6,  r~2  — + 2 


und  die  Ordinate«: 

;'/i  = j/o  + Ik  d,  y2  — — yn  -f  2//,  -f  y0"  ö1. 
Betrachtet  man  jetzt  x,2  y2  als  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  x3y3,  bestimmen  u.  s.  w.  Man  er- 
sieht aus  dieser  Constructiou,  dass  die  gegebene  Differentialgleichung 
das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von  gleich- 
artigen Curven  enthält ; sie  bestimmt  jede  dieser  Curven  vollständig, 
sobald  ein  Punkt  at0 ya  der  letzteren  und  die  Richtung  der  Tangente 
in  diesem  Punkte,  d.  h.  y0'  gegeben  oder  willkürlich  angenommen 
ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  zwei  Grössen  in  der  Bestimmung  von 
y beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Iutegrationsconstanten.  Dies  ist  auch 
analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Gleichung  zwischen  *,  y , y , y" 
würde  durch  einmalige  Integration  zu  einer  Gleichung  zwischon  x,y,y, 
d.  h.  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  werden  , welehe 
nach  den  früheren  Methoden  zu  iutegriren  ist;  auf  jeden  Fall  bedarf 
es  im  Ganzen  zweier  Integrationen,  deren  jede  eine  willkürliche  Con- 
Btanto  mit  sich  bringt,  und  demnach  muss  das  gesuchte  y von  der 
Form  (p(x,C,Cy)  sein*).  Diese  Bemerkung  deutet  zugleich  den 


*)  Eine  Ausnahme  erleidet  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle,  wo 
man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrals  das  singuläre  Integral  nimmt.  In  jedem  speciellen 
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Weg  an,  der  bei  der  Integration  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  meisfentheils  eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den 
nachherigen  Beispielen  sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differential- 
gleichung 2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
führbar ist. 

Erste  For.ni.  Die  rechte  Seite  von  Nro  2)  enthalte  x allein 
sei  kurz  fix ) = X,  mithin 


3) 


cVy 

djfl 


— X. 
drf 


Die  Gleichung  ist  identisch  mit  — - = X,  woraus 

c ix 

>'  = d£=fXd’  + c 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht 

y = JdxJ'xdx  -(-  Cx  4-  Ct. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theilweiser  Integration 

J xXdx  = x J X dx  — J % dx J Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 


4) 


y 


=z  xfxdx  — J'xXdx  4-  Cx  4-  Cf 


Zweite  Form.  Der  zweite  Differentialquotient  von  y sei  als 
Function  von  y allein  gegeben,  nämlich, 

't  dll  — V 

o)  dx'1  Y‘ 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck 


dyf  _ dy’  dy 
dx  dy  dx  dy ' 

eintreten  lassen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


dy'  , 

--  y 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singulären  Integrale  der  Differential- 
gleichung ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei 
der  betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  sin- 
gulären Integralen  keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y ^ = Y oder  y dy  = Ydy 

die  Variubelen  gesondert.  Das  erste  Integral  der  Gleichung  5)  ist 
daher 


y-  — Const.  -f-  J' Ydy  oder  y = V" C 4 2/ Ydy. 


Vermöge  des  Werthes  von  y erhält  man  daraus 

, d.V 

dx  = 7 

V C + 2 /Ydy 

und  durch  nochmalige  Integration 

6)  x = f — -f  C|. 

J V C 2 f Ydy 

Ein  für  spätere  Untersuchungen  nicht  unwichtiges  Beispiel  bil- 
det die  Differentialgleichung 

?)  s=^ 

Hier  ist  2 /Ydy  = )fc2 mithin  das  vollständige  Integral 

* =f  Vc  + Wy*  + Cl  = I ?(*y  + V^C  + i-V)  + CV 

Um  auf  y zu  reduciren,  bilde  man  daraus  die  Gleichung: 

Cttr-Cd  _ Jcy  — Y C +ic*yi, 
und  quadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht  • 
y = 1 1 e*  f*  e‘>  — Ce~iir~c i)| , 
d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Factoren 
\e~tci=A,  — \Ce*c'  = B 

Betzt,  wo  nun  A uud  li  ebenso  willkürliche  Constanten  wie  früher 
C und  C | sind, 

8)  y = Ae tx  -f  Be~tx. 

Ist  dagegen  die  Differentialgleichung  gegeben 
d*y 


9) 


dx*  ]:ly' 


so  erhält  man  2/Ydy  = — l^yi ; ferner 


/'  dy 

X-JV7T 

und  umgekehrt 


1 ku 

77  — — + C|  = — arcsin  + Clt 

VC-Wy*  Ä VG 
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V = — r-  smfc(a:  — C,), 

oder,  wenn  man  auflöst  und  die  Constanten  ändert, 

10)  ' y — Aicoskx  +•  Bisinkx. 

Dieses  Resultat  hätte  sich  übrigens  aus  dem  vorigen  dadurch  herleiten 
lassen,  dass  man  * 1 = ki  an  die  Stelle  von  k treten  liess,  die 

Gleichung 

e—kxi  — coskx  + isinkx 

benutzte  und  zuletzt-  A + B = Ait  (A  — B)  i = B\  setzte *). 

Dritte  Form.  Die  Differentialgleichung  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
also 


In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Variabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich 


*)  Auf  das  oben  entwickelte  Integral  der  Differentialgleichung 
d2y 
dx2 


= «2/» 


o = ± 


lässt  sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Glei- 
chung 


& y 

dx'1 


ay  + 


bx  c 


zurückführen.  Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt: 
y"  ay  bx  - j-c 
und  differenzirt  zweimal,  so  wird: 


d2y" 
dx 2 ~ 


ay". 


Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei 
positiven  a = -f-  k2: 

y"  = Aek*  -f-  Be-lx, 
und  bei  negativen  a = — k2: 

y " ==  Al  cos  k x -f-  B1  sinkx. 

Andererseits  folgt  aus  y"  = ay  -f  bx  -f-  c umgekehrt: 
y"  — bx  — c 

y = - — « — • 

und  indem  man  den  Werth  von  y"  substituirt,  ergiebt  sich  y.  — Wäre 
die  Gleichung  allgemeiner  y"  — a y -)-  •/'  (x),  so  würde  dieser  Kunstgriff 
nichts  helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches 
in  §.  113  auseinandergesetzt  ist. 
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12)  “ = m ’ =Sm  + c- 

Um  ferner  y zu  finden,  hat  man 

13)  dy  = y'dx  = y folglich  y — J + C\. 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  geben  x und  y ausgedrückt 
durch  die  dritte  Variabele  y'\  eliminirt  mau  diese  aus  beiden  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  C,  Ct  übrig,  welche 
das  allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  führt  z.  B.  das  geometri- 
sche Problem:  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser p eines  Curvenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Winkel 
r , welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinateuachse 
bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ab- 
zuleiten. Ist  nämlich  <>  = F(t)  die  gegebene  Beziehung,  so  hat 

s 

wegen  tanr  = .y'  und  p = (1  -{—  y>2)a  :y" 


(1  4-  n'-F 


F(arctany'), 


y 


oder  umgekehrt: 

(i  + y'4 1 

F(arctan  ?/)’ 
mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 
^ CF{arctani /) 

J (i  + y'4 


dy'  + 


y 


- CIL 

j it 


F(arctany')d  , 

(i  4-  y'4 


c, 

Ci. 


Betrachtet  man  nicht  y' , sondern  arctan  t/  = t als  unabhängige  Va- 
riabele, setzt  also  y1  = tanr,  so  gewinnen  die  obigen  Gleichungen 
die  symmetrische  Gestalt: 


14) 


x=j  F{x) 

y ~f *Xr) 


cos  z dt  -(-  A , 
sin  r dz  -|-  71, 


und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  t eliminiren. 
Für  p — k sec  z z.  B.  ergiebt  sich  x — k 't  -|-  A,  y — kl  sec  r -|~  B 
oder  : 
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_ . x — A 

y — B — kl  sec  — - — 

rC 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  ist:  die  Gleichung  einer  Curve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  finden,  wenn  der  von  einem  festen  Punkte 
ab  gerechnete  Bogen  s eine  gegebene  Function  des  Winkels  r sein 
soll,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  sc- Achse 
einschliesst.  Aus  der  gegebenen  Gleichung  s = cp  (r)  folgt  hier 

ds  . 

e = Tr  = 

mithin  ist  die  Sache  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F durch 
cp'  ersetzt,  nämlich 


15) 


x~f  V(*) 

y— J VoO 


cosr  di  + A,  ‘ 
sin  x dt  -f-  B. 


Beispielsweise  erhält  man  für  s = 4 kcost: 

x — A = Je  (2t  — sin  2t),  y — B = — kcos2t , 
und  wenn  man  2t  = co,  x — A = £,  B — y = r\  setzt,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  dass  die  gesuchte  Curve  eine  Cy- 
cloide  mit  Ic  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist. 


§.  112. 


Fortsetzung  und  Schluss. 


Vierte  Form.  In  der  Differentialgleichung  mögen  nur  x, 

dy  . diy  , • ... 

-r—  und  — — Vorkommen,  sie  sei  also: 
dx  dx* 


dx* 

Giebt  man  ihr  die  Gestalt 


1) 


= /(*’  ff)  °der  V"  ~ 


2) 


H _ 


dx 


= /(*.»')» 


so  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x und  y'  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  y'  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  man  findet 
daraus  y'  und  zwar  in  der  Form 
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y'z=‘j?  = q>  (x),  mithin  y — J' 9 v(x)dx-\-  Const. 


Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  die 
Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vorge- 
schriebene Function  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  q — tp  (x)- 
Die  Differentialgleichung  lautet  hier: 

• • + 

y"  ~ 

oder,  auf  y"  reducirt, 


= 1>(x\ 


di/ 

dx 


(1  +?/>' 
V(x)  ’ 


was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Die  Trennung  der  Variabelen  giebt 

dy’  dx 

4>(x)  ' 


(1 


, J 
y 2)2 


f±-.+  C=X+C, 


Durch  Integration  folgt  hieraus 

. y r dx 

V i +■  ?/2  J «■’(■*) 

wo  X zur  Abkürzung  eingeführt  ist;  man  hat  nun  weiter 

dy X 4-  C 

dx 


y 


1/  1 _ (X  -I-  o )* 


also  bei  nochmaliger  Integration 

r x+c  . . „ 

y — / - — dx  4 Ci. 

J V i — (x  + cy 

So  liefert  z.  li.  p = — folgende  Werthe: 


x ’ 


r Cx  — a ' ' 

V~  J Vx * — ( Cx  — d\ 2 


"I-  Cj ; 


V" x2  — ( Cx  — ä)2 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen  und  giebt  verschie- 
dene Curven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Constante  der  Einheit 
gleich,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt.  Im  ersten  Falle  erhält  man 
eine  algebraische  Curve,  nämlich 


y — H*-2a)Y?x.~-~a  -f-  Cr, 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letzten  Falle 
hängt  sie  von  der  Function  arcsin  ab. 
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Fünfte  Form.  Die  gegebene  Differentialgleichung  enthalte 
dy  ( P y 


nur  u,  — , nach  dem  Schema 
‘ dx  dx 2 


4) 


<py 

dx 


5 =Ky'd$'oder  y" 


-f(yW)- 


Lässt  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

• . dt / dt/  dy  dt/  , 

dx  dy  dx  dy  ,V 

an  die  Stelle  von  y"  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Ge- 

stalt an: 


5) 


) dyl  X/  t\ 

y,Ty=f(y>y)> 


und  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei- 
den Variabelen  y und  y1 ; man  findet  daraus 


6) 


, dy 

y = dx  = 


mithin  bei  Trennung  der  Variabelen  und  Integration 


7) 


= f + Comt 


Nach  dieser  Methode  lässt  sich  z.  E.  das  geometrische  Problem 
lösen  : die  Curve  zu  finden , in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  o = tl>  («/). 
Die  Differentialgleichung  lautet  nämlich 

(i  4-  y'4  ■ , ,,  . „ . (i  + y'4 

y"  n>(y) 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  4).  Nach  dem  angezeigten  Ver- 
fahren wird 

y'dij  _ dy 

■ {i+y4~^(yy 

und  durch  Integration 

-7TT 7>-=fw)  + c=z+c’ 

wo  Y zur  Abkürzung  dient.  Der  Werth  von  tf  ist  jetzt 


Yl-  (Y+C)*_ 

y = ••  y+~c — “ 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 


dy 

dx' 
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+ c 


Vi-\T+c)* 


dy  4.  C,. 


Das  Resultat  hat  mit  dem.  der  vorigen  geometrischon  Aufgabe  viel 
Aehnlichkeit;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, da  man  nur  x mit  y und  entsprechend  X mit  Y zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curveu,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1 : y jenes  Verhält- 
niss  ist, 


<±±|^  - „VT+ 


y. 


oder 


yy"  = f*(i  + y'!). 

,dyf 


Die  Substitution  y"  = >/  -j—  giebt  bei  Sonderung  der  Variabelen 


y'dt/  dy 

ITT*  ~ 7’ 


ferner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  ylb  bezeichnet 
wird, 


y'  = 


V y- t*  — b-  y 


bt* 


endlich: 


dy  


4 a. 


Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  dass  die  Curve  für  y 
= — 1 ein  Kreis,  für  y — 4 1 eine  Kettenlinie,  für  y = — * eine 
Cycloide  und  für  y = 4 | eine  Parabel  ist. 

Das  Analogon  zur  vorigen  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den- 
jenigen Curven,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  in  constantem 
Verhältnisse  zur  Polarnormale  {PW-  in  Fig.  26  auf  S.  102)  steht. 
Bezeichnet  wieder  1 : y das  gegebene  Verhältnis,  so  ist  die  zu  inte- 
grirende  Differentialgleichung 


y 


(,•2  4.  r'-)i 
i rr‘ 


Vr‘‘  + r*1 


oder 
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rr"  = (1  — ft)r2  -f  (2  — ft)r'2. 

Die  Substitution 


r" 


dr' 

7ö 


giebt 


dr' 

dr 


+ (*-*)£ 


Diese  Gleichung  ist  homogen;  wir  setzen  daher 


— = u oder  r = ru 
r 


woraus  folgt 


du 

r — = (i 
dr  . 


•fO 


1 + m2 


Durch  Sonderung  der  Variabelen  und  Integration  findet  sich 
1 -f-  u2  = Cr2_,i“ 
d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  u 


Nach  wiederholter  Trennung  der  Variabelen  und  Integration  folgt 

r dr  ■ 

/ ■ . ■ — b — y, 

J r v Cr2- — 1 

worin  y die  willkürliche  Constante  bedeutet.  Mit  Hülfe  der  Substi- 
tution Cr2-2 1“  = 1 4~  r2  ist  die  angedeutete  Integration  leicht  aus- 
zuführen ; setzt  man  dabei  zur  Abkürzung  ft  — 1 = m,  so  erhält  man 

— arctan  v — 0 — y 
in 


und  schliesslich  als  Polargleichung  der  gesuchten  Curve 
rm  = am  cos  m (fl  — y), 

wobei  am  für  C geschrieben  wurde.  Im  Falle  ft  = 2 ist  die  Curve 
ein  Kreis,  für  ft  = 3 eine  Lemniscate,  für  ft  = | eine  Cardioide. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind. 
Rechnen  wir  den  Bogen  s von  einem  Punkte  aus,  dessen  Abscisse  x0 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1 : ft  das  Verhältniss  des  Bogens  zur  Tan- 
gente, so  lautet  die  Bedingungsgleichung1 

X 

ft  fVl  +y'Jdx  = JVl  4-  yS 

Xa 

S cblömi Ich  , Analysis.  I.  34 


Digitized  by  Google 


530  Cap.  XVIII.  §.  113.  Die  linearen  Differentialgleichungen 
aus  ihr  folgt  durch  Differentiation  und  lleduction  auf  y 

Öl±i-2. 

und  mittelst  der  für  y"  angegebenen  Substitution 

dy'  f.  + 

dy  1 W y 
Die  Sonderung  der  Variabelen  giebt  weiter 

di / . dy 

y'  (i  + y'2)  ~ ( p)  y ’ 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  Integrationsconstante 
mit  — (1  — ju)  11»  bezeichnet  wird, 

V - i*(i  + y '*>  = 0 - 1 (i ) = 1 (l)1 


oder: 


>(&)-' an 


Der  Werth  von  i/,  durch  y ausgedrückt,  ist  demnach: 


V =777. 


y'—f 


6^  iy  — y: 
mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 


dy 

dx 


~/4  (•:/“'  1 ■ - 


Die  Integrationsconstanten  a und  b bestimmen  sich  im  speciellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s = 0 werden  muss,  wenn  x 

gleich  der  Abscisse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Curve  durch  einen  gegebenen  I’unkt  gehen  soll.  Die  Gleichung 
der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  ja  = | algebraisch  und  zwar: 

(.-«)•  = 

in  allen  übrigen  Fällen  aber  transcendent. 


§.  113. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 


Unter  einer  linearen  Differentialgleichung  versteht  man  wie 
früher  eine  solche,  in  der  sowohl  y als  die  Differentialquotienten 
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dieser  Function  nur  in  der  ersten  Potenz  Vorkommen;  demnach  ist 
die  Gleichung 


S + * I + ** = * 


worin  X|,  Xa  und  X als  Functionen  von  x allein  angesehen  werden, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Wir  betrachten  - vorläufig  den  speciellen  Fall , wo  X = 0 ist ; 
die  einfachere  Gleichung 


1) 


d%y  > v dtJ 

dx1  + Xl  dx 


-f-  X>g  — 0 


mag  dann  die  reducirte  Differentialgleichung  heissen. 

Kennt  man  zwei  von  einander  verschiedene  particuläre  Inte- 
grale derselben,  etwa  y [ und  )/_>,  so  ist  für  diese  gleichzeitig 


d‘!!h 

dx1 


+-  Xj  y<  . — 0, 


und  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constan- 
ten  C|,  die  zweite  mit  einer  anderen  willkürlichen  Constanten  C.2 
multiplicirt,  so  kann  man  die  Summe  beider  Producte  in  folgender 
Form  darstellen 

d~  (fiyi  4~  Gay_>)  d (Ci  ’j\  -f-  Ga y2) 

dx'1  1 dx 

X»  (Gj  gi  -f-  C2 y$)  = 0. 

Der  Vergleich  mit  Xro.  1)  zeigt,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 

2)  y = Cigi  Caga 

ebenfalls  die  Differentialgleichung  1)  befriedigt;  er  enthält  aber  zwei 
willkürliche  Constanten,  folglich  ist  er  das  allgemeine  Integral  von 
Nro.  1).  Mit  anderen  Worten,  aus  zwei  von  einander  verschiedenen 
particulären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  lässt  sich 
deren  allgemeines  Integral  nach  Formel  2)  zusammensetzen.  — Diese 
Regel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn  y3  = .y1  ist;  dann  wird  nämlich 
y = (Ci  + G2)gi,  und  da  hier  Ci  -f-  Ga  eine  einzige  willkürliche 
Gonstante  ausmacht,  so  hat  man  nur  ein  neues  particuläres  Integral. 
Wie  man  sich  in  solchen  Fällen  helfen  kann,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen. 

34* 
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3) 


Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 
<1-1/ 
dx2 


+ a Tz  + b,J  = a 


Nach  Analogie  der  Gleichung  7)  in  §.  111  versuchen  wir,  ob  die 
Exponentialgrösse 

4)  y = e**, 

worin  A einen  vorläufig  unbestimmten  constanten  Factor  bedeutet, 
der  Gleichung  3)  genügen  kann.  Die  Substitution  von  4)  in  3) 
giebt  nun 

(AJ  -(-  aA  + b)<*x  = 0, 

und  diese  Gleichung  ist  für  jedes  x richtig,  wenn  für  A eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung  , 

5)  A*  -f  nA  4-  b = 0 


genommen  wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung mit  Ai  und  A2,  so  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale 
2/i  = e*1',  y-t  = e*»x, 

welche  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  Bind.  Das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  3)  ist  daher 
j y = Ctc*,x  4-  C.2c^x, 

° j Ai  =}(— a + Va*  — 4»),  Aj  = i(_a_VV-4&). 

Um  den  Ausnahmefall  Ai  = A2  zu  discutiren,  bezeichnen  wir 
die  Differenz  A2  — A,  mit  8,  woraus  A2  = A!  8 folgt,  und  haben 
unter  der  Benutzung  der  Exponcntialreihe 

y = e*>x(C,  + Cic*x) 

= *X[(G  + Q)  4-  G,8x  + \C282x2  + ...]; 


setzen  wir  noch 


C,  4-  Ci  = C,  C2Ö  = c, 

odor,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

f"  f* 

C,  = C-7. 

so  haben  wir  auch 

7)  y = <*X(C  4-  C'x  4- 1 C'Öx  4-  | C'8*x*  4-  • • •)• 

Für  ö = 0 wird  Ai  = A2  und  wenn  man  den  neuen  Constanten 
C und  (/irgend  welche  endliche  Werthe  beilegt,  so  werden  zwar  die 
früheren  Constanten  Cj  und  C-,  unendlich  gross,  aber  dies  hindert 
die  Rechnung  nicht,  da  C\  und  C2  jeden  beliebigen  Werth  haben 
können.  Aus  Nro.  7)  folgt  nun  für  8 :=  0 
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8)  y = e*i*(C  + Cx), 

und  dieses  Integral  der  Gleichung  3)  ist  allgemein. 

\\  enn  die  quadratische  Hülfsgleichung  5)  zwei  complexe  W urzeln 
A]  = a -(-  i (J , A2  ^2  a — j ß 
besitzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  6)  in 

y=  Cieaz(cosßx isinßx)  -)-  C-2enx(cosßx — i sin ß x)\ 
für  C\  -)-  C-2  = A und  i(Cl  — Cj)  =s  B wird  hieraus 
8)  y — eKX (Acos ß x B sin ß x). 

Damit  sind  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

II.  Die  Differentialgleichung 

10) 


d'2y  a dy  b 

dF*  + J Tx  + 72iJ  = 0 


lässt  sich  nach  einem  ähnlichen  Verfahren  integriren.  Setzt  man 
nämlich  versuchsweis 

11)  ' y — xu , 

so  erhält  man 

0(#t  — 1)  + a(i  + b]xu~ 3 = 0, 

und  diese  Gleichung  ist  allgemein  richtig,  wenn  für  fl  eine  Wurzel- 
der  quadratischen  Gleichung 

12)  . (i2  4-  (a  — l)/i  + b — 0 

genommen  wird.  Nennen  wir  ft  und  ft  diese  beiden  Wurzeln,  so 
sind  nach  Nro.  11) 

yt  = *“1  und  «/2'  = xP* 

zwei  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  10),  mithin  ist 
das  allgemeine  Integral 

13)  y = CiXM'  - f C2a:,"*. 

Um  den  Ausnahmefall  ft  = ft  zu  erörtern,  setzen  wir  wie  frü- 
her ftj  = ft  und  erhalten 

y = xM^(Ci- )-  C2  e&lx) 

= **“[0,  + ck  + C2  d Ix  •+  | Cs  ö2(lx)2  + • • •) 
oder,  wenn  neue  Constanten  C und  C'  mittelst  der  Gleichungen 


Ci  = c 


£'  r _ £ 

8 ’ ts  — ö 


eingeführt  werden, 

y = xi‘'[C  -f  Clx  -f  1 C'd (Ix)2  + •••]. 
Für  8 — 0 wird  ft  = ft  und 
14)  y = Clx). 
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Sind  endlich  fij  und  ft7  complexe  Zahlen,  etwa 
f*i  = « + iß,  (h  = « ~ 
so  geht  die  Gleichung  13)  über  in 
y — x?  [cos  (ß  Ix)  + »sf'n  (|3  Zj-)]  -f  C}x?[cos(ßlx)  — isin(ßlx)~\, 
oder,  wenn  C\  + C3  = A,  i(Ci  — C.)  = B gesetzt  wird, 

15)  y — x*[A  cos (ß  Ix)  + B sin (ß  Ix)]. 


§.  114. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  partioulären 
Integralen. 


Wie  im  vorigen  Paragraphen  mögen  yt  und  y-2  zwei  von  einan- 
der verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  Differential- 
gleichung 

J$  + x>Tx  + x'»  = ° 

bezeichnen,  so  dass 

2)  y ~ C,y,  + Cty, 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt.  Da  yx  und  y2  eine  und 
dieselbe  Gleichung  1)  befriedigen,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  zwi- 
schen yi  und  y-<  ein  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  wird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege. 

Es  sei  7 eine  bekannte  Function , welche  die  Differentialglei- 
chung befriedigt,  d.  h.  ein  particulSres  Integral  derselben,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  dieForm  Ye  habe,  wo  e der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  x ist.  Die  Substitution  y — Ye  giebt  nun  statt  der  Glei- 
chung 1)  die  folgende 


2 Ulf  . HI, 

dx’1  dx  dx  dx a 


+ *(r  = + E*) 

oder  in  anderer  Anordnung 

*£  + (**+*2)= 

+(: 


+ X2  Ye—  0, 


r 

\dx* 


t) 


XoT 


’) ' = 
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nach  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  z und  es  bleibt,  wenn  der  Differentialquotient  von  z mit  e'  be- 
zeichnet wird, 

dz'  . / _ dY\ 


dx 


+ (x'y+2äj)i'  = °- 


Diese  Differentialgleichung  kann  durch  Sonderung  der  Variabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich: 


dz'  _ / i »/y  , v \ . 

1 V Y dx  + Xl)  dX' 

M = — 21  Y — J Xxdx , 


ferner  durch  Rückgang  auf  z1  und  z 

— = — e~fx,dx. 


dx 


Y> 


- fdJL 

Y* 


Setzt  man  nunmehr  Y und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  particulären 
Integrale  yx  und  y-2  in  die  Formel  2),  so  ist 


3) 


y=rjc1  + cJ  j- 


Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particulären  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  gxebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  Reihen , deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist , wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei : 


4) 


A2l  + 1 *1  + 

dx*^  x dx  ^ 9 


0, 


und  behufs  der  Auffindung  eines  particulären  Integrales: 
y = .A#  Axx  -|-  A2x3  -f-  A$x3  -f-  ■ • • •> 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 

o A, 

+ (6A2  + fc*A„)  + (12 

X 

+ (20  A4  4"  k3A2)xi  -f-  ••••, 
aus  dieser  ergeben  sich  für  die  Goefficienten  folgende  Werthe: 


Ax  = 0,  A2  = — A3  = 0,  A4  — -f- 


Jc< 

6.20’ 
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und  es  ist  daher : 


y = A0  1 


k*X2 


+ 


k*x< 


1.2.3  ' 1 .2. 3. 4. 5 
Dieser  Ausdruck  lässt  vermuthen,  dass 


Aa  sink  x , ...  sinkx 

■ii  — — und  einfacher  Y = 

k x x 

ein  particuliiros  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  was 

sich  in  der  That  bestätigt,  wenn  man  F für  y in  Nro.  4)  substituirt 

Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral: 


V — 


sin  kx 
x 

sin  kx 


C,  + Ct 


c,  - C, 


x9dx 
sin2kx 
cotkx 


f; 


oder  endlich,  indem  man  C3  = — C0k  setzt : 

. C0coskx  -f-  Ctsinkx 

5)  y = 


Beispiel  2.  Die  gegebene  Differentialgleichimg  sei 
6)  ~ (**  + 3)  y = 0, 

und  hypothetisch: 

y = A0  + At  x 4-  A.tx2  -f  AaX*  -f 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
An,  An,  At  etc.  leicht,  A0  und  Ax  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

11  . . 23 


V — A0  ]l  +|*3  + 


2.3.4 
1 


x<  + 


+ Ai  ]x  -)-  \x*  + x-r  xb  + 


2. 4. 5. 6 

1 


*e  + ••••( 


+ 


) 


2.4  ' 2.4.6 

Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  imgünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  • zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

* j 1 + Hi*")  + (Jx-)»  H 1 = <xvx% 

1 » 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe*z  der  Diffe- 
rentialgleichung 6)  und  kann  demnach  für  F genommen  worden ; die 
Formel  3)  giebt  nun: 


7) 


y = xe^jCi  + C.; 
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§.  115. 

Die  Variation  der  Constanten. 


Um  die  allgemeine  Differentialgleichung 
1)  ^ + Xl^1  + Xiy  = X 


zu  integriren,  gehen  wir  von  der  Vermuthung  aus,  dass  ihr  Integra] 
von  ähnlicher  Form  sein  werde  wie  das  Integral  der  reducirten  Dif- 
ferentialgleichung 


2) 


d2y  i y dy  . y « 

w + Xl  di  + As2/  ~ 0> 


wir  versuchen  daher,  ob  die  Gleichung  1)  durch  die  Annahme 
3)  y = ulyl  + u^yt 

befriedigt  wird , wenn  ;/]  und  y2  die  beiden  particulären  Integrale 
der  reducirten  Differentialgleichung  2)  und  Ui,  u2  zwei  unbekannte 
Functionen  von  x bezeichnen. 

Aus  Nro.  3)  folgt  zunächst 

dy  _ ,,  dVi  i diJ a 

dx  1 dx  ***  dx 


, dui  diii 

+ Vl  7^  + 2/2  rfj"’ 

dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  ui  und  w2  der  Bedingung 


4) 


du i . du-, 


unterworfen  werden ; es  bleibt  nämlich 

dxJ  _ „ dy>  i dy-i 

’ dx  1 dx  2 dx 

Wir  diflferenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  y,  y'  und  y"  in  die  Gleichung  1);  dadurch  nimmt  letz- 
tere die  folgende  Form  an: 

dVi  , v ..  / 


« l 


10 +•*’£  + *»| 
•+  *•  !0  + X|  71  + JC,W 

, «*Sh  äui_  dy-,  duj  _ x 
dx  dx  dx  dx  '* 
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Der  Voraussetzung  nach  genügten  yx  und  yt  der  Differentialgleichung 
2),  daher  verschwinden  die  mit  ux  und  ux  multiplicirten  Glieder,  und 
als  zweite  Bedingung  für  ux  und  u-x  bleibt 


5) 


dy,  d ux  dyt  du ^ 

dx  dx  dx  dx 


Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  findet  man: 
dui  *_  Xy, 
dx 


dy  i 


d'h 


dut 

dx 


* t;~yi  dx 
Xyx 


dy-i  dyx  ’ 

^ dx  y*  dx 

oder  kürzer,  wenn  man  den  Differentialquotienten  einer  gebrochenen 
bezeichnet, 

X 


F unction 


,v*>  " ‘ 

p ..  |>Y 

— mit  — 

3 U J 


du\ 

dx 


y* 


du.x 

dx 


X 


>i  r dx  [>»y 

«J  y'  LJ 


Durch  Integration  folgen  hieraus  die  Werthe  von  u{  und  w2, 
nach  Formel  3)  endlich  ist 

f^+Ci 


6) 


!h 


yi 


fei 


) -f  y i | 

j f 

' * fe]  1 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  8). 

Beispiel  1.  Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung 


7) 


p + 1 p + = X 

dx*  x dx 


zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

*!?  + 1 *1  + = 0, 

dx*  ^ x dx  ^ 9 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  in  §.  114  betrachteten  identisch  ist, 
so  sind 

coskx  . sin  k x 

l/i  = — — und  yx  — — — — 

X X 

die  particulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 
8)  y — fl  — l.  J' Xsinkxdx | -f-  ~n£X.  | Gt  + i- J ' Xcoskxdx | 
als  allgemeines  Integral  von  Nro.  7). 
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Cap.  XVIII.  §.  116.  Nichtlineare  Differentialgl.  etc. 
Beispiel  2.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 
— — dJL  + 1 L _ v 

dx 2 x dx  x2  ^ ’ 


539 


mithin  die  entsprechende  reducirte  Gleichung 
d2y  1 dy  . 1 


<h  , ? 

dx 2 x dx  x2  ** 


0. 


Als  particuläres  • Integral  derselben  findet  man  x und  als  allge- 
meines G\X  -f-  C^xlx,  mithin  yt  = x,  y-i  = xlv  und  nach  For- 
mel 6) 

10)  y = x |Ci  — J' xXlxdx j -f-  x^x  | C-i  -(-  J' Xdx^ 

als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  16). 


§.  116. 

Nichtlineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 


Wenn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  einer  der  in  den  §§.  111  und  112  betrachteten  Formen  an- 
gehört, mithin  keine  der  Grössen  x,  y,  y1  in  ihr  fehlt,  so  hat  man 
nur  wenig  Mittel  zu  ihrer  Integration.  Das  nächstliegende  ist  offen- 
bar, durch  Substitution  neuer  Variabelen  eine  der  früheren  Formen 
herbeizuführen;  um  aber  zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und 
eine  möglichst  vorth eilhafte  Substitution  rasch  zu  finden,  kann  man 
sich  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bedienen.  Letztere 
besteht  immer  darin,  dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch 
Weglassung  eines  ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  specialisirte  Dif- 
ferentialgleichung integrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen 
Differentialgleichung  dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede, 
dass  man  die  Grössen,  welche  in  dem  Integrale  der  specialisirten 
Differentialgleichung  als  willkürliche  Constanten  figurirten,  als  un- 
bekannte Functionen  der  unabhängigen  Variabelen  ansieht.  Eine 
Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  folgende.  Die  gegebene  Differen- 
tialgleichung sei 


1) 


dx2 


X^  + Y 

dx 


(g)’  = °, 

\^d  x/ 


worin  X und  ¥ Functionen  von  x und  y allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differentialgleichung  einfacher 

so  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 
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Cc 


woraus  y selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Versuchen  wir  nun,  ob  der  Diffe- 
rentialgleichung genügt  werden  kann,  wenn  man  für  \J  einen  Ausdruck 
von  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  IntegrationsconBtante 
C eine  neue  Function  e von  x treten  lässt.  Mittelst  der  Substitutionen 


2) 


(ly 


-r-  = ee 
dx 


-fXdx 


S-(s 


verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

If  + YzU~fXdz=  0, 

dx 

oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 


stattfinden, 


de 

dx 


de  dy  —fxdx d y 

dy  dx’  Ze  * dx 


de 

dy 


Ys 


dy 

dx 


= 0. 


Da  im  Allgemeinen  «/  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differen- 
tialgleichung, deren  Integral  ist 

e — C0e-frd»  ; 

ferner  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

g = c,  x-n-ct*“., 

hier  sind  die  Vanabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 

dem  allgemeinen  Integrale: 

3)  dy  - Co  Jc~f*dIdx  + Ci. 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Curve  zu  fin- 
den, in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  U in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Recktecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y der  Fläche  U,  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x und  der  Subtan- 
gente t ist.  Bezeichnen  wir  mit  y ■.  1 das  gegebene  Verhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

4) 

man  hat  aber,  wenn  a die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet , 
von  welcher  ab  die  Fläche  U gerechnet  wird : 


b= 
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ferner  für  die  Subtangente 

_ dy  dü  (PU 
* ^ ' dx  da j ' dx 2 ’ 

nach  Substitution  der  für  y und  t angegebenen'  Werthe  und  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 

, ]_du  _ 2ji  /dry  _ 
da;2  x dx  U \dxJ 

welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt,  wenn  man  sich  ü für  y 
geschrieben  denkt.  Nach  Formel  3)  wird  nun 

f m>~  G °Zs:  + Gy 

wo  die  Fällo  ft  = 1 und  ft^|  zu  unterscheiden  sind.  Der  erste 
Fall  giebt 

l U = C0  Ix  + Ci , U=  eCl  x0* ; 
ferner  durch  Differentiation  und  Aenderung  der  Constanten 

y = Kxk, 

also  Parabeln.  Im  zweiten  Falle  wird 

l 

U — [(1  — 2 ft)  (C0  Ix  Ci)]  ^ , 
mithin  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

y = - (Alx  + 

CO 

Die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  U 
mit  o gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  x0ijo  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B.  ft  = 1,  A — ö?, 
B = — bHa,  so  sind  die  Werthe  von  y,  t und  U: 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  ft  = die 
Fläche  U ist  hier  von  der  Stelle  x = a aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
weder  zu  der  vorigen  Form  noch  zu  den  in  den  §§.  111  und  112 
betrachteten  Fällen,  so  muss  man  zur  Integration  durch  Reihen  seine 
Zuflucht  nehmen. 
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§.  117. 

• Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 


Wenn  es  schon  für  die  Differentialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  In- 
tegration etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 

dny  . v dn~'y  d"_*. y , 

dx*  + Xl  dx*-'  + - dx*-*  ^ 

* • • + ”T~  + XHy  = 0, 


worin  Xi,  X2,  • • • X,  Functionen  von  x allein  bezeichnen  mögen. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  wter  Ordnung  n particu- 
läre  Integrale 

9n  Vl<  9 3 • ■ • • 'Ja, 

so  lässt  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  nämlich 
V — Ci  yi  + C^y-i  + ■ • • • + Cny», 
wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  leicht  prüfen 
kann.  Dabei  ist  jedoch  erforderlich , dass  jene  n particulären  Inte- 
grale von  einander  verschieden  sind;  im  Gegenfalle  würde  man  nur 
ein  neues  particuläres  Integral  erhalten 

a.  Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 


1) 


dny  d*  ~'y 
dx*  a>  dx*~' 


i dm~iy  , 
+ Ö2d^  + ' 


i dy  , 

+ 1 ^ + anV  — 0, 


worin  Oi,  o>,  • ••  a„  constante  Coefficienten  bezeichnen  mögen.  Setzt 
man  y — e^1,  indem  unter  A eine  noch  unbestimmte  Constante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in  die  alge- 
braische Gleichung: 

2)  A-  + + a2A—2  + + a„_i A -f  aH  = 0, 

deren  n Wurzeln  Alt  A2,  • • • An  heissen  mögen.  Jeder  von  den 
Ausdrücken 

<?•'*,  e**x,  e*»x,  . . . e*nx 
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bildet  ein  particuläres  Integral  der  Gleichung  1);  das  allgemeine 
Integral  derselben  ist  daher: 

3)  y — C,<4'x  + C-je^1  + • • • + C„eV. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modification,  wenn  mehrere  Wur- 
zeln der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
imaginär  sind.  Wären  z.  B.  die  Wurzeln  A,,  A2,  A3  gleich,  so  setze 
man  vorerst  A2  = At  -)-  <5,  A3  = Aj  -f-  £ und  entwickele  die  Expo- 
nentialgrössen,  in  denen  8 und  £ Vorkommen;  dies  giebt: 

y = (Q,  + c2  + Ca)  + (C2Ö  4-  Ga  £)  xe^x 

+ |(C2 d2  + C3  £2) X* c*>  • x -f-  etc. 

+ G^x  + Ci(hx  4 ' + CneK*-, 

unter  dem  „etc.“  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  die 
dritten  und  höheren  Fotenzen  von  8 und  £ enthalten.  Setzt  man 
Ci  4-  Oi  + Ca  = C,  G28  + C3e  = C,  endlich  §(C2ö2  + e3£2) 
= C",  und  lässt  schliesslich  8 und  £ in  Null  übergehen,  so  wird: 

y = (C  4 Cx  4-  C"x2)  e*> x 4-  C^x  4-  • • • 4-  G,<4 »*. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Verfahrens  bei  einer 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln.  Sind  überhaupt  k gleiche 
Wurzeln 


in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhält  das  allgemeine  Integral 
die  folgende  Gestalt:  ' 

4)  y ={C  4-  C'x  4-  C"x 2 4-  • : • 4-  cc*-i)**-i)eAi* 

4-  + + 4-  C*+2eÄ*  + sx  + • • • 4-  C„exn*. 

Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  insofern  eine  Umänderung 
ein,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con- 
stanten  complexe  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 

51  . d*y  , «i  ~ 1 y , «2  d'-ty  .... 

' dx"  x dx"~x  ' x2  dxn~'2 

...  + <±='*1  + -»  = o. 

' x"~ 1 dx  x"  J 

Der  Versuch  y = xf1  führt  nämlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 
wten  Grades 
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1P(.«  — l)(ft  — 2)  . . . . (n  — h — 1) 

4-  «i  <*(/*  — 1) (#*  — 2)  . . . (fi  — n — 2) 

4-,  a*  fi(p  — 1) (fl  — 2)  ...  (fl  — n — 3) 

-f  * ■ 

-f  fi  an  _ i -f  a.  =0, 

deren  Wurzeln  filt  ii  ,,  . . . fi„  heissen  mögen.  Jede  der  Potenzen 
x,“',  xf‘*,  x."*,  . . . x!‘n 

stellt  jetzt  ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  y — Ci  X.u'  + CiXV*  -(-•••+  CHxf V 

Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  tritt  hier  eine  ähnliche  Modi- 
ficatiou  ein,  wie  bei  dem  vorigen  Beispiele.  Enthält  nämlich  die 
Gleichung  0)  die  k gleichen  Wurzeln 

fix  = fi-i  — (i3  ....  — fit , 

so  ist  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  y — [C4-  C'lx  + -f 

4-  Ct  4.  l Xu*  + 1 4-  C*  + j x.u*  + 4 4“  ' ‘ ‘ 4"  Cn  X"", 

wie  man  leicht  finden  wird. 

Bei  complexen  Wurzeln  ist  jedes  particuläre  Integral  von  der 
Form  z“  ■Ht*  mittelst  der  Formel 

xa  + 'P  = xae'ß,x  = x“  [cos  (ß  1 x)  * sin  (ß  ?*)] 

in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  zu  zerlegen. 


§.  118. 

Die  Variation  der  Constanten. 


I.  Wir  betrachten  noch  die  allgemeinere  Differentialgleichung 


1) 


ä*y  , v d,~1y  , v 

+ Al  da?*-1  + Xj 


da?1 


dn~iy  , 
dxn~ 1 
dy 


und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  speziellen 
Falle  X = 0 integriren  könne.  Nennen  wir  yu  yit  y3,  . . . yH  die 
particulären  Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung 


* dz»  + Xl  dz«-1  + 


+ ■X”-1  ^x  + X'y  “ °* 
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so  lässt  sich  vermuthon,  dass  das  Integral  von  Nro.  1)  die  Form 
2)  V — «1  J'l  + «J»/2  + • • • + l'n'Jn 

haben  werde,  wo  u,,  «3,  . . . u„  noch  unbokannte  Functionen  von  x 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  ditferenziren  wir  (n  — l)mal,  setzen 
aber  den  jedesmaligen  zweiten  Theil  des  Differentialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Rcchung.  giebt: 


3) 


4) 


dy  ; dy,  dy2 

+ ,,2  _ + 

du,  du-2 

2/1  7777  + * 7777  + 


d-y 


d*y, 


d3y.. 


dt*  — th  7777^  + **  777V  + 


dx 


dx3 


dy i d«,  dy*  dw* 

dx  dx  (Ja;  dx 


. dy„ 

M"  da;  ’ 

dtt« 

+ *»77 # = 0; 
, d3y« 

+ M"  dx2  ’ 
dy^  dtt„  _ 
da;  da:  — 


da;"- 1 


y _ fin~‘yi 


«1 


d"_,y2 


da:' 


+ *■*  d^-i  + 


5) 


d"  - i/i  da,  , d" ~~ - 1/-2  du-2 
da;’1’“3  da;  dxn~3  dx 


• -f-  m* 

+ 


d"—1  y„ 
dxn~l 
dn~2y„  du„ 
d xn~ 


dx  °; 


endlich  bei  nochmaliger  Differentiation: 
d"y 
dx” 

lyä  du? 


dny,  . d”  2 
u i - — 4 «.  — — 4- 
dx”  11  dx" 


dn~} y,  du,,  d”- 

dx"_ 1 dx  dx"~ 1 


, d"y„ 
+ " dx”" 


+■  •••  + 


d"  'y„  d«„ 


da;  ' 1 dx”-1  dx  ’ 

wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 
Differentialgleichung  7)  zu  erfüllen  ist.  Nach  Substitution  der 


Werthe  von  y, 

da;’  da;2’ 


-j—j,  und  mit  Beachtung  des  Umstan- 


des, dass  jede  der  Functionen  y,,  y_>,  . . . y„  der  reducirten  Gleichung 
1)  genügt,  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  1)  in 

dn~ly,  du, 
dx 


dn~1y2  du 2 , , ch,-1yn  du,, 

+ •”  + d.r— 1 dx  ” 


da«-1  dx  1 dx"~l  dx 
Mit  den  Gleichungen  3),  4),  5)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n Unbekannten  ■ 

du i du*  d«g  dtin 
da;  ’ dx  ’ dx  ’ ^ dx 
die  folgenden  « Beziehungen: 


Schlömllch,  Analysi«.  I. 


35 
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Die 

Variation  de 

r Constantei 

du, 

4 

<2  «2 

+ 

.'.  . . p 

du„ 

— 0 

2/i 

dx 

2 h 

dx 

y„ 

dx 

dpi 

du, 

I 

dy-. 

dut 

J_  , 

. . . . u 

d>ln 

dun 

— n 

dx 

dx 

1 

dx. 

dx 

1 

dx 

dx 

d*y\ 

du, 

• 

4- 

diyJ 

du i 

+ 

....  + 

d'2y„ 

du„ 

= 0 

dx 2 

dx 

dx 2 

dx 

dx 2 

dx 

d"- 

(lxn 

2t/i  du 

=»■  T 

4 

dn~ 

dx 

~'2!h 

•n  — 2 

duj 

dx 

4 • 

. . . . 4- 

dn~iyn  d u„ 
dx"- 2 dx 

— 0 

dn~ 

*2/i  du,  , 

d”~ 

-,2/3 

du  2 

_1_  . 

, . . . _L 

dn~l yn  dun 

— x 

dxn 

-*  dx 

, T 

dx 

,n  — 1 

dx 

I 

dx"— 

' dx 

welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.  Mau 

kann  demnach  , • • • — jederzeit  bestimmen  und  erhält 

dx  dx  dx  ■ 

sie  als  Functionen  von  x,  etwa 


du. 


dx 


= X i. 


d u-2 


— Xi, 


Xn  i 


dun 

dx  ~ ‘ ' dx 

daraus  folgen  u,,  * • ■ un  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  2) 

6)  y = y,  | J' X\  dx  4 -{-  yj  j J' Xi  dx  4 C31  + 

+ ?/»  [ J x„  dx  -f 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1). 

II.  Die  Variation  der  Constanten  lässt  sich  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wo  man  nicht  alle  particulären  Integrale  der  reducirten 
Differentialgleichung  kennt.  Sind  z.  B.  nur  die  n — 1 particulären 
Integrale  y,,  y.}l  . . . y„_ i bekannt,  so  setzen  wir  wieder 

7)  y = «1  yi  4-  «'.-«fi  + •••+-  M n-ijfn-l 

und  rechnen  wie  vorhin  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  überall» — 1 
an  der  Stelle  von  n steht;  dies  giebt 


d_y 

dx 


TZ  = «i 


dy  i 


8) 


9) 


dx 
dui 
dx 

&y  _ d*y. 


dx 2 


2/i 


dx2 


dyi  dui 
dx  dx  ' 


dtji  , 

"*  dT  H 

• 4 

dy„~  i 
dx  ’ 

d«2  . 
d7  + ’ • ' 

■ 4 

d««_i 
dx  = 

w rfs2/s  , . . 

**  IT  + 

■ 4 

ttn-1  dx»  ’ 

dyt  d»2  , 
dx  dx  ' 

• 4 

dy*— i d»n — i 

dx  dx  ' 

u.  s.  w. 
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d"~2Vn-l 


10) 


d"—3y  d"~3y,  t 

dx "-'2  ~ dx ' 

d*— 8i/i  rf«i' 


«»-1 


dx"-3 


d.r”- 


dx 


+ 


d”  — ly  dn~il/l  , 

T = M*  dFT  + • 

du, 

* J _ *2  ' .7  - "J 


. d»~3y„-i  rf?tn  i 

dx“~3  dx 
d"-1 


dx" 


4"  ?,n  — 1 

+ • 


dx“- 1 
d“  — 2 //„  _ i d«„_i 


dx"—'2  - dx  dx”  “ 

und  wenn  noch  einmal  differenzirt  wird, 

d"y  dn«/,  dnyn—\ 

5F  + • • * + w”" 


dx 


f |dx"-1  dx  + + 

d"—3y,  d3u, 

• ,7™.»— 2 ~9  1***1” 


dxn 

d"  1 j/n-  1 dUn-d 
dxn~ 1 dx  i 

d"—<1yn—\  d2«„— i 


dx"—3  dx 3 1 1 dx"—3  dx3 

Substituirt  man  alle  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  und  berück- 
sichtigt, dass  ?/,,  ?/_>,  : . . J/n— l der  reducirten  Differentialgleichung 
genügen,  so  erhält  man 

d”-3ij„- 1 d2i<„_! 
dx"—'1  dx3 

d”  ~ 1 ;/„  _ i d«„_t) 
dx 


11) 


■ d"~ 2a/i  d2 u,  L 
1 dx“- 2 dx 
| i „ jd”— 1 >/i  da, 
( (dx"—1  dx 


+ 


+ 


+ X> 


jd"— 2j/,  d*ti 
)dx"—3  dx 


+ 


+ 


dx"— 1 
d"—'2y„—i  d«„_ i 
dx 


dx"' 


= X. 


Die  n — 2 Gleichungen  8),  9),  10)  bestimmen  die  gegenseitigen  Ver- 
hältnisse der  Differentialquotienten 

d«i  d«2  d«„_  i 

, dx  ’ dx  1 dx  ’ 

sieht  man  den  ersten  derselben  als  unbekannt  an,  so  kann  man  aus 
jenen  « — 2 Gleichungen  die  w — 2 übrigen  Differentialquotienten 
finden  und  erhält  sie  in  der  Form 

d«„_  i d«t 


. dw2  du,  du3  du, 

^ dx  ~ Vj  dx  dx  l*  dx  ' 


dx  ln  1 dx  ’ 


wo  r2,  t-j,  • • • rn_  i bekannte  Functionen  von  x sind.  Die  Substitu- 
tion dieser  Werthe  in'  Nro.  11)  führt  zu  einer  Gleichung 


13) 


L . n — X 
p dx3  + * dx 


35  “ 


Digitized  by  Google 


548  Cap.  XVIII.  t*.  118.  Die  Variation  der  Constanten. 

in  welcher  V und  Q bekannte  Functionen  von  x sind.  Wenn  man 
diese  Gleichung  allgemein  integriren  kann,  so  enthalt  U\  zwei  will- 
kürliche Constnnten,  ferner  geben  die  Gleichungen  12)  die  Wertlie 
von  u,,  ih,  . . . v„  — i mit  n — 2 weiteren  Constanten,  endlich  lie- 
fert 5Tro.  7)  das  gesuchte  >j  mit  zusammen  n willkürlichen  Constan- 
ten d.  h.  das  allgemeine  Integral  von  Nr.  1). 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  nur  n — 2 par- 
ticuläre  Integrale  dor  reducirton  Differentialgleichung  bekannt  sind; 
die  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  I'articularintegrale  oder  des 
allgemeinen  Integrales  führt  dann  auf  eine  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung.  Wie  sich  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen  lassen, 
ist  hiernach  leicht  zu  übersehen. 


i 


Digitized  by  Google 


Cap.  XIX. 


Differentialgleichungen  mit  mehreren  Yariabelen. 


§.  119. 

Integration  der  simultanen  Gleichungen  erster 
Ordnung. 


Wenn  zwischen  n.  4-  1 Yariabelen  x,  y,  g,  . . . s,  I,  unter  denen 
t die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n Gleichungen  von  der 
Form : 


1) 


(dx  - , 

(*’*’*’• 

de 


■f).  j^=Mx,y,g,...l), 


J.  = f:  (X,  y,  e,...t)  etc. 


bestehen  sollen,  so  müssen  x,  )/,  z,  ...  s,  als  Functionen  von  t ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Variabele  t 
und  eine  der  abhängigen  Variabelcn,  etwa  x,  enthält.  Man  gelangt 

hierzu  auf  folgendem  Wege.  Aus  der  ersten  Gleichung  — rrr J\  er- 

giebt  sich  durch  Differentiation: 
d*x 
dt3 

Die  angedeuteten  partiellen  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x,  y, 
. . . s,  t sind  ohne  Weiteres  ausführbar,  weil  die  Form  der  Func- 

ds 
dl 

Kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 


8/i  dx  dA/h  , ■ 8/i  ds  dfi 

dx  dt  0«  dt  ds  dt  dt 


• * dx  d y 

tion  fx  bekannt  ist;  für  die  Dilferentialc[Uotienten  — , —j, 
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erhält  so  ein  Resultat  von  der  Form : 

(1% 

— = </,(*,  y,...s,t). 


Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

-J~  — <p3(x,y,e,...s,t). 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  «ten  Differentialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n Gleichungen: 


)d*~lx  _ ..  d"  x 

— l *P»~  l(*«y>  • ■ 0 5 y,  • ■ ■ s,  t). 


Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n — 1 ersten  Gleichungen  die- 
nen können,  um  die  n — 1 Unbekannten  y,z,...s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form:  ' 


3) 


«T 

II 

' dx  dlx 

!'*'  dt'  di*’-** 

■ dn~1x\ 
' dt"-') 

II 

»0  - 

' dx  d'2x 

!'X'  dt'  ’ " 

dn~lx\ 
' dt»~*) 

S jP»- 

/ dx  d2x 

1 \ ’x'  dt  ’ dt?' 

dr~l. 

dtn~' 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 


4) 


d"x 

dF 


( dx 

V'X’  dt' 


d2x 

~dF' 


dn~1x\ 


d.  h.  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnung  zwischen  x und  t.  Aus 
dieser  bestimmt  sich  x als  Function  von  t,  dadurch  werden  zugleich 

dx  d'2x 

(ff-2  e‘c'  bekannt,  und  die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 

Konntniss  der  übrigen  abhängigen  Variabelen  y,  z ...  s. 

Als  Beispiel  möge  die  Integration  der  drei  simultanen  Glei- 
chungen: 


Digitized  by  Google 


Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
. i dy nr~  i .-i  'il  — i 


5)  «<»+*)•  äi 


ß(x  + z),  — = y (x  -t-  y) 


vorgenommen  werden.  Main  erhält  aus  der  ersten  Gleichung 
(Px  tdy  , de\  ' 

dW  = tt(di  + di)’ 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  — und  ^ 

dt  dt 

(V“  T 

6)  — = a(ß-+  y)x  + ayy  + aßz; 

die  zweite  Differentiation  und  nochmalige  Substitution  giebt 

7)  7ft  = 2 aßy*  + a(aß  + ar  + ßy) 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y und  z,  nämlich 


1 

UPx 

~ ß 

dx 

II 

a 

i 

3 

IdP  ~ 

Tt 

i 

l d2x 

dx 

z — — — 

a(ß  — y) 

IdW  ~ 

- y 

dt 

ß — tt(ß  + V)x\  - 


9) 


Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren , oder  kürzer,  man 

dx 

setzt  in  Nro.  7)  — für  a(y  z)  und  hat  so: 


2aßyx  + (ccß  + ccy  + ßy ) 


Diese  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.117,  a, 
zum  vollständigen  Integral 

11)  x = Ct( + Cse**‘, 
wo  A|,  4>,  A.)  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

12)  * Aa  = ( aß  -j-  ay  4-  ßy)  X 4-  2 aßy 

sind.  Die  Formeln  8)  und  9)  liefern  y und  z,  wenn  der  Werth  von 
x eingesetzt  wird.  * 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
wter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.  Um  nachher  alle  übrigen  Variabelen  y,  e,  . . s 
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« 4 

zu  finden,  bedarf  es  noch  der  Integration  einiger  IIülfsglflBchungen, 

. ctx*-  ' . 

welche  sieh  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  x,  — etc.  be- 
kannt gewordenen  Grössen  in  dio  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt.  • t 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen; 


(Ix  , dy  . dz  , 

13>  Tt==y  + e'di  = x + z'Tt=x+y  • 

dienen,  welche  den  speciellen  Fall  « = /I  — / = 1 der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  Ar)  = 3 A -j-  2 
und  besitzt  dio  Wurzeln  Aj  = 2,  Aj  A:]  = — 1,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  X aufgestellten  Differential» 
gleichung  ist  jetzt : 

z «=‘  Cr“  4.  c'c~‘  4-  C"tc~'1; 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einführt, 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  ß — 7 — 0 und 
y = 2 wird.  Dieser  Uebelstand  lässt  sich  zwar  beseitigen , ist  aber 
ein  Zeichen , dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  G): 


d-X 

~JF 


2 x -f-  y -4  z , 


und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t und  x allein,  sie  ist: 


(l'2x 

J¥  ~ 


, dx 

2*  + Tr 


*•  woraus  als  vollständiges  Integral 
14)  *=Cfä,4  Ci«“'. 

' hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab,  so  fallt  z weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
tialgleichung c 

s+, c,";  i 


sie  giebt: 
15) 


y = Ce“  + C2cr-‘. 


’4 


Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraction  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration 

16)  e = Ce“  4-  C3er'. 


Die  Werthe  von  x,  y,  z enthalten  zusammen  vier  Constanten,  mit- 
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hin  eine  zuviel;  aubstituirt  man  aber  die  für  x,  y,  e gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  1$),  so  ergiebt  sieh  die  Bedingung: 

17)  • C-'i  -j-  C<  'C:t  i=  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 

**  > 

» 

§.  120. 

Simultane  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen. 


Das  im  vorigen  Paragraphen  . auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simultanen  Differentialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differentialquotienten  der  abhängigen  Variabelen  x,  y,  ent- 

halten. Setzt  man  nämlich: 


dx 

= x' , 

d*x 

dx' 

= A 

d:tX 

di!' 

dt 

dt*  ~~ 

dt 

~dt*  ~ 

dt 

dy 

1t 

— 2/'. 

II 

dy' 

dt 

— tf'i 

d*y 

dt 3 

dy" 

dt 

U.  *8. 

w. 

= =y 


und  sieht»®',  x",  • • • y.  y",  y'",  u.  s.  w.  als  neue  Variabele  an, 

so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Variabelen.  Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen z.  B.: 


18) 


dx  , d‘2y  . dy  , d2x 

r,  + ^ = 2*'  ST  + 7i?  = 2>' 


lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen : 

r(!l  = y>, 

dt  ■■ 
dij 


dx  , 

d7  = *> 


%=2 


= 2x  - 

dt  .■ 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Variabelen  x,  y,  y'  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu- 
wenden, differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben : 


19) 


d24  *»  „ • ‘dy’  n , 

Tjr-äy- J = 2y-(2«-A 


Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  lassen  sich  y und  y ' 
entwickeln,  namentlich  ist 
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— 2 x + a/,  ' 

oder,  vermöge  der  Bedeutung  von  x? ',  • m 

20)  y = 4 


„ dJ  , <Px! 

2 Ti  + 7ü  = i> 


dx 

7t 


■=1,a* + + 


(V-x 
7t * 


d*x ) 

7F  S ' 


„ dt/  „ , , dx!  „ ‘ , da/ 

2 -al  _ 2/  + — = 2(2*-*')  — 2a/  4-  — - 


Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  19)  giebt 
d:ta/  _ 
dt*  — ^ dt 

Hier  kommt  bereits  kein  >/  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  a:;  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  a/ 

d*x  d!x  dx 

dt*  dt*  ^ 4 dt  4X  ~ °* 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 
algebraische  Gleichung  ist 

A*  — X*  -f  4 A — 4 = 0, 

oder  auch 

X*  — (A  — 2)2  = (A*  + A — 2)  (A2  — A 4-  2)  = 0. 

Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

1 +V7\f=i 


Ai  = — 2,  Aä  — 4"  1>  *3  — ' 


1 — 1^7  V"—  1 

'•4  — zs 


und  daraus  ergiebt  sich  für  x der  Werth 

x = Ci«~ 21  4-  C2e+‘  4-  C.1^' cos(\tV  1)  -\-  C4e>'sJ»(!<V^7); 

y findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  — Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dx  . dy  d*x  d*y 

— 4-  — c.  J_  U — 2 (X  4-  m), 

dt  dt  r dt 2 r dt 2 V 1 

d.  b.  wenn  x -}-«/  = s gesetzt  wird 

dt  dt 2 


Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 
s = Ac~*‘  Be+‘. 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.  18)  für  y seinen 
Werth: 

y — s — x — An~ 2'  4 Be+‘  — x 
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einführt,  so  gelangt  mau  zu  der  Differentialgleichung: 

» dx'  . , , \ T,  , , d-X 

. dt+AAe  ,+  £e  ~1F-  = 2*' 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  intogriren  lässt; 
man  erhält  so  x,  dann  y — s — x.  •.  . 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  • auf  eine  Modifi- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens,  -welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann , wo  die  gegebenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  x,  y,  z,  . . . ; man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung,  von  x,  y,  z,  . . . selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Function  von  x,  y,  z,  , . . als  neue  Unbekannte 
einführt  und  für  diese  eine  Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswert  lies  und  für  die  Theorie  der  Centralbcwegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
tialgleichungen 

hx  d-u  ky 

21)  " “ " 


’d2x 
1t 2 


Vy 

dt* 


VV  + 2/3)3’  dt*-  y (xü-t-  3/2)3 ' 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x und  t zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  t und 
der  Hülfsvariabele 


22) 

zu  erhalten. 


= x2  y- 


:Vus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 
d2y  d2x 

x1F-ylw=0' 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung 

d ii  dx 

xJF~!'d7  = Ä' 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge  : 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen.  2i) 

„ d2*  . , ,,  d-n\  _ - . xdx  + *, 

*.dP  *x  + - dp  ,ty—  -;VV  + »*)*  . 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differentiale;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit  ;■*  * 


* !'(£)’•+ Ct)T 


V 


und  die  rechte  Seite  gleicht  deilt  Ausdrucke 

*>l;  ' xdx-\-ydy  2 k 

•*  + 2/2  V x?  + v/?  ' — *•* 

Die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung 


dr 


(d*\ 

\dt ) 


) + Öf ) T ~ * 

Substituiren  wir  sie  in  Xro.  23)  und  bemerken  gleichzeitig,  dass  dort 
...  „ dx  . (/?/  dr 

*'  + yi==rt'xdi  + 'J7i  = rdt 

ist,  so  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 


welche  nur  r und  t enthält.  Sie  ist  durch  Sonderung  der  Variabelon 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  nach 

d r , 

Br1  — A-, 


r-=V-2tr 


und  umgekehrt,  wenn  % die  Integrationsconstaute  bezeichnet, 

r dr 


* - 4 = A7  rtZf  — 

J 1/  Mr  — Brt  — A* 

s Form  erhält'  das  Integral  mittels 

-$)-(|-  r)’ 


Eine  elegantere  Form  erhält:  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 

dass  . 

V2| 

) 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A und  B durch  neue  Constanten 
a und  £ zu  ersetzen;  für 


wird  nämlich 
24)  t 


Ä1  = Jeu  (1  — £2) , B — ■— 

(l 


\/  a [ M 


r dr 
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* * * 

Die  Ausführung  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und_ würde  eine  Gleichung  von  der  Fbrm  t — 1„  = f(r)  geben,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r als  Function  von  t auszu- 
drüeken  ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei  ankommt,  führen  wir 
in  Nro.  21)  <eino  neue-  Varlabele  ip  ein,  indem  wir, 

25)  . r = «(1  — scusty)  . , ■ 

setzen;  dadurch  wird  . • 

- ■ 1 /<jä 

t cos  ip)  d t — y — (V' — ssini i). 
ist  die  transcendente  Gleichung 


1 / h 

- t <iu  t = (i  — t„)  y — 


nach  ip  aufzulösen,  was  in"  jedent'spöciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann,  und  findet  dann  r mittelst 
der  Formel  25).  — Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  x und  y 

x y 

selbst  zu  bestimmen.  Vermöge  der  Bedeutung  von  r sind  — und  -- 

echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht;  es  liegt 
x . y 

daher  nahe,  — = coswt  mithin  — — sin  W zu  setzen,  wo  W eine 
r r 

neue  Variabele  bezeichnet.  Die  Substitution  der  Werthe 
27)  x = r cos  cp , y = rsinep 

in  die  Gleichung 

*t,  ~ » r,  = A = V*«(i 


verwandelt  diese  in 


< d w . . dr 

■ cos  <p  jr  cos  cp  “ »f-  sj«  <p 


dt 


— rsm<p 

= Vlca(  1 — «*), 


dtp 

rsinw  -dr 

dt 


+ C0S(f>  |f( 


d.  i.  sehr  einfach 


r,’>±=vmi 


u. 


Bringt  man  r2  und  dt  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  für  dt  seinen 
Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird 

dr 


y = a Kl  — t*  J 


r\f  a'2  s-  — (a  — r)2  ’ 
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* « t • •-  « 

und  durch  Substitution  des  nachlierigen  Ausdruckes  a (1  — £ cos  tp) 
für  r 

. tp  =Sr  Vl— '£2 

Diese  Integration  isjt  nach  Formel  11)  in  §.  77  leicht  ausführbar,  in- 
dem inan  <l  = 1,  b = — s,  u = tp  «etzt'und  unterscheidet,  ob  der 
absolute  Werth  von  £ klciper  oder  grösser  als  die  Einheit  oder  ihr 
gleich  ist.  Im  erstem  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschränken,  wird 


cp  = 2 arctan  yy  s + SPo>  . 

»"  . • " *. 

wo  (p0  die  Integrationsccmstante  ist;  es  folgt  daraus  , * 

28)  tan  \(q>  — f»)  = tan  | tp. 

Die  gegebenen  Differentialgleichungen  werden  also  auf  die  Weise 
integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zunächst  tp 
durch  t ausdrückt,  hierauf  r nach  der  Formel  25),  cp  nach  Formel 
28) , endlich  X und  y mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt ; dabei 
bleiben  a,  £,  f0,  cp0  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrationscon- 
gtanten. 
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.»» 
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i 


' ;<  • ' • c 

;a  **<.■# 


* 


Seite 
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50  Z.  3 v.  u.  statt  _/i  lies  /J. 

60  Formel  6)  statt  J xa  lies  Jx2. 

68  Formel  12)  statt  cos**-1  V lies  cos***1  V. 

77  Z.  12  v.  o.  statt  lies  y-r(  • 

dx3  -dx3  . . 

255  Z.  12  v.  u.  statt  cos  int)  lies  cosmO  -(-YstKmö: 


#. 


309  Z.  2 V.  o.  statt  — ^ — 
* x-  n + ßx 


lies 


ir 

» 


“ + iS“  — 

370  Z.  13  v.  o.  ist  hinter  dem  Worts  Basis  der  Buchstabe  e 
einzuschalten. 

•400  Fi g.  G7  gehört  i,  vertical  unter  jVj. 

419  Z.  9 v.  u.  statt  /(x)  lies  f(y). 

426  Formel  8)  statt  tlxr,  lies  dx,r. 

441  Z.  3 v.  u.  ist  das  Komma  zwischen  dx  und  dy  zu  streichen. 
443  VZ.  10  v.  o.  statt  zdzdy  lies  zdxdy. 

450  Z.  19. v.  o.  statt  LQ\r2cx  — xa  lies  L Q = Y%  cx — xa. 
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